CALCULO VETORIAL == 4. SUPERFICIES QUADRICAS

4.1 Superficie Cilindrica

Uma superficie cilindrica (ou simplesmente cilindro) é a superficie gerada por uma reta que se move
ao longo de uma curva plana, denominada diretriz, paralelamente a uma reta fixa, denominada geratriz.

Quando a geratriz for perpendicular ao plano que contém a curva diretriz o cilindro é denominado

cilindro reto.

Se U é o vetor diretor da reta g, entdo o ponto P(z,y, z) estd sobre a superficie S se, e somente se,

a reta que passa por P, paralela ao vetor ¥ intercepta a curva diretriz
o — = —
P(z,y,2) e S Q(7,75,Z2) €y e PQxv=0.

A Figura 4.1 ilustra uma superficie cilindrica S com diretriz v e geratriz g.

geratriz § > rP(x, o o

S< — cilindro

i

07,2 "

diretriz y

Figura 4.1: Superficie Cilindrica.

Exemplo 4.1 Suponha que a geratriz de um cilindro S seja a reta g : x =t, y =1t z =1 e que a

2

diretriz é a pardbola ¢ do plano xy dada por y = x*, z =0. Temos:

— -
P(z,y,2) € S< Q(7,7,0) €ce PQ x7=0.

—.\

Ora, o vetor diretor da gertariz é ¥ =i + keo ponto Q (Z,7,0) estd sobre a curva c se, e somente

é
se, J = T2. Assz’m,P—Cj:(f—x) ( )j—zk e a relagdo PQXU—Onos dd:

T=z—z;y=y—zex—x—y+y=0.



62 CALCULO VETORIAL MARIVALDO P. MATOS

Considerando que § = T2, deduzimos a equacdo do cilindro
S:a?4+22—2e24+2—y=0.

Exemplo 4.2 (Cilindro Reto) A diretriz v é uma curva do plano xy e a geratriz g é o eizo z. Neste
caso, o cilindro S é gerado por uma reta paralela ao eixo z, que desliza ao longo da curva . Supondo

que a curva 7y seja descrita pela equagao f (x,y) =0, teremos
P(z,y,2) €S+ Q(z,y,0) €7+ f(2,y) = 0.
Logo, a equagao do cilindro S serd f (x,y) = 0.

Observagao 4.3 E oportuno ressaltar que a descri¢cao do cilindro S e da diretriz v parecem ser a
mesma, mas, hd uma diferenca substancial Enquanto no cilindro a varidvel z ¢é livre e, portanto,
assume qualquer valor real, na curva v a varidvel z assume apenas o valor z = 0, jd que v é uma curva

do plano xy, como ilustra a Figura 4.2.

S «———cilindro S:f(x,y)=0

<« geratriz ¢

W N N
o y

' ‘*:\’Y:f(xa_}}):.O,Z:O
—0(x,»,0) (diretriz)

Figura 4.2: Cilindro Reto.

Uma equagao onde figuram apenas duas das tés coordenadas cartesianas define um cilindro reto,

com geratriz paralela ao eixo correspondente a terceira coordenada. Assim:

(a) aequagao F (x,y) = 0 ouy = f(x), na forma explicita, representa um clindro com reta geratriz

paralela ao eixo z e diretriz v : F'(z,y) =0, z = 0;

(b) a equagao G (z,z) = 0 ou z = g(z), na forma explicita, representa um clindro com reta geratriz

paralela ao eixo y e diretriz v : G (z,2) =0, y = 0;
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(c) aequacao H (y,z) = 0 ou z = h(y), na forma explicita, representa um clindro com reta geratriz

paralela ao eixo z e diretriz v : H (y,z) =0, x = 0.

ESCREVENDO PARA APRENDER

1. Esboce o gréafico das seguintes superficies cilindricas:
(@) z=1> () y=|z] (c)22=2% ) (z—2%422=1 (e)a®—y+1=0.

2. Considere no plano zy a curva 7 : y — 23 — 2 = 0. Sob que condi¢des o ponto P (z,v, 2) estd no

cilindro de diretriz v e geratriz paralela ao eixo z7

3. Em cada caso, determine a equagao da superficie cilindrica.

(a) Diretriz z2 = 4y; z = 0 e geratriz x =y = 2/3.  (vesp.: 922 + 22 — 62z — 36y + 122 = 0)

(b) Diretriz 22 +y = 1; 2 = 0 e geratriz v = 2z; y = 1. (resp.: 22 +422 —daz+y=1)

2

(c) Diretriz 22 — 22 = 1; y = 0 e geratriz paralela ao vetor —j—i— 2k. (resp.:

22— 22 — 4y —dyz=1)

4. Os cilindros S : 23 = z e Sy : 2 = y cortam-se segundo uma curva . Encontre a equacdo do

cilindro S5 com diretriz « e geratriz paralela ao eixo x. (resp.:  y = 29)

4.2 Superficie Coénica

Uma superficie Conica (ou simplesmente cone) é a superficie gerada por uma reta (geratriz) que se
move de modo que sempre passa por uma curva plana fixa 7 (diretriz) e por um ponto fixo V' (vértice)
nao situado no plano da curva. Quando a geratriz for perpendicular ao plano que contém a curva
diretriz o cone serd denominado Cone Reto. Na figura (4.3) ilustramos uma superficie conica S com
diretriz v e vértice V. Olhando a Figura (4.3) vemos que um ponto P(z,y, z) estd sobre a superficie S

se, e s6 se, a reta que passa por P e V intercepta a diretriz ~.
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0F 7.0 N,

Figura 4.3: Superficie Conica.

Assim, a equacao do cone S é deduzida observando que:
P(z,y,2) € S < Q(T,7y,Z) €€~ e PV x W: 0.
Exemplo 4.4 Se a diretriz de um cone S de vértice V (0,0,1) é a pardbola no plano xy dada por
v:iy=2a2 z=0, usando a relagdo ﬁ}/ X Q—‘} =0 e notando que Q (f, z2, 0), chegamos ao sistema:

y+32(2—1)=0 (I)
r+7T(z—1)=0 (I1)

172 — Ty =0 (II1)

e combinando as equacgoes (I) (II) e (I11), encontramos x% + yz —y = 0, que é a equagdo do cone S.

4.2.1 Cone de Revolugao

Uma superficie conica particular é aquela gerada pela ro-

tagdo de uma reta g (geratriz) em torno de uma reta L (eizo),
onde as retas g e L se interceptam em um ponto V' que é o vértice
do cone. A figura (4.4) ao lado mostra um cone de revolugao S,
onde observamos que a interse¢ao do cone com um plano perpen-
dicular ao eixo é uma circunferéncia. Representando por 7, e

os vetores diretores do eixo L e da geratriz g, respectivamente,

entdo uma condigdo necessdria e suficiente para que um ponto

P(z,y, z) esteja sobre o cone S é que

—
|cos (U, Ug)| = | cos(v,, VP).

Figura 4.4: Cone de Revolugao
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ESCREVENDO PARA APRENDER

1. Determine a equacao do cone obtido por rotagao da reta y = ax +b, z = 0 em torno do eixo .
(resp.:  a?(z? +22) = (y — b)?)

2. Determine a equacao do cone de revolucao gerado pela rotacao da reta x =t, y = 2t, z = 3t em

torno da reta —z =y = z/2. (resp.: 5(z% +y?) — 22 + 4wy + 8z — 8yz = 0)

3. Determine a equagao do cone de revolugao com eixo x, vértice na origem e geratriz formando com

o eixo um angulo de 7/3 rad. (resp.: Y% + 22 = 322?)

4.3 Superficie de Revolugao (caso geral)

A figura (4.5) ao lado mostra uma superficie de revolucao

S obtida pela rotacao de uma curva g, denominada geratriz, em geratriz g
torno de um eixo L, denominado eixo de revolug¢ao. Para chegar

a equacao da superficie S, deixe-nos considerar por um ponto B I

P(z,y,z) de S um plano perpendicular ao eixo de rotagao, cuja

interse¢ao com a superficie S é uma circunferéncia. Sejam C' e

Q) as intersecoes desse plano com o eixo L e com a geratriz g,

respectivamente. A equagao da superficie S é
Figura 4.5: Superficie de Revolugao

o7 - ] )

A equagao cartesiana de S serd determinada em um caso particular e deixaremos as variantes desse
caso para o leitor. Suponhamos, entao, que a geratriz seja uma curva g do plano yz descrita por uma
equagao do tipo F (y,z) = 0 ou, como é mais comum, y = f(z). Suponhamos, ainda, que o eixo de
rotagao seja o eixo z. Entao, as intersegoes C e @ sao: C (0,0,z2) e Q (0,7, z) e da equagao vetorial (4.1),
resulta /22 4 y2 = [7] e daf segue que § = ++/22 + 2. Como o ponto Q (0,7, z) estd sobre a geratriz,

entdo F (7, z) = 0 e, conseqiientemente, a equacao da superficie S é:

F(tya?2 +y?,2) =0.
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No caso em que a geratriz ¢ dada na forma y = f (z), a equagao de S torna-se:
2
2y =[f ()"

- . 2 L. . .
Observagao 4.5 A equagio y>+ 2% = [f (x)]° representa uma superficie de revolugcdo em torno do eizo
x. O problema de encontrar uma geratriz consiste em "zerar"uma das varidveis do termo quadrdtico

y? + 22. Por exzemplo, com z = 0, encontramos a geratriz y = f (z).
Exemplo 4.6 (A Esfera) A superficie S obtida pela rotagio do arco de circunferéncia
Y +22=R* y>0, z=0,

em torno do eivo z é uma esfera com geratriz dada por F (y,z) = y> + 22 — R? = 0. A equacdo da

superficie S é, portanto, F(£+/22 +y2,2) =0, isto é, x> +y* + 22 = R%.

Figura 4.6: Esfera.

Exemplo 4.7 (O Paraboloide de Revolugao) A superficie S obtida pela rotacio da pardbola y* =

dpz, © =0, em torno do eixo z é um Paraboloide de Revolu¢do. Neste caso, a geratriz é dada por
F(y,z) =y* —4pz =0,

e a equagdo da superficie S é, portanto, F(£+/x2 +y2,2) =0, isto é, 2 + y? = 4pz.
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Figura 4.7: Paraboloide de Revolugao Figura 4.8: Elipsoide de Revolugao

Exemplo 4.8 (O Elipsoide de Revolugao) A superficie S obtida pela rotagao da elipse (geratriz)

2 2
F(z,y) = £+Z—2—1_0 z =0,

em torno do eizo x recebe o nome Elipisdide de Revolugao e estd ilustrado na Figura 4.8.
A equagdo do FElipsdide de Revolugio é F(£vVx? + 22,y) =0, isto é:

72 2 2
Y
— + e =1
2?2 2
Exemplo 4.9 (Os Hiperboloides de Revolugao) Suponhamos que a hipérbole PR 1 no plano
a

xy gira em torno do eixo x. A superficie resultante recebe o nome de Hiperboldide de Revolugdo de Duas

2
x
Folhas (veja a Figura 4.9). A geratriz é descrita por F (z,y) = — — Z—Q —1 =0 e a equagdo da superficie
a
22 g2 22
é Fx,£\/y?+22) =0, isto é, — — =5 — — = 1. No caso em que a rotagdo é realizada em torno do

a? b2 b2
eizo y, a superficie resultante recebe o nome de Hiperboldide de Revolugio de Uma Folha (veja a Figura
2 2 2

4.10). Nesse caso, a equagao da superficie é F(£vx? + 22,y) =0, ou seja, % - % + % =1.
a a

ESCREVENDO PARA APRENDER
1. Em cada caso, determine a equacao da esfera que atende a condigdo especificada.

(a) Diametro AB, sendo A(—1,3,4) e B(1,1,3). (resp.: 22+ (y—2)2+ (2 —3)2 =13)
(b) Centro C (4,—1,—2) e tangente ao plano xy. (resp.: (z =42+ (y+1)2+(2+2)?2=4)

(c) Centro C'(—2,3,4) e tangente ao eixo z. (resp.: (x+2)?+ (y—3)% + (2 — 4)? = 13)
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Figura 4.9: Hiperboloide de duas Folhas Figura 4.10: Hiperboloide de uma Folha

(d) Centro C (1,0,4) e tangente ao plano x + 2y + 2z = 0. (resp.: (z — 1) +y? + (2 — 4)? = 9)

2. Em cada caso, determine a equagdo e esboce o grafico da superficie de revolucao gerada pela

rotagao da curva g em torno do eixo indicado.

(a) g: 2?2 +2y=6, 2=0; eixo y. (resp.: 2%+ 22 + 2y = 6)
(b) g:y?> =2z, x=0; eixoy. (resp.: y* — 422 — 422 =0)
(c) g:y?> =222 +42=6, v =0; eixo 2. (resp.: x2 + 9% — 222 +42 = 6)
(d) g:y =23 2=0; eixo z. (resp.: 2% —y% — 22 =0)
(e) g:z=¢€" y=0; eixo z. (resp.: z — exp(\/m) =0)
(f) g:yz=1, =0; eixo z. (resp.: (22 +1?)22 =1)
(g) g:y=R, z=0; eixo z. (resp.: % +1? = R?)
(h) g: 2% =4y, z=0; eixo y. (resp.: 2 + 22 = 4y)
(i) g:2?+422=16, y =0; eixo . (resp.: 22 +4y? + 422 = 16)
(j) g:y=senz, z=0; eixo x. (resp.: Y% + 22 =sin?x)

3. Em cada caso, encontre a geratriz (g) e o eixo de rotagao (I) da superficie de revolugao S.

(a) S:a?+y?—22 =4 (resp.: g:2?—22=4,y=0; eixo 2)
(b) S:2?+y?=|z. (resp.: g:y=+/|z|, x = 0; eixo 2)

(c) S:a?+9y? — /22 +9y2 —2=0. (resp.: g: vy — |yl —2=2,2=0; eixo 2)
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4. A superficie de revolucdo S, gerada pela rotacio da circunferéncia g : 22 +y?> —4y+3 =0, 2 =0,
em torno do eixo x, recebe o nome de Toro de Revolu¢do. Encontre a equagao de S e faca um

esbogo do grafico. (resp.: (22 +y? + 22+ 3)2 = 16(y? + 22))

5. Repita o exercicio precedente com a circunferéncia no plano yz de centro C (0,4,0) e raio R = 2,

que gira em torno do eixo z. (resp.: (2% +y? + 22)? — 40(2? + y?) + 2422 + 144 = 0)

6. Identifique e esboce o grafico do conjunto dos pontos P (x,v,2) do R? descrito por:

(a) 22 +422=1, y=1. (resp.: uma elipse)
(b) 2?2 +22 =4, y=2. (resp.: a circunferéncia de centro C'(0,2,0) e raio R = 1)
(c) 22 +y% = 1. (resp.: cilindro circular reto)
(d) 22 —22=1, y=1. (resp.: uma hipérbole)
(e) 2?2+ 422 =9y, z=1. (resp.: uma pardbola)

7. Os eixos y e z sofrem uma rotacdo de um éangulo § = 7/4, no plano yz, enquanto o eixo x
permanece fixo. Determine as coordenadas dos pontos P(1,2,v/2) e Q(3,v/2, —1) no novo sistema

de coordenadas. (resp.: P(1,14++v/2,1—-+2); eQ(3,1— ?, 1- @))
8. Determine os valores de k, de modo que a intersecao do plano = + ky = 1 com o hiperboléide de

2

duas folhas y? — 22 — 2% = 1 seja:

(a) uma elipse (b) uma hipérbole. (resp.: (a) 1 < |k <+v/2; (b) k| <1)

4.4 Quadricas Especiais

Denominamos Quddrica a superficie que pode ser descrita por uma equacao geral do 2° grau nas

varidveis x, y e z. Uma tal equagao é da forma:
Az? + By  + C22 + Day+ Fxz+ Fyz+ Ge + Hy + 12+ J = 0. (4.2)

As superficies de revolugao: esfera, paraboldide, elipsdide e os dois hiperboldides encontradas nos
exemplos 4.6, 7, 8 e 9 sao quddricas particulares. Elas sao caracetrizadas pelas secoes circulares determi-

nadas por planos perpendiculares aos respectivos eixos de rotagao e, por isso, denominadas quddricas de
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revolug¢do. A seguir classificamos essas quddricas de forma um pouco mais geral, fixando uma equagdo

padrao para cada uma delas.

.. R TE T
(a) Elipsoide: e + % + 5= 1.
22 2
(b) Paraboloide Eliptico: pe + 2=
2 2
(c) Paraboloide Hiperbdlico (sela): r_Yv
a2 b2
2 2
(d) Hiperbolséide de Uma Folha: r LYy
a2 b2
2 2
(e) Hiperboloide de Duas Folha: r_Y_
" oa? b2
2 2
(f) Cone Quédrico: 2—2 + %2 =22

=cz
22
7:1
C

22
72:1
c

ESCREVENDO PARA APRENDER

(veja o Exemplo 4.13)

(veja o Exemplo 4.12)

(veja a Figura 4.12)

(veja o Exemplo 4.14)

(veja o Exemplo 4.14)

(veja a Figura 4.4)

1. Determine o vértice e o foco da pardbola intersecao do plano y = 2 com o paraboloide hiperbdlico

9y? — 3622 = 162.

(resp.: V(0,2,9/4); ; F(0,2,77/36))

2. Determine os vértices e os focos da elipse intersecao do plano y = 3 com o elipsoide

=4
9 "2

2 2

‘ <
ot

(resp.: V(+12/5,3,0) e V(0,3,£8/5); ; F(+4/5/5,3,0))

3. Determine a intersecdo do paraboléide 4y? — 922 = 362z com o plano 3z + 2y — z = 0.

(resp.: as retas concorrentes 1 : x = 2t, y = 3t, z = 12t erg : x = 2t, y = 18 — 3¢, z = 36)

2 — 12
4. Identifique o lugar geométrico dos pontos P (z,y,z), tais que HAPH + HBPH = 9, sendo
A(1,-1,2) e B(2,1,0). (resp.: a esfera de centro C(3/2,1,3/2) e raio R = v/15/2)

5. Determine a equacao da esfera de centro C (3,2, —2) e tangente ao plano = + 3y — 2z + 1 = 0.

(resp.: (x —3)2+ (y—2)* + (2 +2)? = 14)

6. Determine a equacao do paraboldide eliptico com vértice na origem, eixo sobre o eixo z e que

passa nos pontos A (1,0,1) e B(0,2,1).

(resp.: 422 +y? = 4z)
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7. Areta 2z — 3y =6, z =0, gira em torno do eixo y. Determine a equagao do cone resultante, seu

vértice e sua interse¢do com o plano yz. (resp.: 4z% —9(y — 2)%; V(0,2,0); 3y &2z = 6)

8. Considere um sistema de coordenadas onde os eixos T, I e Z sao as retas suportes dos vetores
Uu=2i—j—k, v=j7—kedw =147+ k. Escreva a equagdo da superficie S : zy + yz+x2 =0

no novo sistema de coordenadas e identifique-a. (resp.: o cone T2 + % = 2z?)

9. Considere um sistema de coordenadas OZ, Oy e OZ determinado pela origem e pelos pontos
A(1,-1,1), B(2,1,—1)e C (0,1,1) . Descreva a superficie S : 5z2+y%+22+2xy—222—6yz+8 = 0

nesse sistema de coordenadas e identifique-a. (resp.: o hiperboloide 3z2 + 632 — 222 + 8 = 0)

10. Identifique as seguintes quadricas.

(a) 22 +y2 +22 20 +4y+4=0. (resp.: esfera)
(b) 22 +y?> -2y —2+1=0. (resp.: paraboloide de revolugao)
(c) —a% -3y +22=0. (resp.: cone)
(d) 222 +3y% — 22 — 122+ 12y + 22 + 28 = 0. (resp.: hiperboloide de uma folha)
(e) 822 — day + 5y? + 2% = 36. (resp.: elipsoide)
(f) 322 =2y + 2z. (resp.: cilindro)
(g) 22 —2zy + 22+ 2y — 42 = 0. (resp.: hiperboloide de duas folhas)
(h) z = =xy. (resp.: paraboloide hiperbélico (sela))
11. Determine e esboce as interse¢oes do cone quddrico zz + Z; = 22 com os seguintes planos:
(a) z=2 (b)y=2 (c)y—bz=0. (resp.: (a) elipse (b) hipérbole (c) pardbola)

12. Seja v a curva interse¢do do plano x +y + z = 0 com a esfera 22 + y? + 22 = R2. Identifique a

curva 7 e sua projecao no plano zy.

(resp.: 7y é uma circunferéncia e sua proje¢ao no plano xy é uma elipse)
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4.5 Equagoes e Gréficos

Para associarmos uma quddrica a uma equacao ou vice-versa, ¢ fundamental observarmos dois

aspectos: primeiro a equacgao padrao da quddrica e, segundo, a disposi¢ao dos eixos coordenados. Nas

Figuras 4.11 e 4.12 apresentamos a mesma quddrica (desenho) correspondendo as equagoes z = x

242

e z = xy. No primeiro caso, isto é, na Figura 4.11, poderimaos ter girado a quddrica de 45°, que é o

angulo de rotacdo que transforma a equacio z = xy em 2z = Z2 — §2. Para uma melhor visualizacdo

geométrica, preferimos deixar a quéddrica e o eixo z fixos e girar os eixos x e y de 45°.

Figura 4.11: A Sela z = xy Figura 4.12: A Sela z = 22 — ¢?

A seguir apresentamos algumas quddricas, onde efetuamos mudancgas no posicionamento dos eixos

coordenados. Faga a associacao entre a quddrica e a equagao.
2 2 2 2 2 2 2 2

x Y z x z y z x y
(Va—pta=l (Dy-m5-53=0 (Jaetz-5=0 ()-5+3-2=0
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(V-5+5-5=1 (He-5-5=0 (I5-p+5=0 (1 5+5-5-
a b c b2 2 2 2 a? b2 2
N T B S R N SR
2 a2 b b2 2 a? b 2 a2 b2 2
>
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