SERIES & EQUACOES DIFERENCIAIS

3. SERIES DE POTENCIAS

3.1. FUNDAMENTOS GERAIS

1. Falso (F) ou Verdadeiro (V)7 Justifique.

(a) Se a série Y c,a™ diverge em = = 2, entao ela diverge em x = 3.

(b) Se a série ) c,a™ converge em x = 2, entdo ela converge em = = 3.

o0 o0
(c) Se > |cn| é convergente, entdo > c,x™ é absolutamente convergente no intervalo [—1,1].

(d) Se uma série de poténcias ¢ absolutamente convergente em um dos extremos de seu intervalo

de convergéncia, entao ela também converge absolutamente no outro extremo.

o0 o0
(e) Se R ¢ o raio de convergéncia de Y c,z", entdo V'R é o raio de convergéncia de Y. c¢,x?".

n=0

n=0

(f) Se lim %/|c,| = L >0, entdo a série Y. ¢, (r —a)™ tem raio de convergéncia 1/L.
n—oo

n=0

o0

(g) Uma série de poténcias > c¢,z™ pode convergir apenas em dois valores de x.

n=0

(h) Se uma série de poténcias converge em um extremo de seu intervalo de convergéncia e diverge

no outro, entao a convergéncia naquele extremo é condicional.

o0
(i) Se > cpa™ tem raio de convergéncia 2 e

n=0
0o

o0

> dpx™ tem raio de convergéncia 3, entao o raio
n=0

de convergéncia de Y (¢, +dp)z™ é R=2.

n=0

2. Em cada caso, determine o intervalo de convergéncia da série de poténcias.
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3. Comecando com a férmula 1 = > 2", vélida para |z| < 1, represente cada fungao por uma

série de poténcias de z. Em cada caso determine o raio e o intervalo de convergéncia.

1 1 1 x
b) —— d) ——
®) 373 ) 7= © =% S g
3
T x x
e f) —— In(l—=x h) —
©5 g Ogiap @h0-D 0T
1+ 2? 22 -3 1 1
i) —— j k) ——— ) ———.
v (1—22)? W T =2 ()(l—x)3 ()G—m—xQ
= (="
4. Use a série de €” e calcule o valor da soma ) .
n=0 n‘2"
1 0
5. Represente 17)2 em séries de poténcias de x e use o resultado para mostrar que on = 2
- n=1

T

em série de poténcias de x e, por derivagao termo a termo, prove que:

o
Z:: n+1)!

e
6. Represente

7. Represente z2e™ em série de poténcias de z e, derivando o resultado, prove que

= () 2
232 nl -

8. No intervalo 0 < x < 4, mostre que:

n+1 n
(x—2
Inz=In2+ Z ) .
9. Integrando de x = 0 até x = 1 uma série de poténcias que representa a fungdo ze”, mostre que:
] —_ .
—nl(nt2) 2
10. Com auxilio da série de poténcias de arctg x, mostre que:
T > -1)"
6 \/§§3n(2n+1)'
11. Em cada caso, use uma série de poténcias adequada e aproxime a integral com duas casas decimais.

(a) /0 e /00'5exp(—x3)dx.
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o0
Identifique a funcao do célculo definida pela série Y (n + 1) 2™, no intervalo |z| < 1.

12.
n=0
3.2. SERIE DE TAYLOR & SERIE MACLAURIN

1. Represente as seguintes fungoes em séries de poténcias de z:

(@) f@) =e () f@)=wsenz (c) f(2) =31 (d) f(a) =In(1+2?)

(e) f(z) =a%senz (f) f(x) =cos?x (g) f(x) =e*™ (h) f (z) =sen’x

(i) f (z) =senhx (j) f(x) =sendx (k) f(x) =coshx (1) f(z) = cos3x

L. ~ 2 * 7t2 ~ L.
2. Em estatistica a funcao F (z) = N e~ " dt recebe o nome de Fungao Erro. Encontre a Série
TJo

de Maclaurin da funcao E (z).

3. Determine as constantes ag, a1, a2, ag e a4, de modo que:
3t —172% 4+ 3522 =320+ 17T =as(x —1)* + a3 (z — 1) +ag (e — 1)* + a1 (x — 1) + ao.

4. Em cada caso, encontre a expansao de Taylor da funcao f em torno do ponto indicado.

(8) f(e) = V&: a=9 (b) f(x)=tga; a=0 (c)f(z)=cosz; a=n/3

(@) f(@) =" a=4 (&) f(x)=¢&; a=1 () f(2)=senz; a=n/6

1 1 . 1

(@) f@) =i a=1 W) f@ =55 a=2 0)f@) =57 a=3.

5. Qual a Série de Maclaurin do polinémio P () = ap + a1z + aox? + - + apx?
. . - 1 —cosz
6. Encontre uma série de poténcias de x para representar a fungao f(r) = ———— e, usando o
x
1 —
resultado, conclua que lim LTS
z—0 xT

7. Determine uma série de poténcias de x 4 1 para a funcio f (z) = €?* e uma série de poténcias de

x — 1 para g (z) = Inz.
8. Uma fungdo f : R — R, infinitamente derivdvel, é tal que f'(z) = 2zf (z), f(x) >0, V z, e

f(0) = 1. Represente a funcao f (z) por uma série de poténcias de z. Idem para uma fungao g (x)

com as propriedades: ¢ (0) =0, ¢’ (0)=1e ¢" () = —g(x), Vo € R.
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9. Preencha a tabela com os valores das derivadas indicadas, considerando as seguintes fungoes:

f(z) =zsenz, g(z)=cos(z?), h(m)zln(1+$2)ep(z):/ome_ﬁdt,

£99(0) | 79 0) | 9 (0) | A (0) | p17 (0

10. Estime o erro cometido ao substituir, no intervalo |z| < 0.1, o valor de cos por 1 — x2/2.

3.3. _SERIE BINOMIAL
A expansao binomial

k(k—1
g:ck_Qyz—l—---—i—yk, k=1,2,3,..., (0.1)

(x+ y)k =7k + kxk_ly +
21

simbolicamente representada por:
k
@+ =) <§> wlyh=I
§=0
e conhecida por binémio de Newton, foi generalizada por volta de 1665 por Newton, no caso em que o
expoente k£ é um nimero fraciondrio positivo ou negativo, onde ele obteve uma expansao em série infinita
para (x + y)k Motivados pela férmula binomial de Newton (0.1) encontra-se a seguinte expansao em
série de poténcias para a fungao f (z) = (1 + z)%, sendo a um niimero real qualquer, a qual serd a série

de Maclaurin de f:

—1)z2 -1 (= Dz™
(1+:c)a=1+ax+a(a2‘)x+---+a(a ) 75'04 ntlz +o, 2zl <L (0.2)

ala—1)--(a—n+1)a"

cujo n-ésimo termo é a, = ' , temos que:
n!
. Gn41 . n
li = lim || = |z
n—oo Qnp, n—oo 1

e, portanto, a série binomial converge absolutamente quando || < 1 e diverge quando |z| > 1.
Exemplo Uma maneira de obtermos um valor aproximado de /1 + x, para um dado valor de = no

intervalo (—1,1), é usando a série binomial. Neste caso temos o = 1/2, de modo que

Vitz=1+iz— {2+ La®— ...
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e, dependendo da situagao, podemos considerar apenas os dois ou os trés primeiros termos da série
para a aproximagao. Considerando x = 0.2 e aproximando a série por seus trés primeiros termos,
encontramos:

V12~1+1(0.2) - 1(0.2)% ~ 1.095.

1
1. Calcule / V1 — z3dx com 4 casas decimais.
0
2. Se |z| < 0.01, qual o erro cometido ao substituir /1 + = por 1 + x/27

L : 3 ..
3. Usando a série binomial para /1 + x, calcule o valor de /25 com 3 casas decimais e compare o

valor com o resultado obtido em uma calculadora.

1
4. Usando a série binomial para f (r) = ———, mostre que:
para f (z) = —r—— q
2 1-3-5-...-(2n — 1) 2!
arcsen r = x + , |zl < 1.
~ n! (2n +1)2n

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 3.1

1. Associe as afirmagcoes verdadeiras aos fatos tedricos e as falsas a um contraexemplo.
(@) (V) (b) (F) (c) (V) (d) (V) (e) (V) (£) (V) (g) (F) (h) (V) (i) (V)

2. (@) {3} () (=2,2) (o) (-L,1) (@) (=1,1) (e) (=2,4) (f)(-1,1) (g) (-1,1] (h)[-6,—4]
(i) (=00,00) (1) {0} (k) (—00,00) (1) (—00,00) (m)(2,4] (n)(=2,4] (0)(2,4) (p)(-1,1)
(@ [F53] @ le+1<1/5.

3. Em alguns casos use o processo de Derivagao ou Integracao termo a termo. Por exemplo, a série

(i) é obtida por derivacao da série (c).

1 o (=1)"z"™
@ 577 =5 S el <
(b) : > otz <1
= X X .
1—.’1/‘4 n=0 ’

x = 20+l
(c) 12 Zox , =l <L
n—=
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1 o0
(d) T i = Z 4"z |z < 1/4.

T 0 g n+1
(e) 53 = 20 SIESE |z| < 2/3.

T & _
(f) m = 21”(—1)n+1$2n Lozl <1

n—=
@ wi-a)=- [ --% [va-§ <
g) In(l—x)=-— = - = T .
o 1—t n=0.J0 n=0 n+1

a3 =S _
(h) m = Zlnx4n 1, |33| < 1.

_ =
. 1422 o0

_ =

22 —3 o0 3 — g2

(J) n;oW7 || < 2.

1 X (n+1)(n+2)z"
k) ——5=> ;< L

(1—1‘) n=0 2

1 = 1 1 1 _ = (_1)71 1 n
@ 6-22—x 5 [3(1+x/3) * 2(1—3:/2)] - %ngo [ gt T 2n+1:| aty zf <2,

1 1 00
° (1-— :c)2 - % <1 _ 1‘) = n;1 nz"~1; |z| < 1. Agora, considere z = 1/2
et —1 oo gkl d /e —1 < (k—1) k-2 o pat-l
- - ~ iz =y S — =Y . Agorafacaz = 1.
rE T W ( x ) S W 2 gy Aeora faca @
7. Fazer.

8. O ponto de partida é a série geométrica

-2
-y 0

que, apos integracao termo a termo, nos da:

N (1)l (g )t
Inz—In2= E = (reindexar: n+1=Fk) = g .
n+1 k
= (n+1)2 it k2

9. Fazer.

10. Basta observar que % = arctg (1 / \/3) e considerar z = 1/+/3 na série de arctg x.
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11. (a) 0.3299 (b) 0.4849.

—l<z<l.

12. f(z) = m7

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 3.2

1. Algumas séries podem ser obtidas a partir de representacoes conhecidas. Por exemplo, se na série

de e” substituirmos z por —z? obtemos uma série para exp (—wZ).

2 ) (—1)” 2

fe's) (_1)71 :B2"+2

(a) e * :n;() o ;z€R (b)xsenm:ngom;meR

(c) 3o+ _35)0W; r€eR (d) In (1 + %) _EOW; lz] <1

(e)xQSenx:ni:éO%;xeR (f)costzl—l—é:jl(_l)(;(L;T)zn;xeR

(g) et " = et niﬂ (_12: xn; reR (h) sen®z = %:ol (_12;(5;@)2”; reR

(i) senhx = n§0 (2::12:1)!; z €R. (j) sen (4z) = nio (_1)(7;;1:?:11;2”“; ASBIN
(k) coshz = n§0 (2:;!; relR (1) cos (3z) = niow; zeR

2 X (—1)"a?t!

. Integrando a série obtida no Exercicio 3.2(1a) de 0 até z, obtemos F (z) = Jr A i en 1)
T pn=0 N n

.a9g=06,a1=—-1,a3=2,a3=—-5eaqg =3.

. A série de Taylor em torno de z = a de uma fungao f (z), infinitamente derivével no intervalo

|x — a] < R, vem dada por:

o0 n
f (@) (x —a)
fla)y=>_ m :
n=0
No caso em que a = 0, a série correspondente é conhecida pelo nome de Série de Maclaurin de f.

ni1 1.3.5.....(2n —3)

(8) VE=3+b (0 —0)+ £ (-t 22 e gy
(b) tgz =z + 323+ Zad 4+, —7/2<z<7/2.
(c) cosx:%— & (:1:—7T/3)—i(m—ﬁ/3)2+§(m—ﬂ/3)3.

(d) ef =eter =ty 2
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() Yz=1+@x—-1)/3—(x—=1)?/3+5x—1)>/31—-...

(f) senx:%—i—@(m—%)—%g(:c—%)Q—@%(:c—%)?’—l--‘-
1 o0
&) 5= CFE)"n+)(@-1)";0<z<2,
x n=0
1 @) @)
.
. 1 X (=1)"2" (x—3)" 1 13
O eri=y o 25T
e @]
5. P(z) = Y apz®, sendo ap, = 0 para k > n + 1.
k=0
6. Temos que:
1—cosz 1( i (=" x2”) 2 (1) g2t N 3 2 N z’
—_—mmm — —_— ) = —_— = —XI _— = — —_— LR
x x o (2n)! —~ (2n)! 4V 6! 8!
3 . ,1—coszx
e daf segue que lim (———) = 0.
z—0 T
X 2" (z+1)" x ()" (@ -1
7. €2 =2 ————; z€R e lnz= , O<z<2
8. ) = e (&) €T) = -
f) =2 4 9(@) = 2 5

9. fU) =0,  f(O0)=-28 U0 =1 A0 =-5 pI7(0) =5
10. |E| < 1.6 x 1074
EXERCICIOS COMPLEMENTARES 3.3
1
1. Aproxime (1 — x3)1/2por S3, integre de 0 até 1 e obtenha / V1 — x3dr ~ 0.8572.
0

2. E<125x1075.

3. Escreva v/25 = 3{/25/27 = 3{/1 — 2/27 e usando a série binomial para obter v/25 ~ 2.9262.



