SERIES & EQUACOES DIFERENCIAIS 2. SERIES NUMERICAS

2.1. FUNDAMENTOS GERAIS

1. Falso (F) ou Verdadeiro (V)? Justifique.

o0
(a) Se hm an =0, entdo ) a, converge.
n=1

(b) Se Z ay, diverge, entao hm apn # 0.

n=1

o0
(c) Se Z a, converge e a, > 0,Vn, entdo »_ \/a, converge.

n=1 n=1

o0 o0
(d) Se > a, diverge, entdo Y. a2 diverge.

n=1 n=1

(e) Se > ane Y b, divergem, entdo Y (an + by) diverge.

n=1 n=1 n=1

1
(f) Se Z ay, diverge e a, # 0,Vn, entao Z — converge.
=1 0n
o0
(g) Se {an} € uma sequéncia constante, entao Y a, converge.
n=1
o0 o0
(h) Se > a, converge, entdo > a, converge.
= n=100

2. Identifique cada série abaixo com uma série de encaixe ou uma série geométrica e calcule o valor
da soma no caso de ela convergir.
x /2\" b > 2\" 1
a = 41 -
@ 5 (3) ® £ 4(3) © & TR AT V)
X 2n+1 4 1
d —_ i B S—— f - —
( )Zn2(n+l) ()Z n2+4n 3 ()Z<2”2 3"+2)
3 ) 2
192+ 3n — (h) Z 4n2 @) ,,123 (4n—3)(4n+1)

s 2 x [2"sen (nm +7/2)
Y e e rACR =

(2) Z

(n+1)
(n+2)

() Zl

3. Encontre uma série, cuja n-ésima soma (S,,) vem dada por:

2n n2 1

3n+1 (b)S:n—i-l () Sn =354

(a) Sp = on
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4.

Por observagao do limite do termo geral, verifique que as séries abaixo sao divergentes:
00 00 " 0 n3

(a)E%(v%FFvn*-U (b)E%[1+(—D I (o) X2
n= n=

nm1 3+ n? 44

n

) 3

n—1 COST

(e)éznsml<i> ®) 5

o0
. Encontre os valores de  que tornam a série Y 22" convergente e calcule o valor da soma. Idem

n=1

. z—3 (z—3)° (z —3)"
para a série B + + —_—

. Deixa-se cair uma bola de borracha de uma altura de 10 metros. A bola repica aproximadamente

metade da distancia apds cada queda. Use uma série geométrica para aproximar o percurso total

feito pela bola até o repouso completo.

A extremidade de um péndulo oscila ao longo de um arco de 24 centimetros em sua primeira
oscilacao. Se cada oscilagao é aproximadamente 5/6 da oscilagdo precedente, use uma série geo-
métrica para obter uma aproximacao da distdncia total percorrida pelo péndulo até entrar em

repouso total.

Dois atletas disputam 10 provas de percurso em 10 etapas sucessivas. Os tempos de cada etapa
sao os mesmos e a tabela a seguir mostra as distdncias, em km, percorridas por cada um deles

nas quatro etapas iniciais:

etapa 1 | etapa 2 | etapa 3 | etapa 4

1

4 16

2! 3! 4!
2x3! 3x4! 4 x5!

atleta A 1

=

N | N

atleta B

Se a vitéria é dada aquele que alcangou o maior percurso, qual foi o atleta vencedor?

2.2,

1.

SERIES DE TERMOS POSITIVOS

Use um Critério de Comparacao para determinar a natureza das séries abaixo:
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- 1 S X Vn X 24cosn )
) ”2::1 ndt+n?+1 ®) n2=:1 n3" © nX::I n?+1 (@) 1@2::1 Con2 (e) nz::2 (n — 1)2
(f) i arctg n (g) 21 h:lign (h) Tgl ”n—;nf) ) n§1 In (1 +1/27) () nil %
00 oo 1 0 9n + n2 o 1 o 1
0 Zsen@f) O35 WX Oiimes OXw
S 1 > \/ﬁ X 1+2"7 ) %) n
(p) n§2 \/ﬁ (q) nzz:l n+4 (1") ngl 14+3n (S) ngl sen (1/’/1) (t) ngl TH

2. Em cada caso, verifique que a funcao que estende o n-ésimo termo da série satisfaz as hipéteses

do Critério da Integral e em seguida determine a natureza da série.

n? X arctg n
3+1 (); n?+1"

1 x 1

n=3mn 1)

3. Em cada caso, determine o menor nimero de termos que devem ser somados, para aproximar a

()E

soma da série com um erro menor do que FE.

x 1 x 1
a —; F =0.001 b —; FE=0.01 c ;B =0.01.
()11;1”2 ( )n;l”3 ()nZZTL(lIl )
o0
4. Se {a,} é¢ uma sequéncia de termos positivos e lim nPa, = [ > 0, prove que a série »_ a, converge
n—oo n=1

sep>1edivergese 0 <p < 1.

5. Falso (F) ou Verdadeiro (V)? Justifique cada resposta para melhor compreender a teoria.

o0 o0
(a) Sea, >0,Vn,e > ay é convergente, entdao », — diverge.
n=1 n=1 an

o0 o0
(b) Se an, >0, Vn, e Y a, é convergente, entao Y. /anan+1 € convergente.

n=1 n=1

(c) Seay,>0,Vn, e hm Vvna, =1, entdo a série E ap, diverge.

n=1

(d) Se a, >0, Vn, e lim a, =0, entéo a série Z fn converge.

[e.@] o0 o0
(e) Se > ane > b, sao divergentes, com a, > 0 e b, >0, Vn, entdo > (a, + by,) diverge.
n=1 n=1 n=1

o0

. an+1 ~ L. .
(f) Se a, >0, Vn,e lim "L — 1, entdo a série > ay, diverge.

oo o0
(g) Se0<a,<1le Y a, converge, entdo Y. a2 converge.
n=1 n=1
[e.°] o0
(h) Se0<a, <1le Y a, converge, entdo Y,

n=1 n=141 — 0n

converge.
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oo oo o
(i) Se > an e Y. b, sdo convergentes, com a, > 0e b, >0, Vn, entdo »_ a,b, converge.
n=1 n=1 n=1

(j) A série de termo geral a,, = ) é convergente.

n
— —In
n?+n <n+1

T o0
6. Mostre que 1S Z S +

N | =
N

1. Aproxime a soma da série pela soma parcial Sy e estime o erro na aproximagao.

1n+1 oo (—1)"
@ co R Y

2. Use a Estimativa do Erro para aproximar a soma da série com quatro casas decimais e com erro

menor do que £ =5 x 107!, Diga quando a aproximacio é por falta ou por excesso:

( 1)n+1
\/ﬁ

3. Verifique que as séries abaixo atendem as condigoes do Critério de Leibniz e conclua que elas sao

@ % () &

convergentes:

2 (=" X (=1)"n x (=1)"n? X n

b - d —1 1 .
W 2 O © X 3y (@ (1) sen(1/n)
4. Determine os valores inteiros de p que tornam a série convergente.

= (=" = (=" > (=1)" (Inn)”
a b - c -
W O ragy UnT

2.4. CONVERGENCIA ABSOLUTA, TESTE DA RAZAO & TESTE DA RAIZ

1. Falso (F) ou Verdadeiro (V)7 Justifique cada resposta para melhor assimilar a teoria.

2
nln

(a) Se > -7, a, converge, entdo y - converge.
(b) Se Yo%, an converge absolutamente, entdo Y oo ; a2/ (1 + a2) converge.
(c) Se >°2°, a2 converge, entdo > oo ; a, converge absolutamente.

(d) Se lim (an/b,) =0e > >, a, diverge, entdo » -2, b, diverge.

(e) Se lim (a,/b,) =00 e Y 2, by, converge, entdo y .-, a, converge.
n—oo
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(f) Se >°°7, ay, converge absolutamente, a, # 0, entdo Y >, 1/ |ay| diverge.
(8) Se > 2 an e -2 by, sao divergentes, entdo Y o2 anb, ¢ divergente.

(h) Se >>7 an ey 2, by sao convergentes, entdo » -~ ; anb, € convergente.

00 (_1)n

n=1 \k/ﬁ

2. Usando o Critério da Raiz, verifique que as séries dadas abaixo convergem:

n o 0o TL5 n+1
@ () ®WIwi-y @Eh @ P

(i) Para todo inteiro positivo k a série alternada converge.

3. Suponha que a sequéncia {a,} seja convergente e tenha limite . Considere as sequéncias {a;} e

{a, } definidas por: a;f = % (an + |an|) € a, = 1 (an — |an|)

(a) Calcule os limites: lima; e lima,,
(b) Se Y a, converge absolutamente, mostre que > a;l e 3" a,, convergem.

(c) Se > a, converge condicionalmente, mostre que Y. a,l e Y. a;; divergem.

4. Dé exemplo de duas séries > a, e > by, sendo a primeira divergente e a segunda convergente, tais

que lim (a, /b,) = 0. O Critério da Comparacao no Limite foi violado?!

5. ESTRATEGIA PARA TESTAR A CONVERGENCIA Na teoria estabelecemos vdrios critérios para
testar a convergéncia de uma série numérica e a dificuldade é: qual o teste adequado a uma
determinada série. Essa dificuldade também surge quando se integra funcoes. Nao hé regra que
estabeleca qual critério se aplica a qual série. Apresentamos um roteiro que poderd ajudar na

investigacao.

(i) Se lima, # 0 ou a sequéncia {a,} ¢ divergente o critério do n-ésimo termo deve ser usado

para concluir que a série ) a,, diverge.

(ii) Se a série é da forma Y o ; ar™ ! ela é uma série geométrica, que converge para o/ (1 —7)

se |r] <1 e diverge se |r| > 1.

(iii) Se a série ¢ da forma > 2 | (b, — by+1) ela é uma série de encaixe, que converge para by —

lim by, se {b,} convergir. Se {b,} divergir a série de encaixe também diverge.

(iv) Se a série ¢ da forma ) 1/nP ela ¢ uma p-série e sera convergente apenas quando p > 1.
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(v) Nos outros casos tenta-se o Critério da Razao seguindo o esquema:

o0
— L <1 > Zan CONVERGE ABS. FIM
n=1
P L2 ) IL>1 L=
L =lim| »L>1ou L= B Zan DIVERGE FIM
a
n

= —Fl COMPARAGAO |
/ Z| an |

\|ALTERNADA |—>| LEIBNIZ I

L=1 L,

*~NJ
N
I

Agora, teste a convergéncia das seguintes séries:

o pl % (—1)"2n o9 2 (2n+3n)1/"

(a) > — ®) > (c) 2 — (d) E

n=1 n" n=1 n! n=1 n!
% (n!)? X 3n < n3n (— ) cosn
(e) nglw (f) n;\/ﬁ (2) Z B o (h) Z 5
Vi < 1 2)" iy
0X 3T 0y wEA() oI

6. Teste a convergéncia das séries:

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.1

1. Procure justificar as afirmagoes falsas com um contraexemplo. Para as afirmacoes verdadeiras,

procure um critério de convergéncia adequado.

(a) (F) A série harmonica é um contraexemplo.

(b) (F) Veja o caso da série harmonica.

(c) (F) Considere a, = 1/n% A série " /1/n? ¢ a série harménica divergente.
(d) (F) Veja as séries em (c).

(e) (F) Considere a, =1/neb,=-1/(n+1).
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(f) (F) Considere a, = n.
(g) (F) Se{a,} é uma sequéncia constante, a série »  a, s6 convergird quando a, = 0. Se esse
nao é o caso, entao lima, # 0 e a série correspondente diverge.

(h) (V) Consequéncia do Critério da Caudal

2. Em cada caso, observe o termo geral a,, da série e comprove que: ou lima, # 0 ou a sequéncia

(an) nao tem limite.

3. O termo geral a,, é calculado a partir da relacao: a, = S, — Sp—1.

x 2 2 © nZ4n—1 o ]
(=) n2=:1 (Bn—2)3n+1) 3 ( )nzz:l n?+n o (9) n=12"
4. ()3 (b)) ()1 (d)1 ()15 (O (83 ) () ()2 kg 1) -1
2 n
< 2n __ £ = (l‘*3) _ 1
5. n;lx —1_$2,Se]x\<1,en§0 ont1 —5_x,se].<$<5.

6. 30 metros.

7. 144 centimetros.

8. O vencedor foi o atleta A, com percurso de %8% km contra % km do atleta B.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.2

1. Nos critérios de comparagao, existem duas séries envolvidas: a série de prova »_ by, de natureza

conhecida, e a série sob investigagdo > ay.

> Sao Convergentes: (a), (b), (c), (d), (e), (&), (h), (i), (k), (1), (m), (o), (p), e (r).

» Sao Divergentes: (f), (j), (n), (q), (s) e (t).

(a) Compare com a p-série convergente > 1/n? :

1 1

S
nt4+n2+4+1 " nt "

Gn

(b) Compare com a série geométrica convergente > 1/3".

(c) Compare com a p-série convergente 3 1/n%/? :

vn

:n2+1 -

AN
0%
Il
Il
s

an
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(d) Compare com a p-série convergente > 3/n%.
(f) Compare com a série harmonica Y 1/n :

arctann

p = ——— 2> —=b,, n>nyp.

1
n n
(i) Use o fato In(1+4n) <mn, V n, e compare com uma série geométrica.
(k) Compare, no limite, com a série convergente > 1/n?.

(s) Compare, no limite, com a série harmonica ) 1/n. Veja:

lim 22 = jm 2R (1/n)
bn 1/n

(@) (C) (b)) (C) (¢) (C) (d) (D) (e) (O).

=1.

[\)

w

. (d)n=1001 (b)n=2 (c)n>e00

4. Use comparagao no limite, com a série de prova » 1/nP.

ot

(@) (V) (b)) (V) () (V) (@) (F) (e) (V) () (F) (&) (V) ) (V) @) () F).

6. Inicialmente recorde-se que

o
1 —
dz = li tanz]?=) = /4
/1 20 Bl_rgo[arc anz|,_) =7/

e para concluir note que:

[e.o] [e.9]

/OO 1 d <Z 1 1+Z 1 <1+/°° 1 d
x == = ——dx.
1 1+ a2 _n:1n2—|—1 2 n:2n2—|—1_2 1 1422

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.3

1. (a) 8,23 x 107* (b) 4 x 1072,
2. (a) S ~0.8158 (FALTA) (b) S ~ —0.7987 (EXCESsO) (c) S ~ —0.7831 (EXCESSO)

3. Em cada caso, vemos que a série é alternada e resta-nos verificar que a sequéncia (b,) que figura

na série de Leibniz nao cresce e tem limite zero.

i 1 o
(a) E claro que b, = i decresce e tem limite zero.
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(b) Neste caso, b, = n/2™ é nao crescente, porque
bn+1 1 1
=3 o <:1a v 5
by, 2 + 2n — "

e, além disso, lim b, = 0, como pode ser facilmente comprovado usando a Regra de L. "Hopital

ou o Critério da Razao para sequéncias.
2

n
c) Temos b, = ———, que decresce e tem limite zero.
(c) n Ty 4
(d) A sequéncia b, = sen (1/n) tem limite zero e para comprovar que ela decresce, notamos que
cos(1/z
a funcao extensao f (z) = sen (1/z) tem derivada f’ (x) = —# <0, para z > 1.
x

4. Em (a) e (b) a série converge se o inteiro p for positivo; em (c) a série converge seja qual for o

inteiro p.
EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.4
I.(a)F (b)V (¢c)F (A)F (e)F (f) V (g F (h)F (i V.
2. Em cada caso, verifique que lim W < 1. Por exemplo, em (b), temos:
lim /Jan] = lim (| /7 — 1[")"" = lim (n — 1) = 0.
3. Considerando que [ = lim a,,, temos:

(a) lima} =2 (I +[I]) elima, =% (I —|I]).
(b) Se > a, converge absolutamente, entao > a; e > a, sdo convergentes, por serem somas de

séries convergentes.

(c) Se Y ay converge condicionalmente, entao > a; e Y a,, sao divergentes, por serem somas de

uma série convergente (Y a,) com outra divergente (> |ay|).

4. Recorde-se que os Critérios de Comparacao se aplicam as séries de termos positivos.

5. » Convergem Absolutamente: (a), (b), (c), (e), (h), (i), (j), (k) e (1).
» Sao Divergentes: (d), (f) e (g).

An+1

=2/3.

6. A série (a) é divergente, porque lima, = co. A série (b) é convergente, porque lim’
an

an+1

Na série (c) temos lim ‘ =1 e o Teste da Razao nao se aplica. Ela pode ser comparada com

n
a série divergente > (1/2n) e deduzimos que ela é divergente.



