UFPB - CCEN - Departamento de Matematica N
Séries & EDO - prof. MPMatos

GABARITO - PROVA A

01 INTERVALO DE CONVERGENCIA Certa fungao g (z) é definida pela regra:
0 2n+1
Z (2z —4)
€Tr) = — .
9(z) — Vn?+9

(a) Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série.
(b) Determine a natureza da série nas extremidades do intervalo de convergéncia.

(c) Calcule o valor da expressio g (2) + ¢(20) (2).

SOLUGAO
(a) Colocando a série na forma padrao, encontramos:

o0
92n+1 (4 _ )20+l
g(x) = Z (z—2) . ( centro: a = 2)

n=0 n? +9
92n+3 219
O raio de convergéncia ¢ R = y/1/L*, onde L* = lim iias X ot | = 4. Logo, R=1/2e
n+ +

o intervalo de convergéncia, sem considerar as extremidades, é I = (3/2,5/2).

(b) Natureza da série nas extremidades do intervalo.

x 1

e Emz=5/2: ) —. (série divergente)
n=0 n2 + 9
o -1

(série divergente)

e Em z =3/2:

nZ::O VnZ+9

92n+1
(c) Olhando a série na forma padrao, vemos que ca+1 = \/ﬁ e, portanto,

" 2n + 1)122n+1
@D (2) = ( )

n?+9
) 9 29 x 9! . ) , 50 ,
e dai resulta g% (2) = o Sendo 2n+ 1 um mimero impar, deduzimos que ¢g®®» (2) = 0 e, sendo assim:

29 % 9!

o (2)+9% (@)=




02 REPRESENTAGAO EM SERIE Considere a fungio f (z) = (x — 1) el ™%, — oo < < oo.

(a) Represente a funcdo f () por uma série de poténcias de (z — 1) e calcule o valor de ) (1).

1
b) Usand trad lcul lor d _—
(b) Usando a série encontrada em (a), calcule o valor da soma Z nt2)
:L,n
(a) Nasériee® =3 >, — — 00 <z <00, trocamos x por — (z — 1) e encontramos:
n!
—1 -1)" -1
f@) =@-ner=(@-ny E T iy
n=0 n=0
(="
onde vemos que ¢p4+1 = 1 Logo,
(n+ 1! (-1)"
e (1 = CHDEDT )
e considerando n = 8, obtemos f(* (1) = 9.
(b) Por integracao, encontramos:
T 0 n n+2
_ -1)"(x—1)
t—1)e ("Vdt = ( &
I > ey
t=x ¢} n n+2
_ —1)"(x —1)
tel™t = ( <
LT R e
o} n n+2
-2 (D" (= -1
_ 1 =
ve T; wl (n+2)

Considerando na tltima igualdade x = 0, obtemos:
n 1)n+2 o0

(=D=M & 1
122(713(77(&—; §+Z n'n+2 :;n!(n+2):1/2'

n=0 n=1



03 SERIE DE FOURIER A fungao 27-periddica f: R — R é tal que:

0, sen<x<2rm

f(x) =

r—2m, se2n <x <37
(a) Esboce no intervalo [—4m, 4] o grafico de f.
(b) Se F(x) é a soma da série de Fourier da fungao f, calcule o valor de F (7) + F (=3x/2) + F (27).
(c) Encontre a Série de Fourier da fungao f (z) e com o resultado calcule a soma da série:

— (="
Z 2n—1°

n=1

(a)

.........................................................

—2n ! ————  extensdo 2 — periédica

(b) Observando o grafico acima e considerando que F (z) = 3 [f (z) + f (z7)], encontramos:

F(m)+F(=3n/2)+F(2r)=n/2+7/24+0=m.




(c) Por simplicidade, no célculo das integrais usaremos o intervalo [—m, 7| . Temos:

1 ™
ay = / vdr =~
m™Jo 2

1 [ 1 T 1
an, = / xcos (nx)dr = — [COS (2nx) zsen (nz) } = — [(-1)" —1]
T Jo i n 0 n 0 ™
I 1 o1 —1)"*t
bp = / rsen (nx)de = — [sen (an) _ weos(ne) ] =—[=(-D" = L
T Jo s n 0 n 0 n n
A série de Fourier de f é, portanto:
(_1)n 1 (_1)n+1

cos (nx) + ——, o sen (nx)]

a qual converge, no ponto z, para F (z) = 3 [f (z) + f (z7)]. Se considerarmos z = /2, teremos:

(=) =1 —1)"
—:_7:(77/2):%—%2 (7T)n200s(n7r/2)+(7)Lsen(mr/2)]
n=1
e, considerando que:
0, se n=2k—-1 0, se n=2k
cos (nm/2) = e sen(nm/2) =
(=D*, se n=2k (=D se n=2k-1

deduzimos que:




SERIES & EDO - PERiODO: 2023.1 TURNO: [ ]| MANHA [ ] TARDE

2° EXAME - SERIES DE POTENCIAS & SERIES DE FOURIER
[ ] BOCKER [ ] EVERALDO [ ] MILTON [ ] MPMATOS

GABARITO - PROVA B

01 INTERVALO DE CONVERGENCIA Certa fungao g (z) é definida pela regra:

i (4z +8)™"
ot nn+1

(a) Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série.

(b) Determine a natureza da série nas extremidades do intervalo de convergéncia.

(c) Calcule o valor da expressio g(® (=2) + ¢(17) (-2).

SOLUCAO

(a) Colocando a série na forma padrao, encontramos:

0 2
42 2)°"
g(x)= Tl(fl\/%l) ( centro: a = —2)
n=1
42n+2 / 1
PV T _ 16, Logo, R = 1/4

O raio de convergéncia é R = \/1/L*, onde L* = lim X
8 / [(n—i— 1)vn+2 42n+2

e o intervalo de convergéncia, sem considerar as extremidades, é Ic = (—9/4,—7/4).

(b) Natureza da série nas extremidades do intervalo.

X 1
e Emzx = -7/4: _—. série convergente
/ n;l nyvn+1 ( )
X 1

e Em x=-9/4: _—. série convergente
/ n§1 nyvn+1 ( )

O intervalo méximo de convergéncia é, portanto, o intervalo compacto Imax = [—9/4, —7/4].

. ~ 42n
(c) Olhando a série na forma padrao, vemos que ca, = n\/ﬁ e con_1 = 0. Portanto,

46 x 6!
6) (—9) 4 (17 (—92) = +0=4%x5!
g ( ) g < ) 3\/1




z/2
?

02 REPRESENTAGAO EM SERIE Considere a fungio f (z) = 22%e —00 <z < 00.

(a) Represente a funcio f () por uma série de poténcias de = e calcule o valor de () (0).

(-1)" ' (n+2)- 2

o
(b) Usando a série encontrada em (a), calcule o valor da soma E '
n!

n=1

SOLUGAO
© .n
(a) Na série e* = Z — — 00 <z <00, trocamos x por /2 e encontramos
n!
n=0
0 n  .n+2
) _ 2,/2 _ 2 r x
Hf(z) = 2% —Izmgn—zmnv
n=0 =
1
onde vemos que ¢p4+2 = g Logo,
F0e42) () = (n+2)!  (n+2)(n+1)
~oml2n 2n
e considerando n = 7, obtemos £ (0) = 9/16.
(b) Por derivagao, encontramos:
2 > n+1
z/2 | T x/2 (TL—|—2)£L’
2ze™ " + g€ = Z oo

e, considerando x = —4, chegamos a:

0= i () CH™ —4§: CO e 2 4y ()" (n+2) 2"

| | |
o nl2n e nl2n o n!
Daf resulta:
() )
Z n! o



03 SERIE DE FOURIER A fungao 27-periédica f : R — R é tal que:

0, se —2n<zx<-—m

f(z) =

—x —2m, se —3r<zx< 27

(a) Esboce no intervalo [—4m, 4] o grafico de f.

(b) Se F(x) é a soma da série de Fourier da fungao f, calcule o valor de F (—n) + F (37/2) + F (27) .

(c) Encontre a Seérie de Fourier da fungao f (x) e com o resultado calcule a soma da série:

=y
Z 2n—1 "~

n=1

SOLUGCAO

()

.............................................

—4: *
o : :
sinafl inicial
=27 : ——  extensdo2n- periédica

(b) Observando o gréfico acima e considerando que F (z) = & [f (z) + f (z7)], encontramos:

F(=m)+F(Bn/2) + F(21) =n/2+7/2+0=m.




(c) Por simplicidade, no célculo das integrais usaremos o intervalo [—m, 7] . Temos:

1 0
ag = / (—x)da::g.

75 cos (nx zsen (nz)|°
0 sen (nx z cos (nz) |° —-1)"
b, = i_/ (—m)sen(nw)dx:—i[ 71(2 ) —n()]:—:l[_<_1)n]:( ;) :

A série de Fourier de f é, portanto:

% + i [(_1)712_1 cos (nx) + (=1 sen (nf'?)]

™ n
n=1

a qual converge, no ponto z, para F (z) = 3 [f (z) + f (z7)]. Se considerarmos z = /2, teremos:

_1)”

0=F(m/2)=—+> [1_(_1)n cos (nm/2) + ( sen (m/z)}

e, considerando que:
0, se n=2k—-1 0, se n=2k

cos (nm/2) = e sen(nm/2) =

deduzimos que:




SERIES & EDO - PERiODO: 2023.1 TURNO: [ ]| MANHA [ ] TARDE

2° EXAME - SERIES DE POTENCIAS & SERIES DE FOURIER
[ ] BOCKER [ ] EVERALDO [ ] MILTON [ ] MPMATOS

GABARITO - PROVA C

01 INTERVALO DE CONVERGENCIA Certa funcao g (x) é definida pela regra:

©  qyn+tl z— n
ga) =y BT

n=1

(a) Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série.
(b) Determine a natureza da série nas extremidades do intervalo de convergéncia.

(c) Calcule o valor da expressio g(7) (2) + ¢(19) (2).

SOLUGAO

(a) Colocando a série na forma padrao, encontramos:

X 1\ntlon | z—2)"
g(:p)zz( D) 337%5 2) . ( centro: a = 2)

n=1

2n+1 3n . n2
X
gntl. (n41)%  2n

o intervalo de convergéncia, sem considerar as extremidades, é Io = (1/2,7/2).

O raio de convergéncia ¢ R = \/1/L*, onde L* = lim [ = 2/3. Logo, R =3/2 e

(b) Natureza da série nas extremidades do intervalo.

00 (_1)n+1
e Emz=7/2: ) —F5H— (série abs. convergente)
n=1 n
o 1
e Emxz=1/2: 21 e (série abs. convergente)
n—=
O intervalo maximo de convergéncia é, portanto, o intervalo compacto Imax = [1/2,7/2].
—1)"tlgn
c) Olhando a série na forma padrao, vemos que ¢, = # e, portanto,
3n 2
n
nl (—1)"*2n
g™ (2) = n (=)™ 2"
3n. n2

e daf resulta:

9™ (2)+ ¢ (2)

=3z T30 02 3 7 15

C2Tx 7 =210 (10)) (2)7 [6! 4 % 8!}
=(3) |5 - :



02 REPRESENTAGAO EM SERIE Considere a funcao f definida pela expressao

1

flx) = Trs © # —1/5.

(a) Represente f em série de poténcias de (z — 1) e determine onde tal representacao é valida.
(b) Usando a série encontada em (a), represente a fungao g(x) = m em série de poténcias de
x

(z — 1), indicando o intervalo de convergéncia.

SOLUCAO

(a) Temos que:
I 1 (=15 (- 1)"

o
X 5a1) Z 61

5(x —
Trata-se de uma série geométrica de razao R = (@ ) e a representacao é valida no intervalo
5<x71)<1<:>5| 1] <6< | 1]<6<:> L
T — T — —— <z < =
6 5 5 5
(b) Por derivacao, encontramos:
-5 = ) 5 (z —1)" 1
— =
(1 + 52)° Z:: g
1 i ytsnlp (p— 1)t
(14 5z)° — Gt '

A operagao derivagao termo a termo nao altera o intervalo de convergéncia, de modo que a represen-

11
tacao acima é véalida no intervalo —z <z < 5



03 SERIE DE FOURIER A fungao 27-periédica f : R — R é tal que:

0, sem<azx<27

f(z) =

—x 427, se2n <z <3m

(a) Esboce no intervalo [—4m, 4] o grafico de f.

(b) Se F(x) é a soma da série de Fourier da fungao f, calcule o valor de F (—7) + F (=37/2) + F (27).

(c) Encontre a Seérie de Fourier da fungao f (x) e com o resultado calcule a soma da série:

R 2
2 (2n —1)%

n=1

SOLUGCAO

Y
27 : : :
: T : :
: T 4m %

sinal inicial
extensdo 2r — periddica

.................................................................................................................

(b) Observando o gréfico acima e considerando que F (z) =  [f (z*) + f (z7)], encontramos:

F(—m)+F(=3n/2)+F(2n)=—7/2—7/2+0=—m.




(c) Por simplicidade, no célculo das integrais usaremos o intervalo [—m, 7| . Temos:

1 (7 T
0 ﬂ']ﬁ (~o)ds 2

1 (/7 1 T T 1
an = / (—2) cos (nz) do = —— {COS(;”) zsen (n) ] — 1 (—1)"]
7 Jo T n 0 n 0 ™
1 /7 1 ™ ™ (—1)"
bn = / (—x)sen (nz)de = —— [sen (an) _ woos(nz) } = (=1)
7 Jo T n 0 n 0 n
A série de Fourier de f é, portanto:
T [ D" (="
-1 Z [ — 3 cos (nz) + ——sen (nx)

Logo:




SERIES & EDO - PERiODO: 2023.1 TURNO: [ ]| MANHA [ ] TARDE

2° EXAME - SERIES DE POTENCIAS & SERIES DE FOURIER

[ | BOCKER [ | EVERALDO [ ]| MILTON [ ] MPMATOS

GABARITO - PROVA D

01 INTERVALO DE CONVERGENCIA Certa fungao g (z) é definida pela regra:
0o (_1)n+1 (2$ _ 8)2n71

g(x)zz |1 . n3

n=1

(a) Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série.

(b) Determine a natureza da série nas extremidades do intervalo de convergéncia.

(c) Calcule o valor da expressio g(7) (4) + ¢(*® (4).

SOLUCAO

(a) Colocando a série na forma padrao, encontramos:
[%S) (_1)n+1 2271—1 . (33 _ 4)271—1 _ i (_1)

g(@) =3 S 3

n=1

n+1 2n—1
-4
(z —4) ( centro: a =4)

2n+1 . n3
n=1

\/7 1 2n+1 . 7’L3
O raio de convergéncia ¢ R = /1/L*, onde L* = lim X
8 / [2n+2 S(n+1)>3 1

= 1/2. Logo,
R = /2 e o intervalo de convergéncia, sem considerar as extremidades, é Io = (4 — V2, 4+ \/5) .

(b) Natureza da série nas extremidades do intervalo.

o0 (_1)n+1 .
e Emz =14+ V2 nz::1 m (série abs. convergente)
e Emaz=4—-2: i ﬂ (série abs. convergente)

O intervalo médximo de convergéncia é, portanto, o intervalo compacto Inax = [4 — V2,4 + \/ﬂ .
(_1 n+1

(c) Olhando a série na forma padrao, vemos que cg,—1 = it 3 e ¢an = 0. Portanto, ¢g(" (4) =0, Vn,
n

e
(2n—-1) (4) o (_1)n+1 (27’L - 1)'
g = on+1 . 13
e daf resulta:
(-1’7 7



02 REPRESENTAGAO EM SERIE Considere a funcao f definida pela expressao

1

f(z)= 1732 ° #—1/3.

(a) Represente f em série de poténcias de (z — 1) e determine onde tal representacao é valida.

(b) Usando a série encontada em (a), represente a funcao g (x) = In(1+ 3z) em série de poténcias de

(z — 1), indicando o intervalo de convergéncia.

SOLUCAO

(a) Temos que:

1 1 1 > (=1)"3" (z—1)"
flz) = =1" 3@—1) Z qn+1 :
1+ 4 n=0
3(zx—1)

4

Trata-se de uma série geométrica de razao R = e a representacao é valida no intervalo:

3(x—1) 4 1 7
—|<1l& -ll<dsjz-1<s& —2 -
‘ 1 ‘< 3|z | < | |<3 3<:1:<3

1 7 ~
(b) No intervalo de convergéncia -3 <z < 3’ temos 1 4 3x > 0 e por integragao, encontramos:

00 1)71 _ 1)n+1
dt = =
/ 1+3t Z (n —|— 4”+1
t=x e8] 1)n 1‘ _ 1)n+1
—1 143t = &
n |1+ 3¢ t:1 Z (n+1)4n+1
R e A G Vi
3[ln(1+3:c) In4] = HZ:% eI
2L (=) 37t (2 — 1)t

In(1+32) = Ind+» Ry

A operagao integracao termo a termo nao altera o intervalo de convergéncia, de modo que a repre-

sentacao acima é vélida no intervalo —% <z < %



03 SERIE DE FOURIER A fungao 27-periédica f : R — R é tal que:

0, se —2n << —7

f(x) =

rz+2m, se —3In<x< 27w

(a) Esboce no intervalo [—4m, 4] o grafico de f.

(b) Se F(x) é a soma da série de Fourier da fungao f, calcule o valor de F (7) + F (=37/2) + F (27) .

(c) Encontre a Seérie de Fourier da fungao f (x) e com o resultado calcule a soma da série:

o0 (_1)n+3
Z 2n —1°

n=1

SOLUGCAO

y
27 ' '
: i

sinal inicial
extensdo 21 — periddica

.................................................................................................................

(b) Observando o grafico acima e considerando que F (z) =  [f (z*) + f (z7)], encontramos:

F(r)+ F(=37/2) + F(21) = —7/24+0+0 = —71/2.




(c) Por simplicidade, no célculo das integrais usaremos o intervalo [—m, 7| . Temos:

1 0
ay = / edr = — L.

T 2

1 [0 1 0 0 1—(-1)"
0 — / v cos () do = - cos (;zx) x sen (nx) _ ( ! )

) . T n o n o ™

1 (0 1 0 1yt
b, = / v sen (nz) dz = — sen (2nm) _ zcos (nx) _ (—1)

T J_x ™ n -7 n - n

A série de Fourier de f é, portanto:
(_1)n+1

a qual converge, no ponto z, para F (z) = 3 [f (zF) 4+ f (#7)]. Se considerarmos z = /2, teremos:

11— (=1)" _\ntl
0=F(n/2) = —% 7r(n2 ) cos(n7r/2)+(7)lsen(n7r/2)]
n=1
e, considerando que:
0, se n=2k-1 0, se n=2%k
cos (nm/2) = e sen(nm/2) =
(—1)%, se n=2k (—1)* 7, se n=2k—1

deduzimos que:

Daf resulta que:




SERIES & EDO - PERiODO: 2023.1 TURNO: [ ]| MANHA [ ] TARDE

2° EXAME - SERIES DE POTENCIAS & SERIES DE FOURIER
[ ] BOCKER [ ] EVERALDO [ ] MILTON [ ] MPMATOS

GABARITO - PROVA E

01 INTERVALO DE CONVERGENCIA Certa fungao g (z) é definida pela regra
(e.0) n 2
(=1)" 3z —6)"
9(x) = Z 02n . 2 .
n=1

(a) Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série.
(b) Determine a natureza da série nas extremidades do intervalo de convergéncia.

(c) Calcule o valor da expressio ¢g(® (2) + g2 (2).

SOLUGCAO

(a) Colocando a série na forma padrao, encontramos:

°°_n2n.x_ 2n OO_n:U_ 2n
I ) e e (centro: o =2)

n=1 n=1

1 9" . n?
5 X
gntl. (n+1) 1

e o intervalo de convergéncia, sem considerar as extremidades, é Ic = (—1,5).

O raio de convergéncia ¢ R = y/1/L*, onde L* = lim [ =1/9. Logo, R =3
(b) Natureza da série nas extremidades do intervalo.

(série abs. convergente)

o0
e Emz =5 )

n=1 N
00 (_1)n+1
e Emz=-1: ) — (série abs. convergente)
n=1 n
O intervalo méximo de convergéncia é, portanto, o intervalo compacto Imax = [—1,5].

1)
(c) Olhando a série na forma padrao, vemos que cg,, = (=1) e can_1 = 0, ¥n. Portanto, g?"+1 (2) =

gn . n2
0, Vn, e
_1\" |
(2n) 9y — (Z1)" (2n)!
e daf resulta: )
—-1)* x 8! 8!
g® (2) 4+ ¢ (2) = (=1)" x8! +0= > _

94,42 94,42'



02

T+ 2

fz) =

x+3’

REPRESENTAGAO EM SERIE Considere a funcao f definida pela expressao

x # —3.

(a) Represente f em série de poténcias de (z + 2) e determine onde tal representacao é valida.

(b) Usando a série encontada em (a) calcule o valor da soma

i 1
—(n+2)-2m
SOLUCAO
(a) Temos que:
f(x)—x+2—(:c+2)>< —(m+2)x¥—i(—l)”(:ﬁ+2)"+l
S z+3 T+3 1+(x—|—2)_n:0 ’

Trata-se de uma série geométrica de razao R = z + 2 e a representacao é valida no intervalo:

lt+2/<le -l<z+2<le -3<z<-L

(b) Por integracao, encontramos:

T 42 2 (=" 2)"t2
/ +2, S (-1)" (= +2)
) t + 3 0 n -+ 2
@ 1 2 (=1)" 2)"+2
/ 1 i =y (=1)" (z+2)
=) t+ 3 0 n + 2
o0 +2
(-D" (z+2)"
r+2—-In(zx+3) = .
( ) nz:O n+2
Considerando na tltima igualdade = + 2 = —1/2, isto ¢, x = —5/2, encontramos:
&8 n n+2 oo
) 1 1
n(1/2) = -
- S S
e daf resulta:
o0

n=0

1

Z(n+2)-2” 2

1
= ——+1In2.



03 SERIE DE FOURIER Considere a fungao f : [-m,0] — R, definida por:

—m, se —w<zx<-—7/2

f(x) =

x, se —7m/2<xz<O.
(a) Esboce no intervalo [—2m, 27| o gréfico da extensdo impar 2m-periédica fj de f.
(b) Se F (z) ¢ a soma da série de Fourier da extensdo f, calcule o valor de F (7) + F (—7/2) .

(c) Calcule, no ponto z = /2, o erro |F (z) — S2 (z)], entre a soma F (x) da série de Fourier de f e a

soma parcial Sz (z) da série.

SOLUCAO

()

YV A
: 5 5 : T ; :
...... o < et <k i S s S 3 e S S g s T e o 9 4 RS TR G B = B
: : : /2 : :
o & - = . * & 5 =
L i3n2 i-m i-m2 2 ig 3n/2 " i0n .
.................. C\:"‘.‘
; . -m/2 :
.............................. .—1; C O R I
= : —7T
sinal inicial
extensao impar
--------------- extensdo impar 2n — periddica

(b) Observando o grafico acima e considerando que F (z) = & [f (zT) + f (z7)], encontramos:

F(m) + F (—n/2) = % [ — 7]+ % [~m— /2] = -




(c)

bn,

2N

3o 3|

Em se tratando da extensao impar, temos a,, = 0, Vn, e os coeficientes b,, sao dados por:

/2 ™
/ xsen (nx) dxr + /

0 w/2

w/2

0

sen (nm/2)
2

x sen (nx) dm]

sen (nzx) /2

2

x cos (nx) 7 cos (nx)

n n n

0 7r/2]

_w(=D)" | meos (nﬂ'/Q)} |

7 cos (nm/2)
2n

n n

A soma parcial Sz () vem dada por:

Sz (l’)

e no ponto = 7/2, temos:

Dessa forma, chegamos a:

ap + [a1 cos x + by sen x| + [ag cos (2x) + by sen (2x)]

by sen x + by sen (2x)

Sa (7/2) = bysen (w/2) + baysenm = by =2+ 2/m.

|F(/2) = Sz (7/2)] =

3T 2
= _9_Z
4 T

‘ o~ 0.281.




SERIES & EDO - PERiODO: 2023.1 TURNO: [ ]| MANHA [ ] TARDE

2° EXAME - SERIES DE POTENCIAS & SERIES DE FOURIER
[ ] BOCKER [ ] EVERALDO [ ] MILTON [ ] MPMATOS

GABARITO - PROVA F

01 INTERVALO DE CONVERGENCIA Certa fungao g (z) é definida pela regra

00 (3{[} _ 9)2n+7

g(z) =3 T

n=1

(a) Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série.
(b) Determine a natureza da série nas extremidades do intervalo de convergéncia.

(c) Calcule o valor da expressao g1 (3) + ¢©% (3).

Colocando a série na forma padrao, encontramos:

oo 7 2n+7
3" (x -3
g(x) = E (@ 9n) . ( centro: a = 3)
n .

n=1

n - 9"
(n+1)-9n+1

convergeéncia, sem considerar as extremidades, ¢ I = (0,6) .

O raio de convergéncia é R = y/1/L*, onde L* = lim [ ] =1/9. Logo, R = 3 e o intervalo de

Natureza da série nas extremidades do intervalo.

% 37. (=3)" T o 1
e Em 2z =0: n§1 —mon = (—314) ngl o (SERIE DIVERGENTE)
e Em z = 6: Z 3 ( ;n = (314) —. (SERIE DIVERGENTE)
n=1 n- n=1"M
37
c ando a série na forma padrao, vemos que ca,4+7 = —— €, portanto,
Olhand i f dra + o
n .
37-(2n +17)!
(27’L+7) 3) =
g (3) —gn
3.7 ()
e daf resulta g(”) (3) = 5 (95> = (13; . Considerando que 2n + 7 é um ntmero impar, deduzimos que
g (3) = 0 e, sendo assim:
(17)!

(17) (50) () — L= °)°



02 REPRESENTAGAO EM SERIE Considere a funcao f definida pela expressao

T —2

a3 T8

fz) =

(a) Represente f em série de poténcias de (z — 2) e determine onde tal representacao é valida.

(b) Usando a série encontada em (a), calcule o valor da soma

=
2 7 5

n=0

Temos que:

x—2 xr—2 T —2 1 ZOO (=1)" (z —2)" ™!
f(:L‘) = = = X 5 = 1
1 + :E5 o 5n

r+3 (r—2)+5 5

r—2

Trata-se de uma série geométrica de razao R = e a representacao ¢ vilida no intervalo:

T —2
5

‘<1<:>:B—2\<5<:>—3<x<7.

Por integracao, encontramos:

Tt—2 = (—1)" (z —2)"*?
——dt =
/2t+3 Z% (n+2)- 571 <

[l-asle - S5

n=0
t=x 00 n n+1
(=D)"(z -2
(t—5In |t + 3|) = &
o nZO (n+2)- 57+t
—245-In{—— | = .
e n<x+3> 7;) (n+2)-5nHl
Considerando na tltima igualdade x = 3, obtemos:
(="

145-In(5/6) :Zm.
n=0



03 SERIE DE FOURIER Considere a fungao f : [-m,0] — R, definida por:

m, se —m<x<-—m/2

f(x) =

—x, se —7w/2<xz<0.
(a) Esboce no intervalo [—2m, 27| o gréfico da extensdo par 2m-periddica fp de f.
(b) Se F (z) ¢ a soma da série de Fourier da extensdo fp, calcule o valor de F (—) + F (7/2).

(c) Calcule, no ponto z = /2, o erro |F (z) — S2 (z)], entre a soma F (x) da série de Fourier de f e a

soma parcial Sz (z) da série.

—2r  :-3n/2 = 3n/2  i2n *
: : —1t/2 —— sinal inicial
: ' extensao Epar
e . extensdo par 2n — periddica

Observando o grafico acima e considerando que F (z) = 3 [f (z*) + f (27)], encontramos:

F(—nm)+F(r/2) =7+ 3n/4="Tr/4.

(@0 Por se tratar da extensao par, a série de Fourier se reduz a uma série de cossenos, isto é, b, = 0, Vn.

w/2 ™
ag = 2 / a:dx—i—/ ndx| = 51
™ (Jo /2 4

Temos:



Para os coeficientes ay,, levamos em conta que cos (n7) = (—1)" e sen (n7) = 0 e, assim, encontramos:

[ rr/2 T
/ x cos (nx) dx + / 7 cos (nx) dm]
0 w/2

[wsen (nz) | cos (nx)r/2+ 2 [sen(m:)r

Q
3
Il
RN

5 —
n n 0 ™ n /2

[(7/2) sen (n/2) |, cos (n/2) ~ 1] . Fen (mT/Q)} |

n n2 n

A 3

Considerando sucessivamente n = 1 e n = 2, obtemos:

2 2 1
alz—[z—l}—2:—l—f e ag = ——.
L2

Dessa forma, chegamos a:

Sy (x) = % + (a1 cosx + by senz) + (az cos 2x + bg sen 2z) = ag + a1 cos T + az cos 2x

eem x = /2, temos:

)
Sy (m/2) = I‘FGICOS(?T/Q)—FCLQCOSW:%—QZ

Por fim, temos:

[ F(m/2) = S2(7/2)| =




SERIES & EDO - PERiODO: 2023.1 TURNO: [ ]| MANHA [ ] TARDE

2° EXAME - SERIES DE POTENCIAS & SERIES DE FOURIER
[ ] BOCKER [ ] EVERALDO [ ] MILTON [ ] MPMATOS

GABARITO - PROVA G

01 INTERVALO DE CONVERGENCIA Certa fungao g (z) é definida pela regra
o0 2n+7
(3z +12)
n=1

(a) Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série.

(b) Determine a natureza da série nas extremidades do intervalo de convergéncia.

(c) Calcule o valor da expressio g1 (—4) + g% (—4) .

SOLUGAO

(a) Colocando a série na forma padrao, encontramos:

g(x) _ o0 32n+7 i ($+4)2n+7 _ 0 37 . (x+4)2n+7
n - 92n n -9

n=1 n=1

( centro: a = —4)

1 -9n
O raio de convergéncia é R = y/1/L*, onde L* = lim [(n 1) gn+ x = 1

=1/9. Logo, R=3¢€o0
intervalo de convergéncia, sem considerar as extremidades, ¢ Ic = (=7, —1).

(b) Natureza da série nas extremidades do intervalo.

e Emz=-1. > —. (série divergente)
n=1 N

e Emax=-71 > (série divergente)
n=1 T

O intervalo méximo de convergéncia é, portanto, o intervalo (—7,—1).

37
(c) Notando que 2n + 7 é impar e olhando a série na forma padrao, vemos que ca,+7 = o
n .

e, portanto,

g®M (=4) =0, Vn, e

37 (2n+7)!
(@2n+7) 9y = 2 2P T 10
g (2) —on
e daf resulta:
37 x 17! (17)!
(17) (_4 (BO)(_y)y =2 21" - =
g (—4) + g0 () = o 0= L



02 REPRESENTAGAO EM SERIE Considere a funcao f definida pela expressao

L

(a) Represente f em série de poténcias de (z — 2) e determine onde tal representacao é valida.

(b) Usando a série encontada em (a), calcule o valor da soma:

(_1)n+1 .n- 27171

oo
>

n=1
SOLUCAO
(a) Temos que:
2 1 1 (=) (x = 2)"
f(x)=i13=1—$+3=1—@2>=1—z()5n(i1)
1+ == n=0

Trata-se de uma série geométrica de razao R = e a representacao é valida no intervalo:

lt-2|<be -hb<r—-2<be -3<a<T.

(b) Por derivagao termo a termo, encontramos:
1 (=)™ (-2

2
(x+3) —

e, considerando = = 4, obtemos:

e daf resulta:




03 SERIE DE FOURIER Considere a funcio f : [-m,0] — R, definida por: f (z) = 2?2 — 1.

(a) Esboce no intervalo [—4m, 47| o gréfico da extensdo par 2m-periddica fp de f.
(b) Se F (z) ¢ a soma da série de Fourier da extensdo fp, calcule o valor de F (—7) + F (7/2).

(c) Encontre a Série de Fourier da extensao referida em (a) e com o resultado calcule a soma:
0.9}
1

Pt

n=1

SOLUCAO

(a)

Lsaiwen

sinal inicial

extensdo par
--------------- extensdo par 27 — periddica

(b) Observando o grafico acima e considerando que F (z) = % [f (zT) + f (z7)], encontramos:

F(-m)+F(x/2) = (7* = 1) + (7?/4 — 1) = 57%/4 - 2.

(c) Em se tratando da extensao par, temos b, = 0 e, por simplicidade, no calculo dos coeficientes a,

usaremos [—, 7| como intervalo de integragao. Temos:

2 [T 27
ayg = / ($2—1)dx:i—2.
m™Jo 3
2 [T,
an, = — [2% cos (nz) — cos (nz)] d
™ Jo
~ 2 [aPsen(na)|"  2sen(nz)|"  2xcos(nz)|"] 2 sen(nz)|"  4(-1)"
o7 n? o non? | n? ol ™ n g n?




A série de Fourier de f é, portanto:

-1 = F(m) =

Logo,
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2° EXAME - SERIES DE POTENCIAS & SERIES DE FOURIER
[ ] BOCKER [ ] EVERALDO [ ] MILTON [ ] MPMATOS

GABARITO - PROVA H

01 INTERVALO DE CONVERGENCIA Certa func¢do g (x) ¢ definida pela regra

>\ (3z +9)*""
()= =12
g ; - 9%

(a) Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série.
(b) Determine a natureza da série nas extremidades do intervalo de convergéncia.

(c) Calcule o valor da expressio g1 (=3) + ¢g®% (=3).

SOLUCAO

(a) Colocando a série na forma padrao, encontramos:

g<$)zz V- 92n :Z N

n=1 n=1

( centro: a = —3)

1
= —. Logo, R = 3 e o intervalo de

9" /n > !

9rtl.\/n+1

convergéncia, sem considerar as extremidades, ¢ Ic = (—6,0).

O raio de convergéncia é R = y/1/L*, onde L* = lim <

(b) Natureza da série nas extremidades do intervalo.

e Emz=0 Y —. série divergente)
n=1 \/ﬁ
0o _310
e Emz=—-6: ) . série divergente)
n=1 \/ﬁ
35
c) Olhando a série na forma padrao, vemos que cgp15 = ——— € ¢, = 0, Vn. Portanto, g(2”) —-3) =
5= o
n .
0, Vn, e
N
e daf resulta:
35 x (17)! 35 x (17)!
g7 (=3) 4 g0 (-3 = 2Dt o 8D

\/6,96 \/6.37 ’



02 REPRESENTAGAO EM SERIE Considere a funcao f definida pela expressao

f(z:):%, x # 3.

(a) Represente f em série de poténcias de (z + 1) e determine onde tal representacao é valida.

(b) Usando a série encontada em (a) calcule a soma da série

o0 _171'
4n+2 :
n=1
SOLUCAO
(a) Temos que:
r+2 x—3+5 5
= = =1 - -
/(@) z—3  z-3 +—4—|—(3:+1)
5 (x+1)"
- 1_1 (z+1) 1_52 gnt1
1

Trata-se de uma série geométrica de razao R = e a representacao é valida no intervalo:

z+1l <4 -4d<z+l1<4e -5<z<3.

(b) Por derivacao termo a termo, encontramos:

m—i—l

(7=—5Z i h<a<3
e considerando x = —2, resulta:
o (—1)" 1 S (=1D)"n
Z 4n+1 100 Z gn+2
n=1 n=0

A operagao derivacao termo a termo nao altera o intervalo de convergéncia, de modo que a represen-

tagdo acima ¢é valida no intervalo —5 < x < 3.



03 SERIE DE FOURIER Considere a funcio f : [-m,0] — R, definida por: f (z) = 2?2 — 1.

(a) Esboce no intervalo [—47,47] o grafico da extensdo par 2m-periédica fp de f.
(b) Se F (z) ¢ a soma da série de Fourier da extensdo fp, calcule o valor de F (—7) + F (7/2) .

(c) Encontre a série de Fourier da extensao fp e com o resultado calcule o valor da soma:

o (1)
>
n=1
SOLUGAO
(a)
YV a

=
-
=
o
F

sinal inicial

extensdo par
--------------- extensdo par 2n — periddica

(b) Observando o grafico acima e considerando que F (z) = 1 [f (z*) + f (z7)], encontramos:

Fl=m)+F(r/2) = (v* = 1) + (”2—1> -2

(c) Em se tratando de uma funcao par, temos b, =0, Vn, e

2 (™, 272
= = 1) de =2 2,
w = 2 /0 (@ -1) do =2
2 [T 2 [T 9 [T
a, = - (1: — 1) cosnrdr = — - cosnrdr — — cosnx dr
™ Jo ™ Jo ™ J_n
2 [a®sen (nx) 2sen (nz)|"  2xcos(nx)|"] 2 sen(na)|”
oo n n? |, n? ol ™ no |,
2 2xcos (nx)]™ _ 4(-1)"
oo - oon?2



A série de Fourier da extensao é, portanto:

2 oo n
T (=1)" cosnx
14— 45 —_—
+ 3 + 2 2

Considerando x = 7, obtemos:

2 00 e ) ) 0o 2n+5 2
2 T 1 1 m (—1) T
71' () + o+ 321 2 n§:1: 26 > 2 6

n=1
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2° EXAME - SERIES DE POTENCIAS & SERIES DE FOURIER

[ | BOCKER [ | EVERALDO [ ]| MILTON [ ] MPMATOS

GABARITO - PROVA I

01 INTERVALO DE CONVERGENCIA Certa fungao g (z) é definida pela regra

10 = 2

n=1

(a) Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série.

(b) Determine a natureza da série nas extremidades do intervalo de convergéncia.

(c) Calcule o valor da expressio g” (—1) + g™ (=1) + g2 (=1).

SOLUCAO

(a) Colocando a série na forma padrao, encontramos:
[%S) (_1)n+1 2271—1 . (33 _ 4)271—1 _ i (_1)

g(@) =3 S 3

n=1

n+1 2n—1
-4
(z —4) ( centro: a =4)

2n+1 . n3
n=1

\/7 1 2n+1 . 7’L3
O raio de convergéncia ¢ R = /1/L*, onde L* = lim X
8 / [2n+2 S(n+1)>3 1

= 1/2. Logo,
R = /2 e o intervalo de convergéncia, sem considerar as extremidades, é Io = (4 — V2, 4+ \/5) .

(b) Natureza da série nas extremidades do intervalo.

o0 (_1)n+1 .
e Emz =14+ V2 nz::1 m (série abs. convergente)
e Emaz=4—-2: i ﬂ (série abs. convergente)

O intervalo médximo de convergéncia é, portanto, o intervalo compacto Inax = [4 — V2,4 + \/ﬂ .
(_1 n+1

(c) Olhando a série na forma padrao, vemos que cg,—1 = it 3 e ¢an = 0. Portanto, ¢g(" (4) =0, Vn,
n

e
(2n—-1) (4) o (_1)n+1 (27’L - 1)'
g = on+1 . 13
e daf resulta:
(-1’7 7



02 REPRESENTAGAO EM SERIE Considere a funcao f definida pela expressao

fa) =250 azs

(a) Represente f em série de poténcias de (z + 1) e determine onde tal representacao é valida.

(b) Usando a série encontada em (a), calcule o valor da soma

o (D"

SOLUCAO



03 SERIE DE FOURIER Considere a funcao f : R — R, 27-periddica, tal que:

20 — 3w, se w<az<3m/2
f(x)=10, se 37/2<x<57/2
2z — 5w, se Hw/2<x<3m

(a) Esboce o grafico de f no intervalo [—4,47].

(b) Calcule o valor de F (0) + F (37)

(c) Calcule, no ponto x = m, o erro |F (x) — Sa2 (x)|, entre a soma F (z) da série de Fourier de f e a soma

parcial Sy (z) da série.

SOLUGCAO

()

...................................................................................................................

sinal inicial
extensao 2n — periddica
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(b)

(c)




