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1. O Plano Complexo

Na construcao do conjunto dos nimeros reais, nos deparamos com algumas imperfeicoes de alguns
conjuntos numéricos, que serviram de ponto de partida para tal construcao. Por exemplo, o conjunto N
dos nimeros naturais nao contém os simétricos (inversos aditivos) de seus elementos; j& o conjunto Z, dos
nimeros inteiros, nao contém os inversos multiplicativos de seus membros. O conjunto Q, constituido
das fragoes p/q, p,q € Z, q # 0, ndo contém, por exemplo, o nimero real V2. A necessidade de se

estudar nimeros complexos ocorre no momento que desejamos resolver a equagao polinomial:

que nao possui solugao real. No século XVI, equagao desse tipo, despertou os estudiosos, pois todos
sabiam que ndo existiam nimeros como v/—1, cujo quadrado ¢ negativo. Estes niimeros existiam apenas
na imaginacao das pessoas. O conceito de nimero ao longo dos séculos, evoluiu de maneira progressiva:
o conjunto dos nimeros deixou de conter apenas os inteiros positivos e incluiu os nimeros negativos,
racionais, e irracionais. Jd no século XVIII, o conceito de nimero deu um passo maior quando o
matemadtico alemao Carl Friedrich Gauss estendeu o conjunto de nimeros reais, dando a denominagao
dos elementos de nimeros imagindrios ou nimeros complexos.

Introduziremos um estudo bdsico sobre os nimeros complexos e as funcées complexas. A definicao
de nimeros complexos pode ser apresentada de maneira geométrica, através de pontos no plano, ou

diretamente de forma algébrica.

1.1 Numeros Complexos

O conjunto dos pares ordenados (z,y) de nimeros reais, equipado das operagoes:
e Igualdade: (z,y)= (2/,9') se, e somente se, x =2’ e y = 1/;
e Adigao: (z,y)+ (¢,¢) = (= +2",y+v);
e Produto: (z,y)-(2,y) = (za' —yy,zy +2'y).
serd indicado por C. Do ponto de vista algébrico, o conjunto C se identifica com o plano cartesiano R?

e as seguintes relagoes bédsicas sao facilmente estabelecidas:
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(a) (z,y) = (2,0)+(0,y)
(b) (0,y) =(0,1) - (y,0).
(¢) (z,y) = (2,0)+(0,1) - (y,0).

O par z = (z,y), do conjunto C, recebe o nome de nimero complexo e o nimero complexo (0,y)
denomina-se ¢magindrio puro. Com o propésito de mergulhar o conjunto R dos niimeros reais no
conjunto C dos nimeros complexos, identificamos, de forma biunivoca, o nimero real £ com o nimero

complexo (z,0) e, neste contexto, temos R C C. Consequentemente,
y-(0,1) = (y,0)- (0,1) = (0,y)
e, se representarmos o imaginério puro (0, 1) por 4, teremos:
i =(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1,
onde identificamos o nimero complexo (—1,0) com o nimero real —1. Além disso,

(x,y) = (.%',0) + (07y> = ({12,0) + (07 1) ’ (y70)

e o nimero complexo z = (z,y) anotar-se-a z = = + iy, onde identificamos os nimeros reais = e y com

os niumeros complexos (z,0) e (y,0), respectivamente. Com esta notagao, as operagoes em C tornam-se:
e Igualdade: z +iy= a2’ +1iy se, e somente se, v =2’ e y = y/;
e Adigao: (x+iy)+ (' +iy)=x+2 +i(y+v)
e Produto: (z+iy) (' +v¢) =a2' —yy +i(xy +2'y).

1.1.1 Propriedades Algébricas

As operagoes algébricas definidas em C gozam das seguintes propriedades:

o zH+w=w+2z. (comutativa)
o z4+0=2 e z2z-1=2. (elemento neutro)
e z+(wHu) =C+w) +u e z-(wu)=(2w)-u. (associativa)
o z-(wHu)=z-w+z-u. (distributiva)
o z+4(—2)=0. (existéncia do simétrico)

e sez#0, existe w # 0 tal que z-w = 1. (existéncia do inverso multiplicativo)
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z=x+iy

(x,0) -

Figura 1.1: O plano complexo C.

Na Figura 1.1, ilustramos um ponto genérico z = x + 4y do plano complexo C.
Para construir o inverso multiplicativo do nimero complexo nao nulo z = x + iy, seja w = a + b,

tal que z - w = 1. Entao,
z-w = le(x+iy)-(a+ib)=140-4
& za—yb+i(zb+ya)=1+0-14

e daf resulta,

xa—yb=1 z?a —zyb =1
=

(1.1)
xb+ya =0 zyb + y2a = 0.

Resolvendo o sistema (1.1), encontramos:

_ z Yy
a_$2+y2 € b_$2+y2

. e 1
e o nimero complexo w, inverso multiplicativo de z e representado por —, vem dado por:
z

1 x . Y T —1y
—_ = —_— — 1 - .
z x2 + 92 x2 + y? x2 + 12

V4rias propriedades do conjunto R dos nimeros reais continuam véalidas no conjunto C dos nimeros

complexos, mas, existem algumas diferencas. Por exemplo, ndo podemos comparar dois nimeros com-
plexos, através de desigualdades. A existéncia do inverso multiplicatvo ja faz do plano C um conjunto
especial. Além desse, outro fato que faz de C um conjunto interessante, diz respeito & equacao e* = —1
que, embora nio tenha solucdo real, ela serd resolvida em C. Mesmo os conjuntos C e R? sendo iso-

morfos, como espacos vetoriais reais, o fato de podermos inverter qualquer nimero complexo nao nulo,



4 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

torna o conjunto C um corpo algébrico, o que nao ocorre com o espaco euclideano R2. Af estd uma boa
razao para se estudar nimeros complexos.

Associados ao nimero complexo z = z + iy, destacamos:

o |z[= 22 +y% (médulo de z)

e Re(z)==x (parte real de z)
e Im(z) =y. (parte imagindria de z)
o Z=2x—1y. (conjugado de z)

As seguintes relagoes sao consequéncias diretas das defini¢Ges e o leitor pode comprova-las, como

parte do processo de treinamento.

(a) |z] = 7| (b) |zP=2-% (¢) z4w=z+w d) zzw=z-w

(e) z==z2 (f) Re(z)=2i(z+7%) (g) Im(z)=£(z—72) (h) i_|,:|2’ 2#0
e, usando o processo de Inducao Finita, obtemos as seguintes relacoes mais gerais:

(i) =ntzmt zm=A1+R+Z+ - +2Z (J) 2tz 23 zn=71"%22"23 ... Zn.

Na Figura 1.2 ilustramos um ndmero complexo z, o conjugado Z, o simétrico —z, o inverso 1/z e o

complexo iz.

iz=-y+ix .
........... Z=)C+ly

X T

—z==Xx—1y Z=x—1y

Figura 1.2: Visao geométrica de z, z, iz, 1/z e —z.

1.1.2 Desigualdades & Identidades

No conjunto dos nimeros complexos nao podemos definir uma relagao de ordem, porém, como
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|z|, z € C, ¢ um nimero real, podemos comparar o médulo de dois nimeros complexos. A desigualdade
triangular, que é uma generalizacao da mesma desigualdade conhecida no conjunto dos nidmeros reais,
é bastante utilizada na anélise de fungoes complexas.

LEMA 1.1.1 (Desigualdade Triangular) Dados dois nimeros complexos z e w, entao:
|2+ w] < 2] + |w].
PROVA Da relacio |z|* = [Re(2)]? + [Im(2)]?, segue que Re(z) < |Re(z)| < |2| e, portanto:

lz4+w)? = (z+w) Z4+w) =P+ |wf+z0+7 w

= 2P+ |wP+z w+z-w=|z]* + |w|* + 2Re(z - W)

2 2 2
< 2T A wl + 2z |w] = (2] 4 [w])”,

de onde resulta que

|z +w| < |z| + |w|. | (1.2)

A seguinte generalizagdo da Desigualdade Triangular pode ser demonstrada pelo Método de Inducao

Finita: dados z1, 29, ..., 2, € C, entao

n
\zl+22—|—z3—|—---—|—zn\§2|zk|. (1.3)
k=1

LEMA 1.1.2 (Produtos Notdveis) Se z e w sdo nimeros complexos, entao:
(z+w)? =22422 w4+ w? e |z w|? = 2> £2Re (z - W) + |w|?. (1.4)
PROVA Usando as operagoes de soma e produto de nimeros complexos, temos

(zxw)® = (ztw) - Gtw)=z-z2+tz-wtw-z+w

= 22422-w+wk
2 _ _ .
Para a segunda parte, recordemos que |z|” = z-Z e 2Re (2) = z + Z e, sendo assim,

lz+w)? = (zxw) Zxw) =Ptz 0tz w+ |w]
= |2tz wtz w0+ ]|w?

= |2 +£2Re(z- @)+ jw*. N
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LEMA 1.1.3 (Fatoragao Polinomial I) Dado um nimero complezo w # 1, entdo

1_
ltwtrw?+wdquw =" =123 (1.5)

PROVA Se representarmos por S a soma do lado esquerdo de (1.5), teremos

1_
v m

S—wS=1-vw"e(l-w)S=1-w"& 5= .
1—w

LEMA 1.1.4 (Fatoragao Polinomial II) Se z e zp sao nimeros complexos e n é um nimero natural,
entao

(z—20) (2" 4+ 2" 20+ 2" 3 4+ + 22072 4 27N = 2" - A (1.6)
PROVA Segue diretamente das operagoes em C. |

CONSEQUENCIAS

A seguir apresentamos algumas consequéncias das propriedades e resultados estabelecidos. Re-

comendamos uma leitura cuidaddosa dos célculos para melhor compreensao da teoria.

2|

1. Usando as operagoes em C ¢ facil deduzir que |z - w| = |z| - |w| e que ’i) = o]’ w # 0. De fato,
w w

se z=x+1iy ew=a+ib, entdo z - w = ax — by + i (ay + bx) e, portanto:
|z - w|® = (az — by)* + (ay + bx)* = (a® +b?) (2 +¢?) = |2)% - |wl|?.

Por outro lado, se w # 0, temos:

’3‘_ 2wl _|z-w| _affw] 2]
AN U B 7/ U
Usando o processo indutivo, chegamos a:

|21+ 2023 ... 2| = |21| - |22| - |z3] - .. - |2l -

2. Dado um nimero complexo z, entdo |z —1| < |z+1| < Re(z) > 0. De fato, considerando

z = x + 1y, temos:

lz—1] < |z4+1lelz-1<|z+1P e (z-1)? < (z+1)?

& —2r<2r<0<zeRe(z)>0.
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3. Se a e b sdo numeros reais, temos que va? + b < |a| + |b| e, consequentemente:

12| = Re(2)? +Im (2)® = |2| = \/Re(z)2 +1Im (2)? < [Re(2)| + [Im (2)]. (1.7)
Por outro lado, usando a desigualdade 2ab < a? +b%, com a = |[Re (z)| e b = |Im (2)|, encontramos

(Re (2)] + [Im (2))* = [Re (2)|” +2|Re (2)| |Im ()| + [Im. (=)

< 2(|Re () + lm (2)?) = 22,

e daf resulta

[Re ()] + |im (2)] < V212 (L8)

Combinando (1.7) e (1.8), chegamos as desigualdades:

|2 < [Re(2)] + [Im (2)] < vV2]z]. (1.9)

4. Se z e w sdo nimeros complexos, entao
|z = |w]] < |z = w]. (1.10)
De fato, da Desigualdade Triangular, segue que

2l = |z —wtw| <[z —w|+|w]=|z] = w] <]z - wl

wl = |lw—z+z2 <|z—wl+[z] = |w] - |z < |z — vl
e combinando essas desigualdades, encontramos

—lz—wl <z = |w| <z —wl & ||z] = |w|] < |z —w].

5. Dados os nimeros complexos z1, 22 € z3, com |za| # |z3], temos que

a ol (1.11)
z2+ 23| = [|22] — ||
De fato, da desigualdade (1.10), segue que ||z2| — |—23|| < |22 + 23| €, portanto,
1 1 1 |21 S |21]

p— > .
[22] = |23l]  [lz2] = |=23|] = 22+ 23] = |[22] = |2s|| ~ |22 + 23]
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6. Sejam z e w nimeros complexos, com |z| < 1 e |w| < 1. Temos que
lz4+w| < |14+ w- 2] (1.12)

e ocorre a igualdade se, e somente se, |z| = 1 ou |w| = 1. De fato, sendo |z| <1 e |w| < 1, entao

|w]? (1 — ]2\2) <1—|z|* e, consequentemente, |z|> 4 |w|* < 1+ |z|* |w|?. Agora,

z4+w?® = [P+ |wP4z-wtzT<1I4 2P wf+Z wtz-@

= 1+z -wf
e daf resulta |z +w| < |1+ z - @|. Por fim, observamos que se |z| # 1, entdo:

ptwf = L4z e o+ o = 1 [

o o (1= wf) =1 wf & ] = 1.

ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 1.1)

1. Em cada caso, reduza a expressao a forma a + ib, a,b € R.
(@) 2—i)+(3+4i))  (b) (2+i)—i-(3+4) () (1+1i)-(2+2i) (d) (1—1i)"
() 1—4)-(V3+i)  (f) 2—i)-(2+1) (g) (1—-2i)-(3+2)"" (h)i™*

2. Repita o exercicio precedente com as expressoes:

241 1 330 — 19 5+5i 20
e (@) (o) 2 .
rmm Oy Wt OsTh i

(a) 5—s: (b)

3. Encontre niimeros reais x e y, tais que 3x + 2iy — iz + by = 7 + 5i.

4. Em cada caso, calcule o valor da expressao.

1+4
4+

(a) Re <21+1> (b) Tm <32++L) (c) Tm(1/22) (d) ' (e) |cos 0 + isen )] .

5. Se z e w sdo nimeros complexos e w # 0, comprove as seguintes propriedades:

(a) zHw=z4+w (b)z=2 (c)z-w=z-w (d) (z/w)=%z/w.

) ) A
6. Qual nimero real A faz com que o nimero complexo — seja:
— 14
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(a) Um ntumero real (b) Um imagindrio puro, isto é, com parte real nula.

que se z é uma raiz de P (z), o conjugado Z também o é.

Mostre que um nimero complexo z é real se, e somente se, z = Z.

\2 . ) L o
Se 2% = (%)%, mostre que o niimero complexo z ou é real ou é imaginario puro.

Dado z € C, mostre que |1 — z|* 4+ [1 + z|* = 2+ 2 |2|*.

. Por substituicdo direta, verifique que z = 1 + i satisfazem a equacio 22 — 2z +2 = 0.

. Se P (z) é um polindémio com coeficientes reais, mostre que P (Z) = P (z). Conclua a partir dai

. Se P (z) é um polinémio com coeficientes reais e P (3 + 2i) = 1 — 2, qual o valor de |P (3 — 27)|?

Use o Lema 1.1.3 e expresse o nimero complexo 1 + i +i2 + --- + 4™ na forma a + b, a,b € R.

Se |z| = |w| e Re z = Rew, mostre que z = w ou z = w.
Dados os niimeros complexos z e w, mostre que

Iz £ wzl? = |22 [1 +wl? £ 2 Re (w)

Dado um numero inteiro n, quantos valores distintos a expressao " 4+ ¢~ " assume?

. _ . zZ—1Z
Dado z um nimero complexo, com |z — iz| # 0, mostre que w = ——
Z—1z

¢ um numero real.

Se N ¢ um inteiro > 4, mostre que os possiveis valores de 1 +i +4% + .- +4i¥ sdo 1, 1 41, i ou

0, conforme o resto da divisdo de N por 4 seja 3, 2, 1 ou 0.
Dado um ntimero real \, mostre que 23 — iA% = (z +i)) (22 — iz — )\2)

Usando o Método de Indugao Finita, estabeleca a Férmula Binomial:

n n(n—1) , nn—1)...(n—k+1)
(1+2) —1+nz+Tz + ol

Ainda com o Método de Inducdo, estabeleca a Desigualdade Triangular:

|21+ 20 + -+ 2| < 21| + |22 + - + |2n] -

+oe 42",

n=1,23....
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1.2 Forma Exponencial (Polar)

Em Geometria Analitica, um ponto P no plano, de coordenadas retangulares (z,y), pode ser repre-
sentado por suas coordenadas polares. Dado z = x + iy um nimero complexo nao nulo, sejam r e 6 as

coordenadas polares do ponto P (z,y), isto é,

T:\/m:‘z| (] ezarctan(y/m)'

Entao

z=rcosf+i(rsenf), (1.13)

que ¢ a forma polar do nimero complexo z. Para representar o nimero complexo (1.13) sob a forma

exponencial, nos espelhamos nas séries reais e, formalmente, escrevemos

oo =N\ 212 :313 .4 n4 nn
0 (@0)" IRl R A i*0 "0
¥ = 2) eyl Sk Tl T T AL e i
n=
92 94 (_1>n 0271 93 95 (_1)71 02n+1
I T P Sl il - — + 2 ... 7
[ ST ™ TR }H[ 3R T T
= cosf +isenf.
Assim, € = cosf + isenf e a forma polar de z é, portanto:
z=re? =r(cosf+isenf), onde r=|z| el = arctan(y/x).

Um angulo 6, tal que tanf = y/z denomina-se um argumento de z e anota-se # € arg (z). E claro
que se 0y ¢ um argumento de z, entao, os angulos 0y + 2k7, k € Z, também sao argumentos de z, tendo
em vista que cos 6 e sen 6 sao fungoes periddicas, de periodo fundamental 2. O argumento principal de
z, denotado por Arg (z), é o argumento 6, tal que —7 < 6 < 7. E claro que se A € R, entdo Arg()\) =0
earg(\) ={0:0=2kn, ke Z}.

10

EXEMPLO 1.2.1 Das relagées € = cos@ + isenf e e = cosf — isenf, deduzimos que

1/ . 4 1 /. ,
cosf = = (ele + 6710> e senf = — (eza — e*w) )
2 21

EXEMPLO 1.2.2 Para expressar o nimero complexo z = —1 — i na forma polar, notamos que x = —1,

y=—1er=1+/2, de modo que arctan(y/z) = 7 /4. Como o0 ponto z = —1 —i estd no terceiro quadrante,
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a equagdo tanf =1 nos dd 6 = 57 /4 ou § = —3w /4. Assim, Arg(z) = —3n/4 e o argumento 5 /4 é tal

que b /4 = =3mw /4 + 27. A forma polar do nimero complexo z é, portanto:
2 = V2[cos (5r/4) +isen (5r/4)] ou V2[cos(—3m/4) +isen (—3m/4)] = 23T/,

EXEMPLO 1.2.3 Sew = —3+3i, entdo y/x = —1 e teremos arctan(y/z) = —n /4. Como w encontra-se

no sequndo quadrante, seque que = —/4+ m = 31 /4 e, desta forma:
w = 3v/2[cos (3m/4) + isen (31/4) ] = 3254,
Qualquer outro argumento de w é da forma 2kn+3n /4, k € Z, isto é, arg (w) = {0 = 2kn + 3w /4, k € Z} .

LEMA 1.2.4 Dados z = e’ e w = pe’? dois nimeros complexos nio nulos, entdo:

; 1 1 _. z T g
z=re ", Z.w:rpez(%-so), e N (2

woop wop

Além disso, z = w se, e somente se, r =p e 0 = o+ 2kmw, k € Z.

PROVA Considerando que z = r (cos @ +isenf) e w = p(cos ¢ + isen ), temos:

z = r(cosf —isend) =r[cos(—0) +isen(—0)] = re=0 o

z-w = rp[coshcosy —senbsenp + i(coshsenp + sen b cosy) ]|

= rplcos(0+ @) +isen (0 + )] = (rp) e!0+9),

Finalmente, '
z  z-w  rpelf—®) (60—
— = ’2 = e = (r/p) el0=#), [ |

Veremos na sequéncia a importancia do Lema 1.2.4 nos cdlculos e operagoes com nimeros complexos.

EXEMPLO 1.2.5 (Rotagao) Qual a acio geométrica da multiplicacio pelo mimero complezo e'¥?

Dado um nimero complexo z = re'?, temos que

€ .z =¥ . pell = rell0te)

de onde seque que o numero complero w = €' -z é tal que |w| = |z| e Arg(w) = ¢ + Arg(z2).
Geometricamente, o nimero w é determinado a partir do nidmero z por uma rotacdo anti-hordria de

um dngulo ¢, como sugere a Figura 1.3.



12 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

8V

Figura 1.3: Rotagao

LEMA 1.2.6 Se z e w sao dois nimeros complexos nao nulos, entdo:
acarg(z-w) S a=0+7y com [ecarg(z) ey € arg(w).

Em outras palavras:
arg (z - w) = arg (z) + arg (w) .

0

PROVA Sejam z = re? e w = pe'®, com 0 = Arg (z) e ¢ = Arg (w). Entéo:

2w = rpe’?*%)

e dado qualquer argumento « € arg (z - w), temos que a = +p+2km, isto é, a é a soma do argumento 6,
no conjunto arg (z), com o argumento ¢+ 2k, no conjunto arg (w). Por outro lado, qualquer argumento
¢ do conjunto arg (z) + arg (w) é da forma ¢ = (6 + 2n7) + (¢ + 2kn), isto é, p = (0 + @) +2(n+ k)7

¢ um argumento de z - w. |

EXEMPLO 1.2.7 Dos exemplos precedentes, vemos que 01 = bw/4 e 03 = 3w/4 sao argumentos de

z1=—1—1 e zo0 = =3 + 31, respectivamente, e 61 + 0o = 2w. Por outro lado,
Z1 k9 = (—1 —i)(—3+3’i) =6

e, portanto, Arg(zy - z2) = 0 # 01 + 0. Este exemplo nao viola o que estabelece o Lema 2.2.7, tendo
em vista que naquele Lema a igualdade arg (z - w) = arg(z) + arg (w) deve ser entendida como uma

igualdade entre conjuntos.
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COROLARIO 1.2.8 Se z # 0, entdo
Arg(i-z) = g +Arg(z) e Arg(l/z)=—Arg(z).
PROVA Considerando que 7/2 = Arg (i) e que Arg (z) = — Arg(z), resulta:

Arg (iz) = Arg (i) + Arg (2) = 1/2 + Arg () e Arg(1/2) = Arg (2/ |z|2) — _Arg(z). ®

1.2.1 Férmula de De Moivre

Para generalizar o Lema 1.2.4, deixe-nos considerar n nimeros complexos
2z =1k (cosOy +isenfy), k=1,2,3,...,n

e comprovemos por indugao a seguinte relagao:

sz:(rl-rg-...-rn)[cos(el+92+...+0n)+z'sen(01+92+...+9n)]. (1.14)
k=1

No caso n = 2, a relagdo (1.14) é precisamente o Lema 1.2.4. Supondo a férmula védlida para n > 2,

mostremos que ela continua védlida ao substituirmos n por n + 1. De fato, temos pelo Lema 1.2.4:

n+1 n
i(014+62+...4+0n 17
sz = sz -zn+1:[(7”1-7’2-...'7*”)-ez(1+2Jr + )}-(rnﬂ-ez’l“)
k=1 k=1
i(01+02+...4+0,+6,
= (TI'TQ'---'Tn'Tn+1)‘€Z( 1+02+4...+0n+ +1)

e com isso comprovamos a relacdo (1.14) para qualquer nimero natural n. Considerando em (1.14)

2 =€ k=1,2,3,...n, chegamos & Férmula de De Moivre:

‘ (cos @ +isen )" = cos(nb) + isen(nd), n=1,2,3,... ‘ (1.15)

EXEMPLO 1.2.9 Calculemos o valor de (1 +1)®. Temos que Arg (1 + i) = 7/4 e, portanto:
(1414)% = [V2(cosm/4 + isenn/4)]® = 16 (cos 2 + i sen 27) = 16.
EXEMPLO 1.2.10 Ainda com a Férmula de De Moivre, vamos calcular o valor de (1 — i)ﬁ. Temos:

(1 —14)® = 8[cos (—m/4) 4 isen (—m/4)]|® = §[ cos (—37/2) + isen (—37/2) ] = 8i.
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ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 1.2)
1. A partir do resultado da operagao (2 + i) - (3 + i), deduza a identidade:

Z = arctan (1/2) + arctan (1/3).

2. Repita o exercicio precedente com a expressio (5 — i)* - (1 4 4) para chegar & identidade:
% = 4arctan (1/5) — arctan (1/239) .

3. Calcule o valor da expressao Arg (z) + Arg (w), sendo z =2 —2i e w = (V3 — i)6.

4. Determine o argumento principal dos seguintes nimeros complexos:
=2
14iv3

, represente no plano C os nimeros complexos z, z +w, z —w e W.

(a)z=3 (b)z2=2-2i (c)z=1—4V/3 (d)z=—-4i (e)z (f) z = (v3 —i)S.

5. Se z = 2i e w = 3&'™/3

6. Usando a forma polar, deduza que:
51

(a) i(1 —iv3)(V3+1i) =2+ 2iV3 (b) 5 =142 (c)(=14i)" =—-8(1+1)

7. Use a Férmula de De Moivre
(cosB + isen )" = cos (nd) + isen (nh)
e comprove as seguintes relacoes trigonométricas:

(a) cos(260) = cos?H —sen?f e sen(20) = 2senfcosb.

(b) cos (30) = cos®0 — 3cosfsen?d e sen(36) = 3cos?fsend — sen 0.

1—/3i

9. Em cada caso, reduza os nimeros z e w a forma polar e encontre as formas polares de z-w e z/w.

N\ 10
8. Calcule o valor de <1 + \/§Z> .

(a) z=V3+3i,w=3(3-iV3) () z=1+i,w=v3+i (¢c)z=1+4+2i, w=2+i.

10. Usando a forma polar, mostre que z = —/2 — iy/2 é raiz da equacao z* — (1 + 4i) 22 + 4i = 0.
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11. Se z - w # 0, mostre que Re (z - w) = |z||w| se, e somente se, argz — argw = 2nm, n € Z. Neste
caso, tem-se |z +w| = |z| + |w|.
12. Demonstre a identidade

1+Ztan9 26
— =V,
1 —idtan6

1.3 Poténcias & Raizes

Dados os nimeros complexos z = re' e w = pe’?, vimos que

Z W= rpei(eﬂ"),
e, considerando w = z, obtemos indutivamente:
2" =r"e™ n e NUu{0}.
Se definirmos 27" = (1/2)", teremos:
2= ()" = {(1/7‘)61’(79)}” = (1/7“)”6@%(79) = p el
Assim, 2" = r"e™? Vn € Z e, em particular, (¢?)" = ™, isto ¢,

(cos@ +isend)” = cos(nb) + isen(nd), Vn € Z.

As poténcias racionais de um nimero complexo z sao estabelecidas de forma natural:

p
Z”/qz(zl/q) , DP,qEZL, q#0,

onde z/? é o nimero complexo w, tal que w? = z. Temos as seguintes propriedades:

e Produto 2" -25=2"T5 r,scqQ.
ZT

e Quociente (i)r =—, r€Q, w#N0.
w

wr
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1.3.1 Raizes da Unidade

Uma raiz n-ésima (ou de ordem n) da unidade é qualquer nimero complexo z, tal que z™ = 1. Se

considerarmos z = re'?, teremos
=16 e =1 o " [cos(nf) + isen(nd)] = 1

e daf resulta que " =1 e nf = 2kw, k € Z. Logo,

2k 2k
z”zl@z:cos<nﬂ>+isen<nﬂ->, keZ,

e as n raizes distintas da equacao 2™ = 1 sao, portanto,
2k 2k »
2 = COS <7T) + isen <7T) = Zhm/m) -k =0,1,2,...,n— 1. (1.16)
n n

Se considerarmos wy, = cos (27/n) + isen (2w /n), teremos w) = 1 e as n raizes da equagao z" = 1 sao

s 2
precisamente 1, w,, w;, ...

’w'I’L

EXEMPLO 1.3.1 As raizes da equagdo 22 =1 sdo +1. No caso n = 3, resulta de (1.16) que as raizes

da equacdo 23 =1 sdo:

; 1
Z0:€O=1, 21261(271-/3):_5"_2

1—.

V3 i(4m/3) 1 V3
I T2 2

EXEMPLO 1.3.2 Vamos encontrar as quatro raizes da equacdo z* = 1.
SOLUCAO Neste caso, n = 4 e temos
=14 2= cos (23”) + isen (23”) k=0,1,2,3. (1.17)
Considerando sucessivamente k = 0,1,2,3 em (1.17), encontramos as raizes
zo=1, z1 =1, z0=—1, e 23 = —i.

Na Figura 1.4 ilustramos graficamente as rafzes de 22 =1, 23 =1 e z* = 1. Para n > 3, as n raizes

da equacao z"™ = 1 s@o vértices de um poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia de raio 1.
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Y4 YA Y4
Z2 = =1 =1
z=11 z:l,z:—%ii% z==l, z==%i

Figura 1.4: Raizes da unidade.

Em uma situagdo mais geral, dado um niimero complexo nao nulo w = p(cos ¢ + i sen ¢) temos que

2" = w<s r(cosnd +isennb) = p(cosp + isenp)
2k
& r=4{p e qu, k=0,....,n—1,
n

e as n rafzes distintas da equacao 2™ = 1 sao precisamente

2k 2%k
o= Up {COS <‘P+n7r> + isen (W)] . k=0,...,n—1. (1.18)

Se wy, = cos (2m/n)+isen (2m/n) e zp € uma solucao particular da equagao 2" = w, as n raizes complexas

da equacgao z" = w sao dadas por:
2
20, 20Wn, RQWy, .., 20W

OBSERVACAO 1.3.3 Embora o cdlculo de raizes utilizando a forma polar tenha cardter geral, o cdlculo
também pode ser feito utilizando a forma cartesiana. Por exemplo, para resolver a equacio z° = 2i,

escrevemos z = x + 1y, x,y € R, e obtemos

22 —92 =0
P =2er? -4 2yi=2=—-7-24is Y
20y = 2

e dai resulta y = 1/x e 2* =1, isto é, t = £1 ey = +1. Logo, z = £ (1 +1).

EXEMPLO 1.3.4 Vamos encontrar as raizes da equacio 2> = —T7 — 244.
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SOLUCAO Considerando z = x + iy, temos

2 _ .2
e -y = -7
2= T-24ie 2’y 4 2yi & Y (1.19)
2y = —24.
Resolvendo o sistema (1.19), encontramos x = £3 e y = —12/x. Assim, as raizes sdo z = £ (3 — 47) .

EXEMPLO 1.3.5 Neste exemplo vamos calcular o valor de ‘\3/ 7+ V15|, sendo V7 + V15 qualquer

raiz da equacio 2> =T+ i\/15.

SOLUCAO Sejaw = 7+1iv15, com Arg (w) = ¢. Temos que |w| = /49 + 15 = 8 e de (1.18) resulta
z= \3/7—|—i\/ﬁ<:>z3 =T+iV15 & 2 = VRPt2M/3 | =0 1,2.
Logo, |z| = V8 = 2.

EXEMPLO 1.3.6 Para encontrar as cinco raizes da equagdo z°

2k 2k
Zp = V32 [cos <7T+57T> + i sen <7T+57T>] , k=0,1,2,3,4,

= —32, notamos que:

isto é:

20 =25 2 =2eBT/5 4o =26 = —2 23 =275 ¢ gy =2eM7/5,

Os valores dessas raizes, indicados na Figura 1.5, estao igualmente espacados ao longo da circunfer-

éncia de centro na origem e raio R = 2 e constituem os vértices de um pentdgono regular.

n/5

aV

Figura 1.5: Raizes da equacio z° = —32.
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EXEMPLO 1.3.7 Resolver a equacio z%> = —15 — 8i.
SOLUCAO Temos que

r4iy = V=15-8ie (z+iy)? =—15—8i < x? —y® + 2ayi = —15 — &

e 22—y =-15 e 2ay=-8.
Resolvendo o sistema, encontramos = = +1 e y = F4. Assim, os valores de v/—15 — 8; = £ (1 — 4i).
EXEMPLO 1.3.8 Resolver a equacio quadrdtica az® + bz +c =0, sendo a # 0.

SOLUCAO Transpondo ¢ para o 2° membro e dividindo a equagdo por a, encontramos:

22 + gz — (1.20)
a a

Para completar o quadrado, adicionanmos (b/2a)? aos dois lados da equacio (1.20) e obtemos:

2 —c B < b)2_b2—4ac

b
2 b b _ ¢ o
“ az+ 4a2 a 4a? #t 2a 4a?

e, extraindo a raiz quadrada, resulta

b b2 — dac . ; —b+ Vb2 — 4dac
z+—=d+—— istoé, z= .
2a 2a 2a

EXEMPLO 1.3.9 Resolver a equacio quadrdtica 2% + (2 —3)z+5 —1i = 0.

SOLUCAO Considerando a =1, b=2i—3 e c=5—1, temos, do Exemplo 1.3.8, que as raizes sao:

8-2+/(2-3°-4(5—1) 3_2 4/ T5-8
z = = .
2 2

Ora, v/—15 — 8i = + (1 — 41¢) (veja o Exemplo 1.3.7) e, portanto, as raizes sao z; = 2 — 3i ou zo = 1 + 1.
EXEMPLO 1.3.10 Resolver a equagdo biquadrada z* — (14 44) 2% + 4i = 0.

SOLUGAO Efetuando o completamento do quadrado, vemos que a equacao é equivalente a

e daf resulta
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No Exemplo 1.3.7), encontramos v/—15 — 8i = & (1 — 4i) e, sendo assim,

isto é, z ==+1 ou z = +2+/i. Para concluir, observamos que Vi= :l:% (\/§ + z\/i) e obtemos as raizes

z=*lez==+(V2+iV2).
EXEMPLO 1.3.11 Vamos decompor o polinémio z* 4+ 1 em fatores quadrditicos com coeficientes reais.

SOLUCAO Iniciamos com a fatoragao A 4+1= (22 — 2) (z2 + i), que nao atende ao que se pede,

2:

tendo em vista que os coeficientes nao sao todos reais. Se w? = 4, entdo W —i e obtemos:

A4l = - (P4 = -w?) (P -0) = (- w) (z+w) (z — W) (2 + W)
= [E+w)(z+w)]-[(z - w) (z — )]
= [z2+(w+w)~z+|w|2}-[zQ—(w+E)-z+\w|2}

_ [z2+2Re(w)'z+|w|2} . [22—2Re(w)-z+|w\2]-

Para concluir, consideramos w = 72 + z@ e encontramos: z*+1= (22 +v2z + 1) . (z2 —V2z + 1) .

ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 1.3)

1. Encontre todos os niimeros complexos z, tais que 2=z
2. Encontre todos os valores inteiros de n para os quais (1 — \/§z) é um nimero real.

3. Determine os valores principais de:
(a) 20)' () (=) () 8% (d) (—vB+1)"" (o) (-1)*/

4. Se w é uma raiz n-ésima da unidade, w # 1, use a identidade (1.5) e mostre que
1+w+w? +wd 4+ +w ! =0.
Agora, calcule o valor da soma: S =1+ 2w + 3w? + 3w + - - + nw" L.

5. Demonstre a identidade:

Vz=+ [ 3 (2] + Re (2)) +isgn(Im 2) /3 (|z| — Re (2)) ] .
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10.

11.

Use esta identidade e resolva as equagoes:
(a) 22+ z2+1=i (b)22-32+3=i (c)22—-(5+i)z+8+i=0.

N

. Se N é um inteiro > 4, mostre que os possiveis valores de 1 + i +42+---+4¥ sdo 1, 1 +1, i ou

0, conforme o resto da divisao de N por 4 seja 3, 2, 1 ou 0.

. Se —m < 0 < 7, use a identidade (1.5) e estabelega as relagoes:

sen[(n+1/2) 6]

(8) 1+c080 +cos (20) + -+ cos (nd) =+ T I
(b) senf + sen (20) + - - - + sen (n@) _ %Cotg (9/2) _ COSQ[QZH-;;//;)) 0]

. Resolva em C as seguintes equagoes:

(a) 22=1-4V/3 (b)z*=-16 (c)z*—(1-2))22-1-i=0
(d) z7=—-1—1i (e) @) =—i (f)2—(1-d)z2=i

. Mostre que as raizes n-ésimas do nimero complexo z formam um poligono regular de n lados,

inscrito em uma circunferéncia de raio R = {/|z|.

Se 21, 22 e z3 sd0 as rafzes complexas da equacdo azz® + agz® + a1z + ag = 0, com ag # 0, mostre
que 21 + 29 + 23 = —ag/as e z1 - z2 - 23 = —ap/as. Generalizando, prova-se que a soma e o produto

das n raizes z1, 29, ..., 2z, da equacao polinomial

1

anZ" +an 12" 4+ --+a1z+a=0, a,#0,

sao, respectivamente:

an—1 (—1)” ag
G Gnp, .

Azt =

Se w é uma raiz da equacdo w? = \i, onde A é um nimero real nio nulo, imitando o que foi feito

no Exemplo 1.3.11, obtemos a fatoragao
22 = (22 +2Re(w) -z + \w[Q) . <z2 —2Re(w) -z + ]w\2> )

Decomponha z% + 9 em fatores quadraticos, com coeficientes reais.
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1.4 Topologia do Plano C

Nos préximos capitulos apresentaremos os conceitos de limite, derivada e integral para fungoes de
uma varidvel complexa z = x + iy, e é necessdrio apresentarmos os conceitos topoldgicos e terminologias
com relacao a determinados subconjuntos do plano complexo.

Fixemos um ponto zg = xg + iy no plano C e consideremos d > 0. A d-vizinhanca de centro zg e

raio ¢ é, por defini¢do, o subconjunto
Vs(z0) ={2 € C; |z — 2| < 0}

Considerando que a distancia de um ponto z = x + iy ao ponto zy é dada por

12 — 20| = V/(z — 20)2 + (y — 0)2,

vemos que os pontos que satisfazem a desigualdade |z — zg| < 4, s@o internos ao circulo de centro em 2z
e raio 0. Geometricamente, Vs(zp) ¢ um disco de centro zp e raio §, como indica a Figura 1.6. A linha

pontilhada indica que os pontos da circunferéncia nao fazem parte da vizinhanga.

Va
.......
< / Vs (z,)
iy o — 3
: EZ
L 0 2
>
Xo X

Figura 1.6: Vizinhanca de raio d.

Dado um subconjunto S C C, a posigao relativa do ponto zg em relagao a S é caracterizada por:

(a) Existe uma d-vizinhanca de 2z totalmente contida em S, isto é, existe um ¢ > 0, tal que Vs(z9) C S.

Neste caso, diremos que zg é ponto interior ao conjunto S.

(b) Existe uma é-vizinhanca de zo inteiramente contida no complementar' de S, isto é, existe § > 0,

tal que Vs(z9) C C\S. Neste caso, zp ¢ denominado ponto exterior ao conjunto S.

1O complementar de S, representado por C\S, é o conjunto dos niimeros complexos que nio pertencem a S.
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(c) Qualquer §-vizinhanga de zp contém algum ponto de S e algum ponto do complementar de S, isto
é, Vs(z0) NS # @ e Vs(z0) N (C\S) # @, V6 > 0. Este é o caso em que o ponto zq é dito ponto de

fronteira do conjunto S.

NOTAGAO O conjunto constituido de todos os pontos interiores ao conjunto S, serd representado por
int(S) enquanto, ext(S) indicard o conjunto de todos os pontos exteriores ao conjunto S. O conjunto
dos pontos de fronteira de S serd indicado por 8S. E claro que int(S) C S e que os subconjuntos , 95

e ext(S) sao dois a dois disjuntos (sem ponto em comum), isto €,
int(S)NosS =0, ext(S)NIS=2 e nt(S)Next(S)=2a.

DEFINICAO 1.4.1 Um subconjunto S C C denomina-se aberto quando S NOS = &, isto é, todos os
seus pontos sao pontos interiores. Neste caso, se zg é um ponto de S, existe uma d-vizinhanca de zgy

nteiramente contida em S.

DEFINIGCAO 1.4.2 Um subconjunto S C C denomina-se fechado quando 8S C S, ou seja, quando S

contém todos os seus pontos de fronteira.

EXEMPLO 1.4.3 Uma vizinhanca Vs em C é um conjunto aberto e conexo’. Um conjunto aberto e
conezxo recebe a denominagao de dominio. Seja S = Vs (z9) e mostremos que todo ponto z de S é um
ponto interior. Se considerarmos 0* = 0 — |z — zp|, entdo dado w € Vg« (2), temos pela Desigualdade
Triangular

|lw— 20| < |w—2z|+ |z — 20| <"+ |z — 20| =0,
e, portanto, w € S. Logo, Vs« (z) C S, mostrando que z € int (5).
EXEMPLO 1.4.4 Para mostrar que conjunto S = {z € C; Im(z) < 1} é um dominio, seja z =

a+1ib € S dado. Temos que b < 1, e para construir uma §-vizinhanca de z contida em S consideramos

d =min{|b|,1 — |b|}. Se w =z + iy € V5(2), entdo

ly =0l < V(e —a?+(y—b?2=|w—2 <9,

e, consequentemente,

y<ly|<ly—bl+b|<d+|b|<1=>weS.

2Um conjunto aberto A é conexo se quaisquer dois pontos em A podem ser ligados por uma poligonal inteiramente

contida em A.
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O seguinte resultado relaciona os conceitos de conjunto aberto e conjunto fechado e sua demonstracao

serad apresentada de forma breve e merece reflexao.
LEMA 1.4.5 Um subconjunto S é aberto se, e somente se, seu complementar C\S é fechado.

PROVA Suponhamos que S seja fechado e seja zp um ponto de C\S. Como 9S C S, segue que
2o ¢ 05 e, sendo assim, zg € int (C\S). Reciprocamente, se C\S é aberto e zy € 95, entao zy ¢ C\S,

tendo em vista que

88N (C\S) = 3S Nint (C\S) = @.

Logo, zg € S e, portanto, 05 C S, mostrando que S é fechado. |

EXEMPLO 1.4.6 O conjunto S = {z € C; Im(z) > 1} é fechado. Ressaltamos que sua fronteira 9S é

a reta Im (z) = 1 e estd inteiramente contida no conjunto S.

DEFINICAO 1.4.7 Um subconjunto S C C denomina-se limitado quando existir um raio R > 0, tal
que S C {z € C: |z| < R}, isto é,
|z| <R, Vzelb.

EXEMPLO 1.4.8 Qualquer disco Dp = {z € C : |z| < R} é um subconjunto fechado e limitado. A

fronteira do disco Dy é a circunferéncia
Yyr={2€C:|z| = R}.

Um subconjunto do plano C que é, ao mesmo tempo, limitado e fechado, recebe a denominacao de

"conjunto compacto”.

DEFINIGAO 1.4.9 Um ponto zg € C é um ponto de acumulagio de S quando toda vizinhanca de zg
contiver um ponto de S, distinto de zg. O conjunto dos pontos de acumulacdo de S serd indicado por

S’. Em simbolos

20 € S eV > 0, V5(Zo) N (S\{Zo}) %+ O,
EXEMPLO 1.4.10 Para deduzir que origem z =0 é o unico ponto de acumulag¢ao do conjunto

S ={i,i/2,i/3,...}
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observamos que 0 ¢ S, mas, dado um raio € > 0, se considerarmos n suficientemente grande teremos

li/n| < e e, portanto, i/n € VN S. Por outro lado, dado zy = xo + iyo # 0, zo ¢ S, se considerarmos

x
J = ’20‘, teremos Vs (z9) NS = @. Finalmente, se zyp = 1/ng e considerarmos 6 < 1/ng(ng+ 1),

teremos Vs (z0) NS = {z0}. Assim, S’ = {0}.
EXEMPLO 1.4.11 Observemos os subconjuntos

S1={z€C:0<|z| <1} e Sy={z€C:0<arg(z) <7/2e¢ |z| > 1},
ilustrados graficamente na Figura 1.7, onde observamos que

Si={zeC:|z|<1} e Sy={zcC:0<arg(z)<7/2 e |2z|>1}.

...........
----

.* e

. o

v

v

.
.
Lo
Teny

Figura 1.7: Conjuntos S7 e So do Exemplo 1.4.11

1.4.1 Convergéncia x Topologia

Por sequéncia de nimeros compleros entendemos uma funcgao
z:N—-C

que associa a cada nimero natural n um nimero complexo z (n) = z,, denominado n-ésimo termo ou
termo geral da sequéncia. Faremos referéncia ao termo geral z, como sendo a sequéncia z : n — zy,.

A cada sequéncia complexa (z,) corresponde um par de sequéncias reais (z,,yn), sendo x,, = Re (z,)
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e y, = Im(z,), de modo que as propriedades bdsicas estabelecidas para sequéncias reais sao herdadas

pelas sequéncias complexas. No Exercicio 8 a seguir, veremos que:
limz, =z < lim[Re(z,)] = Re(z) e lim[Im(z,)] =Im(z).

e a convergéncia da sequéncia complexa (z,) se reduz a convergéncia de duas sequéncias reais.
DEFINIGCAO 1.4.12 (Conceito de Limite) A sequéncia (z,) tem limite z ou converge para z, e

anota-se z = lim z,, ou 2z, — 2, quando a cada raio € > 0 corresponder um indice N € N, tal que:
zn € Ve(2), Y n>N.
Dito de outra forma, temos:
z=limz, < Ve>0, ANeN: |z, — 2| <e, Vn > N.

As propriedades béasicas de convergéncia, no caso complexo, decorrem das propriedades do limite no
caso real. Por exemplo, se z, — z e w, — w, entdo a sequéncia (z, + Aw,) converge para o nimero

complexo z + Aw, sendo A qualquer nimero complexo fixado. De fato, basta notar que:
Zn + Awy, = (2 + 1Y) + Ay + idvy) — (24 iy) + A (u+9v) = 2 + Aw.
As demais propriedades podem ser comprovadas de forma similar ao caso real. Temos:
(a) [0l = |21
(b) zpw, — 2w.
(c) zn/wp — z/w, w#0ew,#0, Vn.
PROPOSICAO 1.4.13 Com respeito a um subconjunto F' C C, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) F é fechado.

(b) Se (zn) é uma sequéncia de pontos de F, convergindo para z, entao z € F.

DEMONSTRACAO Para mostrar que (a) = (b), suponhamos que F' seja fechado e consideremos

uma sequéncia (z,) em F, com limz, = z. Se z nao fosse um ponto de F, entdo z estaria no com-

plementar C\F, que é aberto, e, portanto, existiria um raio ¢ > 0, tal que V. (z) C C\F. Desde que
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zn — z, a partir de certa ordem N temos que z, € V. (z) e isto contradiz o fato de z, € F, Vn. Por

outro lado, se F' nao fosse fechado, entao C\ F nao seria aberto e existiria um ponto z ¢ F', tal que

Vim(z)NF#@, Yn=1,23,...

e, escolhendo para cada n um numero complexo z, na intersegao Vi, N F, a sequéncia (zp,) assim

construida estaria em F' e convergiria para z, contradizendo a hipétese (b). W

ESCREVENDO PARA APRENDER

(Exercicios 1.4)

1. Esboce e classifique em Aberto (A) ou Fechado (F) os subconjuntos do plano complexo caracteri-

zados por:

(a) |[Rez| <2

(c) [z —4[> [7]

() Rez>0 e 1<|z—2i]<2
(g8) Re(1/2) < 1/2.

(i) Re (2?) > 0.

(b) Imz| >1

(d) 0 <arg(z) <3m/4, |z|>2
(f) 0<arg(z)<w/4, z#0
(h) Im (1/2) > 1/2

(3) Im (%) < 0.

2. Identifique as curvas do plano complexo descritas por:

(a) [z —2| = |2 — 34
(d) |z+ 1] =21z — i

3. Dado um ndmero real A, identifique o conjunto S ={z € C: \|z| =

(b)) |z—1+1i|=[3+1i— 2|
(e) Re(1l—2) = |z|

(c) lz—i|+]z+2[=3
(f) z=z20+7re?, 0< 0 <21

2—1J}.

4. Sejam R uma constante positiva e zg um nimero complexo fixado. Identifique o subconjunto do

plano complexo descrito pela equacdo |z|* + 2Re (220) + |20|*> = R2.

5. Por que o conjunto vazio @ é aberto? Por que ele é um conjunto fechado?

6. Mostre que a uniao e a intersecao de dois conjuntos abertos ¢ um conjunto aberto. O que se pode

dizer sobre a uniao e a intersecao de dois conjuntos fechados?

7. Dé exemplo de uma familia infinita {A,, n € N} de conjuntos abertos do plano C, cuja intersegao
o

m A, nao é um conjunto aberto.

n=1
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8. Mostre que limz, = z se, e somente se, lim[Re(z,)] = Re(z) e lim[Im (z,)] = Im(z). Em

particular, se a sequéncia (z,) é constante, digamos, z, = z, V n, entao lim z, = z.

9. Com base no Exercicio precedente, calcule os limites:

(a) lim (” 1t Z”) (b) lim (H:th”> |

n—+1

10. Mostre que lim|z,| = 0 se, e somente se, limz,, = 0. Dé exemplo de uma sequéncia divergente

(zn), com (|z,|) convergente.

11. Se |z| < 1, mostre que lim (2") = 0.

RESPOSTAS & SUGESTOES

1.1 NUMEROS COMPLEXOS

1. Das operacoes com nuimeros complexos, resulta:

(a) (2—1i)+ (3+4i) =5+ 3.
(b) (2+4i)—i(3+4i)=2+i—3i+4=6—2i.
(c) (1+1)-(242i) =0+ 4i = 4.

() (1-9)2= [(1 - 1)2}6 = (—2i)% = 64i.

(e) (1—14)(V3+i)=1+V3+(1—3)i.
—1)-(24+1) =27 —1" = 0.
(f) 2-1d) - 2+i)=2°-?=5
. - 1—2i  (1—24)-(3—2i0) 1 8 .
1-2)(3+2i) ' = = - 2
(&) 1=20)B+20) " =37 13 13 13"
(h) i =iM.i1=1=4
2. Usando a relagao
i_z-ﬁ
w o fwl?
encontramos:
2 4 6 .
@ 55 =1t
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241 1 8 .

b -2
e S TR
1 ]
c) —— =-—.
© G
(d) Considerando que i3° = —1 e il = —i, obtemos:*
3Z'30 _ Z'19
ER
2i— 1 T
5+ 51 20
=3
© 3—utsra '

3. Os nidmeros x e y formam a solugao do sistema

3r+by="17

—r+2y=5

istoé, xr=—-1ley=2.

4. Dado um nimero compexo z = x + 1y, recordemos que

Re(z) =2, Im(z)=p, [|=vVEZ+g o |re]=r
1 2—1
(a)z:2+i: 5Z:>Re(z):2/5.
240 (244)-(3—4i) 10— 5
(®) == 3775 25 35 m) =1/
(c) Se z =z + iy, entao:
1 2 272 . 2 .2 ) - 2 I
ﬁ:x Y fyz:m 4y B xiﬂ:>1m(1/z2):— Re(z)4m(z).
z (22 4+ y?) 24| |24 B
@ |14 _ it VT
A4 | |4+d VT

(e) |cos® +isenf| = Vcos? 0 + sen? 6 = 1.

5. Como ilustracao, faremos os itens (c) e (d). Se z = a +ib e w = ¢ + id, entao:

(c) z-w=(ac—bd) —i(ad+bc) e Z-w=(a—ib)-(c—id)= (ac—bd)—i(ad+ bc).

’De forma geral, temos: i" = (—1)*, se n = 2k, e i" = (—1)F -4, se n = 2k + 1.
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10.

11.

12.

13.

(d) Primeiro, mostremos que 1/w = (1/w). De fato, notando que 1/w = w/ |w|* e 1/w = w/ |w|?,

temos:

1w = w2 = w’2 :<w):(1/w).

]

Agora, temos:

(2) < 1) _ (1) 1z

— — A =7 — =7 -— = —.

w w w woow
24 \i 2—-A 24X

.Sez:#,en‘céoRe(z): 5 eIm(z):—%. Sendo assim, z é real se A\ = —2 e serd
—1

imagindrio puro quando A = 2.

Use as propriedades da conjugacao dadas no Exercicio 5 da Secao 1.1.

. Se z =3+ 2i, entdo P (3 —2i) = P(z) = P(z) = 1+ 2i. Logo, |P (3 —2i)| = |1 + 2i| = /5.

. Primeiro observamos que z = a + ib ¢ um ndimero real se, e somente se, Im (z) = 0, isto ¢, b = 0.

Ora,

z=z<a+itb=a—-1b&=2ib=0<b=0.

2 2

Considerando z = z + 4y, temos que z? = 22 — y? + 2xyi e 22 = 22 — 3% — 22yi. Assim,

2 =72 o 2? —y? 4+ 2eyi = 2? — % — 2zyi < 2zy = 0.

Ora, 2zy = 0 se, e s6 se, z = 0 (neste caso, z é imaginério puro) ou y = 0 (neste caso, z é real).
|2

Das propriedades algébricas em C e lembrando que z - Z = |z|”, temos:

I1— 2+ 1+ 2

1-2)-01=-2)+(1+2)-(14+2)

= 1—z2—-Z+z-Z+14+2+2+2-2=2+2]z.

Considerando n = 179 e z = ¢, temos:

. .2\ 90
1+i+z‘2+z‘3+--~+i179:1_Z180:1_(Z) et
1—i 1—i 1—i

0.

Se z =a+1ib e w = c+ id, as igualdades |z| = |w| e Re(z) = Re (w) nos conduz ao sistema:
a? +y? =a? +b°
r=a

de onde deduzimos que y = £b. Logo, z = a + ib.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Utilizando os Produtos Notéveis (Lema 1.1.2), obtemos:

lz+w-z)? = \z|2j:2Re(E-%)+\zw|2:|z]2i2Re(|z|2-@)+]z\2|w]2

= |22 £2|2PRe @) + |2? |w]* = |2 [1 + 2Re (w) + |w|2} .

Um célculo direto nos conduz a:

i — i’ 41 (=Dt 41 0, sen éimpar
2/ (=1)*, sen=2k, kelZ

" "
Logo, os possiveis valores assumidos por " + ¢~ " sao: 0 e £2.

Sabemos do Exercicio 10 da Segao 1.1 que w é real se, e somente se, w = w. Temos:

_ Z—iz Z+iz  i(—iZ+2)
w = — = — = - S = w
zZ—1z 2z+iz i(—iz+3%)

Tendo em vista que |A| < 1, entdo |A|? (1 - \z|2> <1—|z|? e, sendo assim, obtemos:
24+ A < |14+ Xz & 24+ A2 < |1+5\z|2
& P+ AP F A2+ A2 <1+ AP 2P+ Az + Az
s AP (1 - |z|2> <1- 2.
Por fim, observamos que

lz4+ A = ’1+5\z’<:>\z+)\|2:|1+5\z|2
o 2P+ +rz+ A2 =1+ APz + Az + Az
& P (1-P) S1-PP e o] = 1.

Efetue a operacao do lado direito para concluir.

31

Os possiveis valores de N sao 4k, 4k + 1, 4k + 2 e 4k + 3 k € N, conforme o resto da divisao de

N por 4 seja 0, 1, 2 ou 3. Use o Exercicio 1.3.4 da Segao 1.1 para concluir. Por exemplo, se o

resto da divisao é 2, entao N = 4k + 2 e encontramos:

TR T T () R
Tdidti2a gV = = -
Fr4+1"+ -+ = = 13

2 214 2(1+4=1

1—i (1—14)(1+4) 2




32 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

20. Com a notacao binomial, devemos mostrar que:

n+1
1
(142)" = Z (n;: >Zn—k+1'

k=0

Admitindo a sentenca vélida pra n > 1, temos:

(1+2)"" = 1+2)(1+2)"=(1+2) Z <Z> n—k
k=0

_ . n n—Fk - n n—k+1
CEQe SO
k=0

Por outro lado,

) - e S ) Qe
k k—1 k
k=0 1
zn—f—l + i <n> Zn—k-l—l]
k
k=1
= 2 @ T kZO <Z> S = ()

Jj=0

+

21. Admitindo a sentenca véalida para n > 1, temos:

|21+ 20+ + 20+ 2041 < |z + 224+ 20| + 204

A

<z Azl 4+ 2] + |zl

1.2 FORMA POLAR
1. Se 01 = Arg (2 +1) e 02 = Arg (3 + i), entdo 0, = arctan (1/2) e 62 = arctan (1/3) e teremos:
arg [(2+1) - (3+1)] = 601 + 6.
Por outro lado, (24 1) - (3+14) =5+ 5¢ e, portanto,
w/4d=arg[(2+1) - (3+14)] =01 + 0.
2. Se 6 = Arg (5 — i), entdo 40 = Arg (5 — i)* e arctan = —1/5 e teremos:

arg [(5 —i)t 1+ z)] = 4arctan (—1/5) + = /4.
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Para concluir, use (5 —i)* - (1 + i) = 956 — 4i e, portanto:

arg [(5—0)* - (14 ’L)] = arctan (—4/956) = — arctan (1/239) .

3. Temos

6
Arg(2—2i)=—-m/4 e Arg <\/§_ z) =6Arg (\/5 - Z) = —.
Logo, Arg (2 — 2i) + Arg (V3 — i)6 = —bm/4.
4. Expresse o nimero complexo sob a forma z = re, para descobrir o argumento.
(a) 0 (b) —7/4 (c) —7/3 (d) —7/2 (e) b7/6 (f) —m.

5. Veja a ilustracao na Figura 1.8.

Fz+w

...............................

..............................

Figura 1.8:

6. Como ilustragao faremos os itens (b) e (c).

(b) Se ¢ = Arg (2 + 1), entdo 2 + i = /5e'¥ e, portanto:

Y}
241

— 5 el = V5sen o + V5 cos .

Como tgp = 1/2, segue que senp = 1/y/5 e cosp = 2/4/5 e obtemos o resultado.

33
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(c) Temos que

x; (P _
2= l4i=V2eTis = (VR) = 8va m )

3m

= 8V2e 4" =8V2(cos(3m/4) —isen (3m/4)) = -8 (1 +1).
7. Considere na Férmula de De Moivre n = 2 e n = 3 para chegar aos resultados.

(a) No caso n = 2, temos:

(cosf +isenf)® = cos(26) + isen (20) < cos® 0 — sen? @ + 2isen 6 cos § = cos (20) + i sen (26)

& cos(20) = cos?f —sen?f e sen(20) = 2sen b cos .

(b) No caso n = 3, proceda de forma similar!

8. Considerando que 1+ /3i = 2¢*/3 encontramos z = %(—1 +v/3).

9. (a) Na forma exponencial, temos z = 21/3¢™/3 ¢ w = +/3e7""/3, de modo que:

(27r/3+2k7r)i'

z-w =06k e z/w=2e

—i3m/4

10. Temos que z = 2e e substituindo na equacao, encontramos:

A (144022 + 4 = 16 €™ — (14 44) 42 + 44

= —16— (14 44) (—4i) + 4i = 0.

11. Se fizermos z = re®

e w = z = pe'¥, teremos:
z-w=rpeP=%) = rplcos (0 — ) +isen (6 — )]

e, consequentemente,

Re (zw) = rpcos (0 — ¢) = |z| |w|cos (0 — ¢) .
Da 1ltima relagao, resulta:
Re(z-w) = |z| |lw| & cos (0 —¢) =1 < 0 — ¢ = 2km.

Neste caso, temos:

1z 4+ w| = |re? + pe’@+2 )| — (1 4 p) = |2] + |w].
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12. Usando identidades trigonométricas, obtemos:

1+ itan6 1 —tan?6 + 2itané
& = an” 0 + 2 tan = cos® 0 — sen® 6 + 2i sen 6 cos 0
1—itané sec? @

= cos(26) + isen (20) = %,

1.3 POTENCIS & RAIZES.

1. Considerando z = x + iy, x,y € R, temos:

3 —3xy’ =2
20 =Z& (1.21)
Y’ =32’y =y
Considerando que o sistema do lado direito de (1.21) nao tem solugao (real), no caso em que = # 0
e y # 0, obtemos:
r=0=y=0 ou y==1
y=0=2x=0 ou x==+l1.

Assim, as solcoes de 22 =Zsdo: 2=0, 2 =41 e z = +i.
2. Temos que
n . n
(1 - Z\/§> = (2 67”/3) = 2" [cos (n7/3) — isen (n7/3)]
e (1 — z\/g)n serd um numero real quando sen (n7/3) = 0, isto é, n for multiplo inteiro de 3.

3. Recordemos que w = zP/4 se, e somente se, 2P = w?.

(a) 22 =2i< z=V2[cos (kr + 5) +isen (kr + 5)] = £ (1 41).

2km — /2 2km —m/2
(b) 23——i<:>z—cos<7r37r/>+isen<7T37T/>{:>z—i ou z=3(£V3—1).

(c) 26:8<:>z:\/§[cos<]zr)+isen(k;)], k=0,1,2,3,4,5. Logo:
z=+V2 ou z:%(—lii\/@ ou z=%(1:|:ix/§>.

(d) z=(—V3+ i)3/2 & 22 =(—V3+ i)3 = (2ei57r/6)3 = 8¢'™/2. As raizes sdo: z = +2 (1 +1).

4

(e) A equagio z = (—1)** ¢ equivalente a z* = —1, cujas rafzes sio: z = i? (1+9).
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4. Considerando que w™ = 1, por ser w uma raiz da unidade, e w # 1, obtemos

1—
l+wtw?+uwd+ - Fu" =" =

Para calclular o valor da soma S = 1 + 2w + 3w? + 4w? + - - - + nw"™ !, observamos que:

1 n

S—wS=1+w+w 4w+ -+ ' —nuw"=-n

—-Nn

e daf resulta S = .
1—w

5. Mostrar que \/w = +£ é equivalente a mostar que w = £2. Se fizermos

= /3 Jul + Re(w) + isgn (1 2) /3 (1] - Re(w) |

teremos
& = §(lw[+Re(w)) - 3 (lw] - Re (w)) £ isgn (Im (w)) y/|w]* — Re (w)?
= Re(w) £ isgn (Im (w)) \/Im (w)? = Re (w) + i Im (w) = w.
(a) Temos
Pirztl=ie (z+)’=3ticz+l=vu, w=-3+i
Logo,
1 1 . 1 _ 1
z+5=% [\/2 (Jlw] + Re (w)) + isgn (Im z) \/5 (|lw| — Re (w)) —:t(§+z)
Assim, as rafzes da equacdo 22 + z + 1 = i sdo precisamente z = —% + (% + i), isto é, z =14
ouz=-—1—1.

6. Os possiveis valores de N sao 4k, 4k +1, 4k+2 e 4k+ 3 k € N, conforme o resto da divisdo de N
por 4 seja 0, 1, 2 ou 3. Use o Exemplo 1.3.4 da Secao 1.1 para concluir. Por exemplo, se o resto

da divisao é 2, entao N = 4k + 2 e encontramos:

TR T T () R
Tdidti2a gV = = -
+r 4174+ T = 13
2 2(14:¢ 2(1+41
1—i (1—14)(1+4) 2
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7. Como ilustracao, faremos a parte (a). Usando a identidade

1— Zn—f—l

1+z—|—z2+z3+~-—|—z”—ﬁ, z#1,

0

com z =€, —w <0 <, 0+#0, encontramos

Lt it 4 i20 | i3 4 .y gin _ 1—(:os(n—i-1)0—1'.sen(n—i-1)97
(1 —cosf) —isenf

de onde resulta:

37

L 4 cos0 4+ cos20 4+ -+ cosnf = 1_1_cos(n—|—1)6-cosﬁ—|—sen(n+1)9-sen0—cos(n+1)9
2 2 (1 — cos®)

B l_i_cosne—cos(n—i—l)ﬁ_l sen (n+1/2) 0 -sen (6/2)

2 2 (1 —cosb) 2 1—cos® '

y—x

x
onde usamos a identidade cosx — cosy = 2sen <—2|—y sen <

>. Para concluir a parte (a),

use a identidade 1 — cos@ = 2sen? (#/2). A identidade (b) é deduzida de forma similar, igualando

as partes imagindrias.
. No caso das equacoes biquadradas, podemos proceder como no Exemplo 1.3.10.

(a) Considerando z = 7€' temos:

— 2k — 2k
zzzl—i\/gﬁz:ﬁ[cos<ﬁ/32+ﬂ>+isen<W)], k=0, 1,

isto é, Z:iT (\/g—z).
(b) Asrafzes sio: V2+ivV2 e —V2+iV2.

(c) Efetuando o completamento do quadrado, chegamos a:

s 1N\ 1, . .
z —5—1—@ :Z@)z =1—4¢ ou z°“=—1.

As raizes sao, portanto: j:? F z? e V/2[£cos(m/8) Fsen (n/8)].
(d) Considerando que |—1 —i| = v/2 e Arg(—1 —14) = —37/4, temos:

= —l—ie =2 e B/

e as raizes sao dadas por:

2k = 2l/14 [cos <—37r/47—1—2k‘7r> + i sen (W)} , k=0,1,2,...,6.
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3 3

(e) Temos que z° = —i se, e somente se, 2° = i e as raizes desta iltima equagao sdo:

2 = [cos (/6 + 2km) + isen (w/6 + 2km)], k=0,1,2.
(f) A equagao ¢ equivalente a (22 — 1) (z2 + z) =(0eas4raizessao: z=Z*louz= :l:% (ﬂ - z\@) .

0 .~

. As n raizes complexas de z = re'” sdo

0+ 2k 0+ 2k
zk—{l/?[cos<+n7r>+zsen<+nﬂ>], k=0,1,2,...n—1,

e como |zx| = {/r, segue que as n rafzes zj estdo igualmente espagadas ao longo da circunferéncia
de centro na origem e raio {/r. Ressaltamos que arg (zx) — arg (zx—1) = 27/n e o comprimento do

arco entre essas rafzes ¢ s = 27 {/r /n.
Temos que a3 (z — 21) (2 — 22) (2 — 23) = 0 e efetuando diretamente o célculo, chegamos a:

0 = az(z—21)(z—22) (2 — 23)

= a3 [23 — (21 + 20+ 23) 22 + (2120 + 2123 + 2223) 2 — 212’22’3} =0.

Daf resulta que:

—as (Zl + 22 + 23) =a2 € —as (212223) = ag.

z4+9:(z2+\@z+3)-(z2—\/62+3).

1.4.

TOPOLOGIA DO PLANO C

. Podemos olhar a descricao do conjunto em coordenadas cartesiana, considerando z = x + iy.

yﬂ

Re(2)]| <2< |z] <2 (A)

.........................

Im(z)| >1< |y >1 (A)
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........................

z—4|<zZe|z)<2 (F)

.........................

Re(z) >0, 1<|z—2i| <2 (A)

........................

...........................

.........................

.....................

.........................

..........................

.........................

........................
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yh
@ : i3

.........................

Re(z2)20<:):c22y2 (F) Im(z3)<0<:>3:c2y—y3<0 (A)

2. Em alguns casos, podemos considerar z = = + iy e olhar a equacao na forma cartesiana.

(a) |z —2|=]z—3i| <4z —6y+5=0. (Reta)
(b) |z—1+4+i=34+i—z| <4 +4y+5=0. (Reta)
(c) [z—i|+|z+2]=3. (Elipse com Focos: 21 =i e 29 = —2)
(d) |z+1]=2|z—1]. (Circunferéncia de centro 29 = 1 + 2i e raio R = /7)
(e) Re(l—2)=|z| &1 -2z =12 (Pardbola com Foco: zg = —i/2)
(f) z2=20+re? & |z — 2| =1 (Circunferéncia de centro zg e raio r)

3. Se z = x + 1y, a equagao se reduz a:
(NM-1)(z®+y*) +22 =1

e Se A =0, o conjunto se reduz ao ponto z = 1.

Se A =1, o conjunto se reduz ao ponto z = 1/2.
e Se A = —1, o conjunto é vazio.
e Nos demais casos, o conjunto € a circunferéncia

(z—a)?+y>=1+d% a= ()\2—1)71.

4. Considerando z = z + iy, 2o = @0 + iyo e passando a equacio |z|> + 2 Re (229) + |20|> = R? para

coordenadas cartesianas, encontramos
(x + a:o)2 + (y+ yo)2 = R?,

que representa uma circunferéncia de centro zg e raio R.
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5.

10.

O plano C é o complementar do conjunto vazio. Considerando que o plano C é, ao mesmo tempo,

um conjunto aberto e também fechado, deduzimos que o conjunto vazio @ é aberto e fechado!

Sejam Sy e S dois subconjuntos do plano C e sejam A = S1 NSy e B =51 US,.

(i) Se S7 e S sao abertos, entaoA e B sao abertos. De fato, dado zgp em A, entdo zg € S1 N Ss e,

portanto, existem 1 e 0o posiitivos, tais que
Vs, (20) CS1 e Vs, (20) C Sa.

Se considerarmos ¢ = min {01, d2}, teremos Vs (z9) C S1 N Sa, isto &, Vs (z9) C A. Por outro

lado, dado z; em B, entdo z; € Sj ou z; € Sy e, portanto, Vs (z9) C B.

(ii) Se Si e Sy sao fechados, entdao A e B sao fechados. Passando aos complementares, temos:

C\A = C\(51NS2)=(C\S;)U(C\S2) ¢ aberto (unido de dois abertos)

C\B = C\(51U82)=(C\S1)N(C\S2) ¢ aberto (intersegio de dois abertos)

Para cada n € N, considere os conjuntos (discos) abertos A4, = {z € R: |z| < 1/n}. Nao é dificil

deduzir que
N 4. = {0}

nao é um conjunto aberto.

Consequéncia da definigao de limite e do fato: |z,| < |Re (z,)| + [Im (25,)] < 2|2y

. Do exercicio 9, segue que lim z, = limRe (z;,) 4 ¢lim Im z,,. Assim, temos:

(a) 1im<1+nTl> :1—1—@'-11an+1:1+2'.
1471 1 |
(b) lim <+> Clim 4w 2 g,
n n n

Seja zp, = x,, + iY,. Temos que

T, — 0 e
m— 0| " & |z = (22 +y
Yn — 0

2)1/2_>0‘
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11. Se z = 0, o resultado é 6bvio. Suponhamos que z # 0 e seja € > 0 dado. Temos:

Ine

In|z|

|2|" <eenlnlz| <lnesn > (1.22)

Ine
Se N é o primeiro inteiro maior do que m, segue de (1.22) que:
n|z

|z" = 0| =|2|" <&, Vmn>N.




2. Fung¢Oes Analiticas

2.1 Exemplos de Funcoes Complexas

Como no caso de varidvel real, o conceito de fun¢ao complexa de uma varidvel complexa € uma regra
f que associa a cada nimero complexo z, de um subconjunto D C C, um tnico complexo w = f(z).
Em sfmbolos, escrevemos
f:DCC—-C, z—w=/f(2).
Neste caso, D = D (f) é denominado dominio da fungao f e w = f (z) é a imagem do nimero complexo

z pela fungao f. A Figura 2.1 ilustra o conceito de fun¢ao de uma varidvel complexa.

yﬂ VA
f gt
_—
D
7ty
"""" o w=u+iv
X u

Figura 2.1: Fungao Complexa f: D C C — C.

Cada funcao f : D (f) € C — C é determinada por um par de funcoes reais de duas varidveis u (z, y)

e v (z,y), definidas por
u(z,y) =Re(f(2)) e v(z,y)=Im(f(z)), z=z+iyeD.

EXEMPLO 2.1.1 Ndo havendo restrigcées para o cdlculo de 2%, como nimero complexo, a funcio f

definida pela regra f(z) = 2z? tem para dominio todo o plano complezo C. Neste caso, temos:

f(z) =2 —y*+2zyi, u(z,y)=2>—y* e v(z,y)=2zy.
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EXEMPLO 2.1.2 O dominio da fun¢ao f(z) = 1/z é o subconjunto D (f) = {z € C: z # 0} e, neste

caso, temos:

wwy) =Re(f () = 5 ¢ vy =In(f ()= 5

EXEMPLO 2.1.3 O dominio da fungao f(z) = \z|2 ¢ todo o plano complexo. A parte real e a parte

imagindria de f (z) sdo, neste caso:
w(z,y) =22 +1y> e v=0.
fe's) o0
EXEMPLO 2.1.4 A fungao g(z) = / e Ttdt +1 (Z y”) tem para dominio o conjunto
0 n=0
D(g)={2€C:Re(z) >0e [Im(z)| <1},

no qual a integral impropria e a série numérica sao convergentes.

P(z)
Q2)’

EXEMPLO 2.1.5 O dominio da fun¢ao racional f(z) = onde P(z) e Q(z) sao polinomios

complezos, é o conjunto D (f) ={z € C:Q(z) #0}.

EXEMPLO 2.1.6 O dominio da fun¢io g(z) = /22 +y? —iy é o plano C e ela transforma circunfe-
réncias em segmentos de reta. De fato, se v : |z2| = R é a circunferéncia de centro na origem e raio
R > 0, temos que

z:x+iy€7R@x2+y2:R2 e [y <R

e, portanto, a imagem g (z) = u+iv € tal que u = /2?2 +y?2 = R e |[v| = |y| < R. Assim, g(yg) € o
segmento de reta Lp = {u+ive C:u=R e |v| < R}.

EXEMPLO 2.1.7 Para identificar a imagem do disco D : |z| < V2 pela fun¢io w = 22, notamos que
um ponto do disco D é da forma z = re’?, com 0 <r < /2 e0 < 6 < 2w, e sendo w = 22, seque que
Arg (w) =20 e |w| = r? < 2. Assim, a imagem de D é o disco D* : |w| < 2, como ilustra a Figura 2.2.
A imagem pode ser identificada, também, usando coordenadas cartesianas. Se z = x + iy, entao o disco
D ¢é descrito por x? +y? < 2 e designando w = u + v, temos

2 _ 2
. U= -y
w=2%=2%—9® 4 2ryi &

v =2xy

e, portanto, |w| = u? +v% = (ac2 + y2)2 < 4. Vemos, entdo, que a imagem é o disco aberto u® +v? < 4,

do plano uv, de centro na origem e raio 2.
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v

.
Yeun

Figura 2.2: Funcio Complexa w = 22.

EXEMPLO 2.1.8 Vejamos a imagem do conjunto S = {z € C:0 < |z| <1} pela fungio w = 1/z.
Fazendo z=re?, 0 <r<1e—m<0<m, temos que
—i6

1
w=-e" —1<0<m e |w=

1
T T

> 1

e vemos que a imagem w (S) é o exterior do disco de raio 1 e centro na origem. Veja a ilustrag¢ao grifica

na Figura 2.3.

v

w(S)

Figura 2.3: Funcao Complexa w = 1/z.

EXEMPLO 2.1.9 A imagem do conjunto S = {z € C:0 < Arg(z) < n/4} pela fungio w = zZ € o
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conjunto w (S) = {z € C: —n/4 < Arg (z) < 0}. Isto decorre do fato que Arg(Z) = —Arg(z). Veja a

tlustragao ne Figura 2.4.

0=n/4 Iy

y
v

w(S)

0=-—m/4

Figura 2.4: Funcao Complexa w = Z.

EXEMPLO 2.1.10 Na Figura 2.5 ilustramos a imagem do disco S : |z — 1| < 1 e da imagem w (S) pela

fungao w=1/z.

0=m/2

y 4 | V A A
w=—

_ ]

S . mS)

1 “1/2 u
v
0=-m/2

Figura 2.5: Imagem de |z — 1| < 1 pela fungao w = 1/z.

Um ponto z = 1€ do disco D é tal que 0 < r < 2cos0, —7m/2 < 0 < /2, de modo que a

imagem w = (1/r) e ¢ descrita por: —7w/2 < Arg(w) < /2 e |w| = 1/r. Considerando que 1/r =
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1/(2cosf) > 1/2, temos:
w(S)={weC: —7m/2<Arg(z) <n/2 e |w >1/2} ={we C:Re(w) >1/2}

Em coordenadas cartesianas, o disco S é descrito por % +y? < 2x e se designarmos w = u+1iv, teremos

T 1y
.%'2 + y2 CUQ + y2

w=u-+1iv=

de onde resulta que

1
u(m,y)>§ e lin%)v(a:,ix):$oo.

Tr—

ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 2.1)

1. Calcule o valor de f(2) =322+ zem z=2+1ie 2z = 3i.
2. Se z = x + iy, como se expressa a funcio f (z) = 22 — y? — 2y + i (2 — 2zy) em termos de z?

3. Considerando z = x + 1y, determine o dominio méximo das seguintes fungoes:

7
1—y

24 (z—1)?
(e — 1) cosy

(a) f(2) = (b) f(2) = (c) f(2) = % +

(z —1i)seny
4. Determine a parte real e a parte imagindria de w = f (2).

() 0 =223 (b)w=[s+5Re() (@) w= —— (@ w2

5. Em cada caso, esboce o dominio D da fungao w = f (2).

(@) w=22+1; D:|z|<2 (b)w=3z D:larg(z)|<7/2 (c)w=2% D:l|z|>3
2

D:|z|>1 (f) w:|z|—hily(z); D :Im(z) > 1.

(d) wz%; D:Re(z)>1 (e)w:%;

6. Em cada caso, identifique a imagem do conjunto S pela fungdo w = f (z).

(a) w=3z S:larg(z)|<7w/2 (b)) w=2% S:|z|>3

1 1
(c)w:?; S:lz|>1elargz| < m/4 (d)w:;; S :Re(z) > 0.
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7. Qual a imagem da faixa horizontal S = {z € C: 0 < Im (z) < 7} pela fungao w (z + iy) = e -e¥?
Se R é o retangulo

R={2z€C:1<Re(z)<2e0<Im(z) <7}
qual a imagem w (R)?

8.8eS={2z€C:0< |z <1, 0<Arg(z) <7}, qual a imagem de S pela fungdo w = z + 1/27?

2.2 Limite e Continuidade

Vamos considerar a fun¢ao complexa f(z) = Z definida em todo o plano complexo. Quando z se
aproxima do nimero complexo zy = 2 — 3i, indicamos isto escrevendo z — (2 — 3i), é facil observar que

os nimeros complexos f(z) se aproximam do nimero w = 2 + 3i. Em simbolos excrevemos:

lim f(z) =w ou lim (Z)=2+ 3i.

z—20 z—2—31

CONCEITO DE LIMITE Seja f: D C C — C uma funcao complexa e fixemos zp um ponto de acumu-

lagao de D. Anotamos lim f(z) = wp, para indicar que dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
z—20

|f(2) —wo| <&, sempreque z€ Del<|z— 2z <9.

E oportuno ressaltar que esse §, que em principio depende de ¢ e de 2y, nao é tnico; uma vez encontrado
um tal §, qualquer outro menor do que ele também atenderd & definicao de limite.
Em termos de vizinhangas, escrever lim f(z) = wp significa que a cada raio € > 0 dado, existe, em
Z—2z0

correspondéncia um raio ¢ > 0, tal que:
f(z) € Vo (wg), sempre que z¢€ DNVs(z), z# z0. (2.1)
E claro que a sentenca (2.1) é equivalente a f [D N (Vs (20) — {20})] C V= (wo) e que
Zli_)rrzlof(z) = wy & |thzglﬂo |f () —wo| = 0. (2.2)

EXEMPLO 2.2.1 Como primeira ilustracao, vamos encontrar um raio 0 > 0, tal que:

|22 + 1‘ < 0.03, sempre que |z —1i| <.
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SOLUCAO Temos que:

|2 + 1] < 0.03 & |2 +1i||2 — 4] <0.03 (2.3)

e como o § procurado deve ser tal que |z —i| < 4, sendo essa a tnica informagao que temos, o termo

|z + 4| que figura em (2.3) deve ser substituido por uma constante. Temos
lz4il=]z—i+2i| <|z—i|+ 2| = |z —4| +2
e se supusermos 0 < 1, teremos |z + i| < 3, sempre que |z — i| < J. Assim,
}22—1-1‘ =lz—i|l|z+1i] <3|z —1i| <3, sempre que |z—i| <9,
e para chegarmos a |22 + 1’ < 0.03, basta escolher § de modo que 36 = 0.03, isto ¢, § = 0.01.
EXEMPLO 2.2.2 Ainda para ilustrar o conceito, provemos que iliri(z + 2i) = 3i.
SOLUGAO Neste caso, f(z) =z 4 2i, 290 =i e wg = 3¢ e dado £ > 0, devemos encontrar ¢ > 0 tal que
0<|z—il<d=|f(z) —3i] <e.

Ora,
|f(z) = 3i| =|z+ 20— 3i| = |z — 1]

se |z —i| < 0, entdo |f (z) — 3i| < 0 e para chegarmos a |f(z) — 3i| < ¢, basta escolher § = «.

EXEMPLO 2.2.3 Mostremos que 111121.(236 +iy?) = 4i, sendo z = x +iy. De fato, se considerarmos na
Z—al

definicio de limite f(z) = 2x + iy?, 20 = 2i e wo = 44, teremos:
|f(2) = wol = |2z +iy® — 4i| < 2[a] + || [y* — 4] = 2|a[ + |y + 2| |y — 2,
e, considerando que, |z —2i| < § & |z +i(y — 2)| < 0, resulta:
ly=2[<le+ily-2)<d e |z[<|r+ily-2)]<d
Se escolhermos 6 < 1, teremos |y +2| < |y —2+4| < |y — 2| +4 < 5 e, portanto,
|f(z) —wo| <26+56=7T756, com 0 <min{l,e/T}.

OBSERVACAO 2.2.4 Decorre da definiciao de limite que:
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(a) Jim f(2) = wo ¢ lim |7 (2) — wo| = 0.

Z—2z0

(b) lim f(z) =wo = ZILII; |f (2)| = |wo|. De fato, basta notar que ||f (z)| — |wol| < |f (2) — wol.

zZ—20
(b) Se f(z) é limitada* em uma vizinhanga de 2o e lim g (z) =0, entdo lim [f (2) g (z)] =0, mesmo
2—20 220

que f (z) ndo tenha limite no ponto zy. De fato, basta notar que nessa vizinhanga tem-se:

£ (2)-9(2)[ <Clg(2)| =0, com z— z.

2.2.1 Lemas Técnicos e Propriedades do Limite

Dada uma funcdo complexa w = f(z), z € D, deixe zg ser um ponto de acumulagao do conjunto

D. Se em (1.9) usarmos f (z) — wp no lugar do z, teremos:
|f (2) = wol < [Re (f (2) — wo)| + [Im (f (2) — wo)| < V2[f (2) — wo (2.4)

e de (2.4) resulta:
lim [Re(f(z))] = Re(wp) e

lim f(z)=wy& | *7%° (2.5)
= lim (I (f (2)] = Im (o).

Como consequéncia temos o seguinte resultado:

LEMA 2.2.5 (Reducao ao Caso Real) No caso em que f(z) = u(z,y) + iv(z,y) e considerando

Z0 = To + 1Yo € wg = ug + vy, entao:

lim  wu(z,y)=uy e

lim f(z) = wy & (z,y)—(z0,y0)

2—20

lim  v(x,y) = vg. |
e oy ) =0

LEMA 2.2.6 (Unicidade do Limite) Se lim f(z) = w; e lim f(z) = w2, entdo w1 = wo.

z—20 z—20

PROVA Seja € > 0 dado e suponhamos que |f (2) —wj| < e, j = 1,2, com z em uma vizinhanca de

zo. Em tal vizinhanga, temos:
w1 — wa| = |f (2) —w2 = (f (2) —w1)| < |f (2) = wa| + |f (2) —w1] <2

e, fazendo € — 0, resulta |w; — ws| < 0, isto é, w1 = wa. [ |

1 £ (2) é limitada em D quando existir uma constante C, tal que |f (2)] < C, ¥ z € D.
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LEMA 2.2.7 (Limitacao Local) Se lim f(z) = w, entdo existem uwma constante positiva C' e um
Z—20
raio 0 > 0, tais que

If (I <C, VzeD(f)NVs(z)- (2.6)
Além disso, se w # 0 podemos escolher a constante C' e o raio §, de modo que

1
|/ (2)]

<C, YzeD(f)NVs(z). (2.7)
PROVA Considerando € = 1 na definicao de limite, encontramos um raio §; > 0, tal que
[f(z) —w| <1, VzeD(f)NVs (20)
e dai resulta que
FEISIF () —wl+[wl <1+ w|, ¥2€D(f)NVs(z0).

Por outro lado, supondo w # 0 e considerando ¢ = |w| /2, encontramos um raio ds > 0, tal que

@ -wl< W vzeDni ().

e, portanto, se z € D (f) N Vs, (20), entdo:

wl -1 < 1F () -l < W= p = o

<=

[f ()] fwl
Se considerarmos ¢ = min {d1,02} e C = max {C1,Ca}, onde C1 =1+ |w| e C2 = 2/ |w|, teremos:

1
£ (2)]

TEOREMA 2.2.8 (Propriedades Algébricas) Sejam f,g: D — C duas fungées complexas e seja 2o

f(I<C e

<C, VzeD(f)NnVs(z)-. [

um ponto de acumulagao de D. Se wy; = lim f(z) e wy = lim g(z) entao:
zZ—20 Z—20

(a) lim [f(2) + Ag(2)] = w1 + Awe, X e C. (Linearidade)
2—20

(b) lim [f(2)-g(2)] = w1 - wa. (Produto)
z—20

(c) lim [f(z)} = ﬂ; wa#0 e g(2)#0, z€ D. (Quociente)
z—z0 | g(2) wo

(d) limz"=zy; VmneN. Sez #0, entdo a propriedade vale V n € Z. (Poténcia)

z—20
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(e) Se P(z) e Q (=) sdo polinomios e Q (z0) # 0, entao Zli_)n;g P 52 = ggzg; (Funcgao Racional)

DEMONSTRAGAO As demonstragoes sao semelhantes ao caso real, de modo que as apresentaremos de

forma breve, deixando alguns detalhes a cargo do leitor, que devera fazé-los. Nas conclusGes usaremos

a equivaléncia (2.2).
(a) Temos

0 < [f(2) + Ag(2) — w1 = dwy| < | (2) —wi| +[A[]g (2) — w2 — 0, com z — 2.

(b) Inicialmente, observamos que:

1f(2)] < |f(2) — w1 +wi| < [f(2) —wi]| + [wi] < T+ |wi],

com z variando em certa vizinhaga de zp, de modo que:

1£(2) - 9(2) —wi-wa| = [f(2) (9(2) —wa) + f(2)wz — wiws]
[f () g(2) — wa| + |wal | f(2) — wil

< (I |wil) lg(2) = wa| + |we| [f(2) —wi] — 0, com z — 2.

IA

(c) Usando as limitagoes locais de f (z) e de 1/g (z) determinadas no Lema 2.2.7, deduzimos que:

fz _w| | fe wz—w1g 'f (w2 — g (2)) — (w1 — f(2)) g (2)
(2) wag(z lwa |g(2)]
(‘f”‘) -|w2—g<z>|+(1)-|w1—f<z>|—>o, com = — 2.
lwa|[g(2)| ) ~——<—~— \|w2|) ~——=
limitada 10 constante lo

(d) Basta observar que lim z = 2 e usar a propriedade do produto.
z—20

(e) Consequéncia das propriedades anteriores. |

EXEMPLO 2.2.9 Das propriedades algébricas, resulta que lim (z — 3 + 2i) = —3.

z——21

. , ‘ . 22 —62+413
EXEMPLO 2.2.10 Usando fatoragio polinomial, calcular lim —————.
2—3-2 z—34+ 21
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SOLUCAO Primeiro observamos que a propriedade algébrica (c) ndo pode ser aplicada. Porém, usando

a fatoracioz? — 6z + 13 = (z — 3 + 2i)(z — 3 — 2i), obtemos:

2 1 —3+2i)(z—3—-2
i 220218 (284208220 5o —
2—3-2i z—3+ 21 2—3—2i z2—3+ 22 z—3—2i

3 .
-8

EXEMPLO 2.2.11 Com argumento andlogo ao Exemplo (2.2.10), vamos calcular 1im2'z n 2,Z.
z——=21 2 7

soLucAo Considerando a fatoragdo 23 — 8i = (2 + 2i)(2% — 2zi — 4), obtemos:

3 _8i 2_922i—4 2
im 28 gy, 2@ 2 o gy g
2——2i 2 + 21 ——2i 2+ 21 2——2i

LEMA 2.2.12 (Da Fungao Composta) Sejam f : D — C e g : D* — C duas fungoes complezas,
com f (D) C D*, e suponhamos que zy e wo sejam pontos de acumulag¢io de D e D*, respectivamente,
e que

lim f(z)=wy e lim g(w)=¢,.

2—20 w—wWo

Entao, lim g[f (2)] = &,-

z—20
PROVA ado ¢ > 0, existem o0 e ositivos, tals que:
Dad 0, exi d e 0™ positivos, tais q
|f (2) —wo| < 0%, VzeDNVs(z), com z# z.
lg (w) =&l <&, Ywe D NV (wg), com w # wo.

Ora, se z € DNV (20) e z # 20, entdo w = f (2) € D* N Vg« (wp) e, consequentemente,

lg(f(2) =&l <e, YzeDNVs(z), com z# 2. [ |

2.2.2 Continuidade

Vimos que o limite de uma funcdo f(z) em um ponto zy pode existir, sem que a funcdo f esteja
definida no ponto zg. No conceito de limite exige-se apenas que zg seja um ponto de acumulagdo do
dominio da funcao f(z). A seguir, apresentaremos uma classe importante de fungbes complexas: a
classe C° das Fungées Continuas. Uma funcio desta classe tem limite em qualquer ponto zy de seu
dominio e o valor do limite é f (zp). Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao:

DEFINIGCAO 2.2.13 Uma funcdo f: D — C é continua no ponto zg, se:
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(i) A funcao f estd definida no ponto zp, isto é, zy € D.

(ii) A funcgao f tem limite finito no ponto zy.

(iii) O walor do limite de f em zy € igual a f (20) .

EXEMPLO 2.2.14 A fungao f(z) = |z| é continua em qualquer z € C. De fato:

lim £ (2) = lim 2] = |20] = f (z0).

z—20
EXEMPLO 2.2.15 As fungdes f (z) = Re(z) e g(z) =Im(z) sao continuas em todo plano C. De fato,

basta observar que
[Re(z) —Re(z0)| < |z —20] e |Im(z)—Im(z0)| <|z— 20|
e considerar na definicao de limite § = ¢.

EXEMPLO 2.2.16 Uma fung¢ao polinomial P (z) é continua em todo ponto zy do plano C. Isto resulta
P(z)
Q (2)

do fato que lim P (z) = P(z9). Ja uma fun¢ao racional f(z) = ¢ continua no ponto zy se, e
z—20

somente se, @ (zp) # 0.

EXEMPLO 2.2.17 Segue diretamente do Lema 2.2.12 que se f (z) é continua em zp e g (w) é continua

em wo = f (20), entao a fungao composta g (f (z)) é continua em z.

EXEMPLO 2.2.18 Decorre das propriedades do limite que a func¢ao f(z) = u(z,y)+iv(z,y) é continua
em zy = xo + iyo Se, e somente se, as fungoes reais u(x,y) = Re(f(z)) ev(z,y) = Im(f (2)) forem

continuas em (o, Yyo).

EXEMPLO 2.2.19 A funcao f(z) = 1 +1iy, z# 0, e f(0) =0, nao é continua em zg = 0, porque
z? +y?

a componente (parte real) u(x,y) = Y , se (z,y) # (0,0), e u(0,0) =0 nao é continua em (0,0),
22+ y?

ja que nao tem limite em (0,0). Ao longo das trajetdrias v, : Im(z) = 0 e 79 : Re(z) = Im(z) os

limites sdo, respectivamente:

0
lim wu(x,y)= lim M lim —=0 e
(2,9)—(0,0) @y) =002 +y* 0w
y=0
2
. . Ty . T 1
1 = 1 —_— 1 _— = =,
00 Y = (o TTH T A2 2

y=x
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EXEMPLO 2.2.20 Vamos estudar a continuidade da fungao f(z) = ZR|e|(z)7 se z#0, e f(0) =0, em
z

* , se (xz,y) # (0,0), e v(0,0) = 0. Ao longo

que as componentes sio u(z,y) =0 e v(z,y) = —x=
2 + y2

da trajetdria v, : Re (2) = Im (z), temos:

1
lim wv(z,y) = lim

o
= =4+
(x,5)—(0,0) 2—0 /972 V2

e isto indica que nao existe lirr(l)f(z) e, portanto, f nao é continua em z = 0.
z—

(Re())”

EXEMPLO 2.2.21 Seja, agora, a funcao f(z) = E
z

,se z#0, e f(0) =0 e calculemos lin%f(z).

Considerando z = € e expressando f (2) na forma polar, temos:
2.2
r°cos” 0
li =lim—=1 20) =0
fing () = Jimy == = Jimy (reos™) =0,

e o ultimo limite independe do dngulo 0. Logo, lin%f(z) = 0= f(0), de onde concluimos a continuidade
22—

de f em zg = 0.

EXEMPLO 2.2.22 Como consequéncia do Lema 2.2.12, temos que se f : D — D* é continua em zg e

g : D* — C é continua em wy = f (20), entdo go f : D — C é continua em z.
LEMA 2.2.23 Se w = f(z) é uma fungdo continua em zy e f (z0) # 0, existe § > 0, tal que

f(z2)#0, VzeVs(z0)ND(f).

PROVA Tomando € = 1 |f (2)| na defini¢do de continuidade, encontramos ¢ > 0, tal que

f (2) = f ()| < 51f ()], Vz€D(f)NVs(z), (2.8)

e de (2.8) resulta:
[f () >51f(20)| >0, VzeD(f/)NVs(20). W

ESCEREVENDOQ PARA APRENDER (Exercicios 2.2)
1. Se lim f(z) = wo, mostre que lim |f (z)| = |wo|.
z—20 z—20

2

2. Usando a definigao, prove que a fungao f (z) = z* é continua.
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3.

10.

Usando a defini¢ao de limite, prove que:

(a) ,lzmi (23 —1) = —2i.

(b) lim (2 +1) =0.

z—1

(¢) lim (Re(2) +]2]) = Re (z0) + |20].

(d) lim [z+i(z+y)] =141

z—1—1

(e) lim vz =z,

. Usando as propriedades bésicas do limite, verifique que:

23— 23— 8i
(a) Ll —1 212 =1 (b) ,lzli{'lz z — =0 (C) zgm% z+ 21 =-lz
. Se f(z) =1/z, z#0, calcule o limite
i LO =G0 o
z—20 zZ— 20
E se fosse f (z) = 2", n € N, qual seria o valor do limite?
. Verifique se a fungao f (z) = S 20, definida para z # zg, tem limite quando z — zg.
zZ— 20

Calcule, caso exista, o limite

1+2)Y4 -1
g EF2 -1
z—0 z
. Verifique se a fungao
22 +4
1@ =S5

tem limite quando z — 21.

Estude a continuidade, no ponto z = 0, da fungdo w = f (2), sendo f (0) =0 e, para z # 0:

Re @ (g 5 =

N |z

Re (2) ~ Im(z)

Mostre que lim f(z) = wp se, e somente se, lim f(z,) = wp, seja qual for a sequéncia (z,)
zZ—20 zZ—20

Re( )
>

(a) f(z)= (c) f(2) =

no dominio de f(z), com z, — zp. Como consequéncia deduza que f (z) é continua em z se, e

somente se, lim f (z,,) = f (20), seja qual for a sequéncia (z,) convergindo para zj.
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11. Considere a funcao f : C — C, definida por:

L+]z], se |z|<V2

&= 0, se |z]>+2.

Mostre que a fungao f(z) ndo é continua no ponto zp = 1+ i. E no ponto z = i, a fungao é

continua?
12. Construa uma funcao f : C — C descontinua em todos os pontos do conjunto S : |z| = 1.

13. Dado z = x + iy, defina a fungdo w = f (z) por:

22y (y — ix)
fo=| @ © P70
0, se z=0.

Se v : z(t) = z(t) + iy (t) é qualquer reta do plano C, tal que }in%z(t) = 0, mostre que

%in%f (z(t)) = 0 e, contudo, a fungao f (z) nao tem limite quando z — 0.

2.3 Derivagao no Plano C

A funcado complexa f (z) = |z:|2 , com dominio D = C, ¢ continua e tem componentes u (z, y) = z2+y>

e v = 0 infinitamente diferencidveis®

, ou de classe C*, no plano R?. A pergunta natural é: a funcio
f (2) é derivédvel e o que seria a derivada [’ (z)?
Imitando o caso real, em que se tem uma fungao de R — R, vamos eleger para derivada de f(z),

no ponto zg, o valor, caso exista, do limite:

i 120+ 82) = f(0)
Az—0 Az

9

E claro que o valor do limite, caso exista, ndo deve depender da direcao sobre a qual Az se aproxima

de zero. Mostremos que para a funcao f (z) = |z|2 esse limite existe apenas se zg = 0. De fato:

Af  flaot+A2) = f(z0) |20+ Az = |zf
Az Az N Az
— A 2 N
_ (z0 + Az)(Z0 + Az) — |z0] :z0&+70+5

Az Az

5 ~ . . . ., . . . ~ ’
°Uma fungéo é infinitamente diferenciavel, ou de Classe C*°, se suas derivadas parciais, de todas as ordens, sdo continuas.
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e para concluir observamos que:

. . Af . -— ,
(i) No ponto zg = 0, temos Al,lzrgoiz = Alig(] (Az) = 0 e, portanto, f'(0) =0.

A
(ii) Se zp # 0, mostremos que a razao A—f nao tem limite, com Az — 0. De fato, ao longo do eixo
z

real, isto é, com Az € R, encontramos:
Af Af
lim |— | =1lm (— ) =20+%
Az—0 (Az) Az—0 (AZ 0+ 20
AzeR
e ao longo do eixo imagindrio, isto ¢, com Re (Az) = 0, obtemos:

. Af . —Az\  __ _
e, () g, () 5] s
Re(Az)=0 Re(Az)=0

Af . - .
Como zg # 0, segue que 2y + Zo # —20 + 2o €, portanto, A—f nao tem limite, com Az — 0. Logo, f nao
z
é derivdvel em zg, se zg # 0.

Pelo exposto, concluimos que:

(a) Uma funcdo complexa pode ser derivdvel em um dnico ponto zy do plano C.

(b) As partes real u(z,y) e imaginédria v(z,y) de uma fungdo complexa f (z) podem ser infinitamente

diferencidveis em Vs(zp), sem que f (z) seja derivdvel em ponto algum dessa vizinhanga.

(c¢) Uma fungao complexa pode ser continua em um ponto zp sem ser derivavel nesse ponto.

DEFINICAO 2.3.1 Uma fungao f: D C C— C é derivdvel (ou diferencidvel) no ponto zy, interior

ao conjunto D, quando existir o limite:

lim f(z) = f(z0) lim f(z0+ Az) — f(Zo)'

z—20 Z—2p o Az—0 Az

d
FEste limite, caso exista, é a derivada da fungio f(z), no ponto zy, e é indicado por d—f (20) ou f"(z0) .
z

EXEMPLO 2.3.2 Se f(z) = 22, entdo

Af  (z+A2)% =22

= A =22+ Az — 2z, comAz—0

de onde resulta que f é derivdvel em z e f'(z) = 2z.
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EXEMPLO 2.3.3 Mostremos que a funcio f(z) = 2x + 8yi nao é diferencidvel em ponto algum do

plano complexo. De fato, temos que
f(z+Az) — f(2) =2(z + Az) + 8(y + Ay)i — 2z — 8yi = 2 (Az) + 8 (Ay) 1,

de onde resulta:

lim fz+ Az) — f(2) — lim 2 (Ax) + 8(A;.y)z.
Az—0 Az Az—0 Az + (Ay) 1
Ao longo das trajetorias v, : Az = Az e v9 : Az = iAy, obtemos, respectivamente:
f TEHAD—J() _2(@a) o feA) =) L 8iAY)
Az—0 Az Az—0 Ax Az—0 Az Ay—0 i (Ay)
Ay=0 Az=0

Portanto, nao existe lim flz+Az) — f(2)
Az—0 AZ

, seja qual for o nimero complexo z.
TEOREMA 2.3.4 Se f: D — C ¢ derivdvel no ponto zy € int (D), entio f é continua em zp.
DEMONSTRAGAO Basta observar que

lim [f(2) — f ()] = lim |2 =G0 o 3l pey tim (- z0) =0,

Z—20 z—20 Z— 29 Z—20

TEOREMA 2.3.5 (Regras Basicas de Derivagao) Sejam f,g: D — C duas fung¢des complexas de-

rivdveis em um ponto zo, interior ao conjunto D, e seja A uma constante (complezxa).

(@) (f+X-9) (20) = f (20) +X-g (20) - (Linearidade)

(b) (f- g)/ (20) = f'(20) - 9 (20) + f (20) - ¢’ (20) - (Produto)

(©) (f/g) (z0) = ' (20) - g (20) — f2(zo) g (20), g (20) 0. (Quociente)
g (20)

(d) Se f(z) =2", n€Z, entao f' (2) =nz""!, VzeC. (Poténcia)

DEMONSTRAGAO De forma geral, as Regras de Derivagao decorrem das propriedades do limite.

(a) Temos

i 13 T A9(2) = (f(20) + Ag(0))  _ . F(2) = f(z0) + Ag(2) — Ag(20)

zZ—20 Z — 20 zZ—20 Z— 20

o @ G0 9(2) — g(e0)

Z—20 Z— 20 Z—20 Z— 20

= f'(20) +Ad' (20) -
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(b) Sendo g (z) continua em zg, entdo lim ¢ (z) = g (20) e, sendo assim,
z2—20

f(2)9(2) = f(20)g(20) [f(2) = f(20)] g (2) + [ (20) [9(2) — 9(20)]

lim = lim
z2—20 Z— 20 220 Z =20
z2—20 2 — 20 220 =20

(c) Este caso é similar ao anterior. Temos

i 1 2)/9(2) — f(z0)/9(20) [f(2) = f(20)19 (20) = [ (20) [9(2) — g(20)]

= lim

z—20 Z— 2o z—20 (Z - ZO) g (2:) g (ZO)
— lim F2) = f(z0) ¢,y 9(2) —9(20)
= Zlqzog(z)g(z()) p— 9 (20) — f (20) o
_ J'(20)9(20) + [ (20) ¢’ (20)
9 (20)]"

(d) Se n & um nuimero inteiro positivo, usando a identidade (1.6), chegamos a

_ Zn—l —I—Zn_220 4. +226Li2 _'_26171

e tomando o limite, com z — 2y, obtemos

n n
. 2" =z _ _ _ _ _
lim O:zgl—i—zg 2z0+-~-+z0z612+z611:nzg L
z—=z20 2 — 2

n parcelas
No caso em que n é um inteiro negativo e z # 0, temos da Regra do Produto

d n _n _ d ., LN n d -n
0 = %(2 z )—dz(z) z27 "4z dz(z )
_ d ny ., ,—n n, (_,,~n—1) _ d ny . ,~n _ -1
= = (z")- 27"+ 2" (—nz )——dz (") -z nz

e daf resulta que

7 (-2 " —nrl=0s diz (2") = nz"" L, [ |

TEOREMA 2.3.6 (Regra da Cadeia) Se f(z) é derivdvel em zy e g (w) é derivdvel em wo = f (29),

entao a fungao composta g (f (z)) é derivdvel em zy e

d

dz l9 (f (2))] (20) = ¢’ (wo) - ' (20)- (Regra da Cadeia)
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DEMONSTRAGAO Se F'(w) é a fungao definida por

o) —gwr)
F(w): w — wo g( 0)7 7é 0
0, w = wo,

entdo lim F(w) = ¢'(wg) — ¢'(wp) = 0 e temos que

w—wo

9(f(z)) —9(f(=0)) _ 9(f(2) —9(f(x0))  f(2) = f(20)
— f(20) Z— 20

P 7(2)
= [P + o (feo))] x LE S0,

Z — 20

Fazendo z — zp na tultima igualdade e observando que lim F(f(z)) = F(wp) = 0, encontramos
z—20

910 ()] (o) = tim ST ) = 9l (z0))

dz z—20 z— 2

=g (f(20))f'(0). W

DEFINICAO 2.3.7 Uma funcio w = f(z) é analitica, ou holomorfa, em zy, quando sua derivada
existir em todos os pontos de alguma vizinhanca de zy. Quando f for analitica em todo ponto zy de C

ela é denominada funcdo inteira.

EXEMPLO 2.3.8 Todo polinémio P(z) é uma fungao inteira.

P(2)

Q(z)
fato, se Q (z0) # 0, existe, de acordo com o Lema 2.2.23, uma vizinhanc¢a Vs (zp), na qual Q (z) # 0.

EXEMPLO 2.3.9 Uma fungao racional f (z) = ¢ analitica em todo ponto zy onde Q(zp) # 0. De

Nesta vizinhanga, a fung¢ao racional f (z) é derivdvel.

EXEMPLO 2.3.10 No inicio desta se¢do, verificamos que a funcao f(z) = |z|2 é derivdvel apenas em
z = 0. Dai concluimos que ela ndo é analitica em ponto algum do plano C, embora as componentes

u(z,y) ev(x,y) sejam de classe C* em todo plano R2.

EXEMPLO 2.3.11 Resulta das Regras de Derivacao que a soma, o produto, o quociente e a composicao

de fungoes analiticas é uma funcao analitica.

OBSERVACAO 2.3.12 Nao ¢ ébvio, embora seja verdadeiro, que uma funcao analitica em um ponto
20 € infinitamente derivdvel no ponto zy e que suas componentes u(x,y) e v(x,y) sao classe C° em
uma vizinhanga de zy. Este fato, que serd demonstrado depois, nos autoriza derivar f (z) e suas com-
ponentes u (z,y) e v (x,y) tantas vezes quantas forem necessarias, como também usar a igualdade entre

as derivadas parciais mistas das fungoes u (x,y) e v(x,y).
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2.3.1 Equacoes de Cauchy-Riemann

Conforme ficou estabelecido nas se¢oes anteriores, o limite (e a continuidade como consequéncia) de
uma fungad f(z) = u(x,y) + iv(x,y) no ponto zy = xg +iyp ¢ determinado pelo limite das componentes
u(z,y) e v(x,y) no ponto (xg,yo). Uma questao crucial que se apresenta no momento é: se uma fungao
complexa f(z) = u(z,y)+iv(z,y) é derivavel no ponto zg = xg+iyp, hé alguma relagao entre a derivada
1 (20) e as derivadas parciais de u (z,y) e v (x,y), no ponto (xg,yo)?

Suponhamos que a fungao f(z) = u(x,y) + iv(z,y) seja derivdavel em zg = xg + iyo e designemos

Az =Ax+1i(Ay), Au=u(xg+ Az) —u(zo,y0) € Av =0 (x9 + Azx) — v (20, yo). Temos

, . flo+Az) = f(20) . Au+iAv
flzo) = Zanzlo Az B zlggo Az + 1Ay
_ gy @0+ Az o + Ay) — u(@o, yo) + 1 [v(zo + Az, yo + Ay) — v(@o, Y0)]
Az—0 Az + i (Ay)
Ay—0

e se considerarmos a trajetéria Ay = 0, isto é, Az = Az, obteremos

w(zo + Az, yo) — u(xo, yo) v(zo + Az, y0) — v(xo, Yo)

! . . 7.
zg) = lim + 4 lim
F'(z0) Az—0 Ax Az—0 Az
Ay=0 Ay=0

= Ug (37073/()) +Zv.7: ($073/0)-

Procedendo de forma similar, agora considerando a trajetéria Az = 0, isto é , Az = iAy, encontramos:

: ;Yo + Ay) —u(zo,%0) | ... v(zo,yo + Ay) — v(xo, yo)]
fz0) Ar=0 i (Ay) g i (Ay)
Ay—0 Ay—0

= vy(20,%0) — iuy(Z0, Yo)-
Das expressoes encontradas para a derivada f’ (29), decorrem as equagoes

ug (0, Y0) = Uy (%0,%0) (2.9)
Uy (%0,Y0) = —vz (0, Y0)

que sao denominadas equagoes de Cauchy-Riemann. Em resumo, se f (z) é derivavel em zg = xo + iy,
entao as equagoes de Cauchy-Riemann (2.9) s@o satisfeitas no ponto (g, yo) -

EXEMPLO 2.3.13 A fung¢ao f(z) = Z nao é derivdavel em ponto algum do plano C. De fato, temos

f(z) =2 —iy; ulzr,y) ==z, v(z,y)=—y,

de modo que uy # vy, em qualquer ponto z = x + iy do plano C.
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EXEMPLO 2.3.14 Com auzxilio das equacdes de Cauhy-Riemann, torna-se mais fdcil verificar que a
fungao f(2) = |z|* = 22492 ndo é derivdvel nos pontos z # 0. Neste caso, u(x,y) = 224y e v(z,y) =0

e, portanto:

Uy = Uy 20 =0
< < (z,y) = (0,0).
Uy = —Vg 2y=0

Como as equagoes de Cauchy-Riemann ndo sdo vdlidas nos pontos z # 0, concluimos que f sd é

derivdvel, possivelmente, em z = 0.

Os teoremas dados a seguir fornecem condigoes necessédrias e suficientes para uma dada funcao

complexa w = f (z) ser derivdvel em ponto zg, interior ao seu dominio.

TEOREMA 2.3.15 (Condicao Necessaria) Se a funcao f(z) = u(z,y)+iv(z,y) é derivavel no ponto
20 = xo+1Yo, entdo as derivadas parciais Uy, Uy, vy € vy existem em (To,Yyo) e, nesse ponto, sao vdlidas
as equagoes de Cauchy-Riemann

u_ov g
or Oy oy Oz’

OBSERVACAO 2.3.16 A validade das equagoes de Cauchy-Riemann em certo ponto (xg,yo) do dominio
da fungao f (z) nao assequra a derivabilidade de f (z) no ponto zo = xo +iyo. Como exemplo, conside-

remos a fung¢io w = f(z), definida por

(2)? )z, sez#0

0, sez=0.

f(z) =

(a) As equagoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas em zg = 0.

Se u (z,y) =Re(f(2)) ev(z,y) =Im(f(z)), um célculo direto nos da:

3 — 3;Uy2 3:623/ — y3
—F, se (x, 0,0 ——7F, se (x, 0,0
oy =| T (z,y) # (0,0) ¢ vy =| PRI (z,y) # (0,0)
0, se (z,y)=(0,0). 0, se (z,y)=(0,0)
e, consequentemente,
Cw(As,0)  (Ae)? (0, Ay)
£(0,0) = lim 2= = —1 0) = lim “92Y) _
e O TR 17 v A L R i v
o v(0Ay) o (Ay)P _ o v(Az,0)
vw(0,0) = fim =0 = ImiRp = ¢ w0.0)= lim o= =0

e vemos que as equacoes de Cauchy-Riemann sao vélidas em (0,0).
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(b) A funcao f nao é derivavel em (0,0). De fato, ao longo do eixo real (Ay = 0), temos

FO+A2) ~ f0) _ f(An) _ (Ao _
Az Az (Ax)?2

e, ao longo da reta Ax = Ay, isto é, Az = Ax + iAx, temos

FO+A2) — f(0)  f(Az+idx)  (Az—iAz)?  (1—i)* .
Az N N N N R C )

Isto mostra que f (z) nao é derivavel em z = 0.

TEOREMA 2.3.17 (Condicao Suficiente) Suponha que as fungoesu (x,y) ev (z,y) tenham derivadas
parciais de 1* ordem continuas em uma vizinhan¢a do ponto Py(xo,yo) € que nesse ponto as equagoes
de Cauchy-Riemann sejam vdlidas. Nestas condi¢ées a fun¢ao complexa f(z) = u+ iv é derivdavel em

20 = xo + iy e a derivada f'(z9) pode ser calculada por:
[ (20) = ue (o, y0) + vz (0, y0)  ou [ (20) = vy (0, y0) — iuy (o, o) - (2.10)

DEMONSTRAGCAO Por simplicidade, em algumas passagens da demonstracdo omitiremos o ponto

Py (z0,y0). Sendo as fungoes u (z,y) e v (z,y) diferencidveis no ponto Py, temos:
Au = uy (Py) Az +uy (Po) Ay + Ev e Av =1, (Py) Az + vy, (Py) Ay + E»

onde os restos E1 e Es, que dependem de Ax e Ay, sdo tais que:

E E
! —0 e 2 — 0, com (Az,Ay) — (0,0).
(Az)? + (Ay)? (Az)* + (Ay)®
Usando as equagoes de Cauchy-Riemann, u, = v, e v; = —u,, obtemos:
ﬂ _ AutiAv u Az +uyAy + By 4 i(ve Az + vy Ay + Ea)
Az Az N Az
Uy - (Azx 4+ iAY) +iv, - (Ax +iAy)  FEy +iEs
= +
Az Az
. Ey+iE
= Uz (20, Y0) + 10z (%0, Yo) + 1T22

e fazendo Az — 0, o que equivale a (Az, Ay) — (0,0), encontramos

Af

I Ey +1Es
m —- Ee—
Az—0 Az

= UJ:(.’L'O? yO) + ivx(wo, yo) -+ Al;}go ( A

= ug(zo,y0) + tvz(x0, yo). |
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COROLARIO 2.3.18 Uma funcio w = f (z), analitica em um dominio D, serd constante em qualquer

das situagoes abaixo:

(a) f'(2) =0, para todo z no dominio D.
(b) |f (2)| é constante em D.

(c) f(2) assume apenas valores reais.

PROVA Uma fungao analitica f (z) = u+iv é constante em D se, e somente se, as componentes u (z,y)

e v (z,y) tém derivadas parciais de primeira ordem nulas em D.

(a) Se f’(z) = 0 no dominio D, entdo u, + ivy; = 0 em D e daf resulta que u, e v, sdo nulas em D.

Das equacaoes de Cauchy-Riemann deduzimos que u, e v, também se anulam em D.

(b) Se |f (z)| é constante, digamos |f (2)| =k, V z € D, entdao u? + v? = k? e por derivacdo implicita,

obtemos:
U-Up+V- v, =0
U Uy + 00y =0
e daf resulta:
(u2 + 112) . (U?p + v%) =0, em D (2.11)
(u2 + 02) . (uf/ + 1}5) =0, em D.
Das equagoes (2.11) segue que ou u? +v? =0, e isto acarreta f = 0, ou as derivadas u,, Uy, Vg €

vy 530 todas nulas em D o que nos dé u e v constantes e, portanto, f (z) constante.

(c) Se f(z) assume apenas valores reais, entao v = 0 em D, de onde resulta que v, =0 e v, =0 e das

equagoes de Cauchy-Riemann concluimos que u; =0 e uy = 0. Logo, f ¢ constante. W
EXEMPLO 2.3.19 A funcio f (z) = 2% ¢é inteira. De fato, as componentes
w(zy) =22 -y e v(z,y)=2uy
tém derivadas parciais continuas e satisfazem ao sistema de Cauchy-Riemann em todo z do plano C.
EXEMPLO 2.3.20 Seria a funcdo f (x + iy) = €% derivdvel em algum ponto do plano C? Temos

f(z)=€" =cosy+iseny
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e, portanto:

u(z,y) =Ref(z) =cosy e v(z,y)=1Imf(z)=seny.

Se f fosse derivdvel em algum ponto z as equagoes de Cauchy-Riemann seriam vdlidas nesse ponto e
teriamos:

Uy =Vy € Uy=—Vzcosy=0 e seny=0.

Ocorre que, nao existe um numero real y que satisfaca, ao mesmo tempo, as equacgoes seny = 0 e

cosy = 0. Com isto concluimos que a fungao f(z) nao é derivdvel em ponto algum do plano C.

EXEMPLO 2.3.21 A funcdo f (z) = |z|2, do Exemplo 2.3.1/ ¢ derivdvel em z = 0, porque suas compo-
nentes u (x,y) = v2 —y? e v (x,y) = 0 tém derivadas parciais de primeira ordem continuas e satisfazem

ao sistema de Cauchy-Riemann na origem. Temos que
1 (0) = u, (0,0) + iv, (0,0) = 0.
EXEMPLO 2.3.22 (A funcgao exp(z)) A fungao
f(2) = %" = €% cosy + ie“ seny
serd indicada por exp (z) ou e*, com partes real e imagindria dadas por
Re[f (z)] = u(z,y) =€e“cosy e Im[f(z)]=v(z,y)=e"seny.

E claro que u e v sio de classe C' e as equagdes de Cauchy-Riemann sdo validas em todo plano R2.

Assim, f € derivdvel em todo ponto z do plano complero C e a derivada é:
f'(2) = ug +ivy, = e“cosy + ie“seny = e“e¥ = f(z).

EXEMPLO 2.3.23 (Derivada de 2? ordem) Se em certa vizinhang¢a do ponto zy = xy + iyo, as
fungées u (xz,y) e v(x,y) possuem derivadas parciais continuas até a 2% ordem e satisfazem as equagoes

de Cauchy-Riemann, entdo a fun¢io f = u+ v é duas vezes derivdvel em zy e temos

f” (Zo) = Ugy (ZL‘(), yO) + e ($07 yU) .

De fato, a fun¢io g (z) = uz + v, atende as condigoes do Teorema 2.3.17 e, portanto, g (z) é derivdvel

em 29, com ¢’ (20) = gz (%0, Y0) + 12z (To,Yo) . Para concluir, notamos que " (20) = ¢’ (20) -
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2.3.2 Equagoes de Cauchy-Riemann na Forma Polar
Se (r,0) sao as coordenadas polares de um ponto P (x,y), entao

z =rcosf

y=rsend,
e temos as seguintes férmulas de derivacao da transformacao inversa:
ry = (1/r)yg=cosb, ry,=—(1/r)zg=-senb, (2.12)
0, = —({1/r)y,=—(1/r)sen® e 6, =(1/r)z, = (1/r)cosé.
Agora, usando a Regra da Cadeia e (2.12), encontramos:
Uy = Up Ty +Uug - 0z = up - cosO — (1/7) ug - send
Uy = Uy - Ty +Ug - Oy = uyp -send + (1/r) ug - cos
Vg =Up Ty +0g - 0y = v - cosO — (1/r) vy - sen b
Uy = Ty + Vg - 0y =0, -senf + (1/r) vg - cosb.

Supondo f(z) = u + v derivével, usaremos as derivadas acima para passar as equagoes de Cauchy-

Riemann (2.9) para a forma polar. Temos
1 1
Uy = Vy > Uy COS 0 — ;ug senf = v, send + ;Ua cos 6 (2.13)
e, de modo similar, temos
1 1
Uy = —Vz < Upsend + ) cosf) = —v, cosl + v sen 6. (2.14)

Multiplicando a equagao (2.13) por cosf e a equagao (2.14) por senf, e, em seguida, somando os

resultados, obtemos:

1
uy cos? 0 + u, sen? = *1)9(0082 0 + sen 29),
r

1
isto ¢, u, = —vg. Procedendo de forma andloga, multiplicando a equacdo (2.13) por —sen @ e a equagao
T

1
(2.14) por cos b, e, em seguida, somando os resultados, obtemos ——ug = v,. Combinando esses resulta-
r

dos, chegamos as equagoes de Cauchy-Riemann na forma polar:

Ug = —TUp € Vp=TlU. (2.15)



68 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

A derivada [’ (29) vem dada por:

1 1
f'(20) = ugp+ivy =u,cosf — e senf + i(v, cos — Ve sen 0)

= uycosf + v.senf + i(v, cos @ — u, sen ) = (u, + iv,)(cos @ —isend)

e daf resulta a férmula de derivagao
f'(z0) = e (u, + iv,). (2.16)

Usando as equagoes (2.15), obtemos a férmula de derivacao equivalente

' (a0) = e~ g — ). (2.17)

EXEMPLO 2.3.24 Dado z = e, com >0 e 0 < 0 < 2, a funcio F (2) = \/re®/? ¢ derivavel em
1
todo z fora do semi-eizo {(z,0): x>0} e F' (2) = ———=. De fato, temos:

2\/F (2)

_ _ cos (0/2) _ y/rsen(6/2)
u(/r.79)_\/77008(9/2):>u'r—27\/77 e ue_—f

_ ~ sen(6/2) _ /rcos(0/2)
U(T,H)—\/Fsen(e/2):>'l}r—27\/’? e 'l}g—f

onde vemos que as componentes u (r,0) ev (r,0) sdo de classe C, no dominio considerado, e as equagdes

de Cauchy-Riemann (2.15) sao facilmente comprovadas. A derivada é dada por:

, it
F'(2) = e (u, +iv,) = 5 [cos (0/2) +isen(0/2)] = o '161_0/2 _ 2F1(Z).

ESCREVENDQ PARA APRENDER (Exercicios 2.3)
1. Seja f: C — C a funcdo definida por f (z) = |z +1|?.

(a) Qual o conjunto imagem da funcao f?
(b) Usando a definigao de derivada, calcule f/(—1).

(c) A funcdo f(z) é derivdavel em algum outro ponto z # —i?
2. Em cada caso, mostre que a fungdo w = f (z) nao é derivavel em ponto algum do plano C.

(a) f(z) =Im(z) (b) f(z) =e"(cosy—iseny) (c) f(z)=2-% (d) f(2) =exp(|2]).
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10.

11.

12.

. Em cada caso, calcule f” (z), sendo:

(a) f(z) =iz+2 (b) f(2) =e " (cosy —iseny) (c) [(2)=2"

. Determine, onde existir, a derivada da funcao f (z).

(@) f(z) == () f(z)=a+iy® (o) f(z)=2zIm(z) (d) f(2) =2"+1 (e) f(2) =

z z—1

. Para a funcio f (z) = 23 —i (y — 1)%, mostre que u, +iv, = 322. Por que 322 representa a derivada

dessa funcao apenas em z = 77

. Mostre que a func¢ao f (z) = zRe(z) é derivdvel apenas na origem e calcule f’(0).

Mostre que as funcdes f (2) =3z +y+i(By —z) e g (2) = (2% — 2) e "e” " sdo inteiras.

. As funcées f (z +iy) = e¥e’ e g (x + iy) = xy + iy sdo analiticas em algum ponto?

. Se uma fun¢ao complexa w = f (z) é analitica em uma vizinhanga de um ponto zg, exceto em zp,

o ponto zg recebe o nome de singularidade ou ponto singular da funcao f.

(i) Um polinémio P (z) ndo tem ponto singular, por ser uma funcao inteira.

P(2)
Q(2)

(iii) A funcado f (z) = z nao tem singularidade, porque nao é analitica em ponto algum. O mesmo

(ii) As singularidades de uma funcao racional f (z) =

sao as raizes do polinémio @ (z) .

ocorre com a funcao f(z) = zRe(z).

Determine, caso exista alguma, as singularidades das seguintes funcoes:

o 2z41 24 ~ Re(z) |
(a) f(Z)—m (b)g(z)—m (c) h(z) = 2 —ilm(2).
1

Calcule a derivada e as singularidades da fungao f(z) =

z(z—1) (22 +1)

0

Dado z = 7e?, r >0, —7/2 < § < 7/2, designe F (z) = Inr + if. Mostre que a funcio F assim

definida é analitica no dominio indicado e F” (z) = 1/z.

Se f(z) = 2% e k é uma constante real, verifique que as curvas u (z,y) = k e v (z,y) = k, onde

u=Rel[f(z)] e v =Im[f (2)], sdo ortogonais. Idem para a fungao g (z) =1/z.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Se f(z) =u(r,0)+iv(r,6) é uma funcao analitica em um dominio D, que nao contém a origem,

use o sistema de Cauchy-Riemann e prove que as fungoes u e v satisfazem & equacao de Laplace:

r2®,, +r®, + dgy = 0.

Se as fungoes f (z) e f (z) sado analiticas em um dominio D, mostre que f é constante.

O Corolério 2.3.18 sugere algumas situagoes em que uma fungao analitica f (z) torna-se constante

em um dominio D. Se Re[f (z)] for constante em D é correto afirmar que f (z) é constante em D?

Determine onde a fungao w = f (z) é analitica:

(a) f()=2"+2 () f(2)=(1—-2)7" (c) f(2)=2"" (d) f(2) = Arg ().

Verifique que a funcdo f (z + iy) = 2 — 3zy* + i (32%y — y*) ¢é inteira e calcule ' (a +ib).

Seja f (z) uma funcao inteira. Mostre que g (z) = f (Z) também é uma funcao inteira.

Se f(z) ¢ analitica em z = 0 e h(z) = f(z), mostre que h(z) é derivdvel em z = 0 se, e s6 se,
f'(0) =0.
Mostre que a fungao f (z) = +/|zy| satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann em z = 0, mas, nao

é derivdvel, e muito menos analitica, em z = 0.

Se f = u+iv é uma funcao holomorfa em zg e 6 representa o dngulo de uma diregao 7j com o eixo

positivo dos x, mostre que:
o (Ou  Ov
’ —1i0 .
Z0) =€ — +1== ).
[z (677 8?7)
Se f e g sao fungoes derivaveis em zg, com [ (z0) = g (z0) = 0 e ¢’ (20) # 0, mostre que:

o f(z) _ f'(20)
=20 g(2) ¢ (20)

.12
Use o resultado e calcule lim % .
2—i \ 23 + 22 +1+1
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2.4 Funcoes Harmonicas

Nesta secao usaremos a teoria de funcdes harmonicas para construir, a partir de uma funcao real
u (z,y), uma fungao analitica f (z) = u (z,y) + v (z,y) . Na construgao usaremos o seguinte resultado,

admitido, por enquanto, sem demonstracao.
TEOREMA 2.4.1 Se f é analitica em zg, entdo f possui derivada de todas as ordens em zy. |

Recordemos que uma fungao real de duas varidveis reais ¢(z,y), com derivadas parciais até a ordem
k, continuas em um dominio D, denomina-se de classe C*, ou k-vezes diferencidvel em D. No caso em

que k = oo, a fungao ¢ denominar-se-4 infinitamente diferencidvel, ou de classe C*°, no dominio D.

DEFINICAO 2.4.2 Uma fungio ¢ : D C R?> — R, duas vezes diferencidvel, ou de classe C?, que

satisfaz, no dominio D, & equacdo de Laplace

Ppg + Pyy = 0,

é denominada fun¢do harmoénica em D. Se u e v sGo harmonicas e satisfazem as equagoes de Cauchy-

Riemann (2.9) em D, diremos que u e v sao harmoénicas conjugadas.

TEOREMA 2.4.3 Para que uma fungao complexa f(z) = u + iv seja analitica em D é necessario e

suficiente que v seja harmonica conjugada de u, no dominio D.

DEMONSTRAGAO Se f(z) é analitica, sdo vélidas as equagoes de Cauchy-Riemann

Uype =V
o (2.18)

Uy = Uy,

e do Teorema 2.4.1 segue que as fungdes u (x,y) e v (z,y) sao de classe C™ e por derivagao das equagoes
(2.18), chegamos a:

Ugz + Uyy = Vyg — Vgy = 0

Vpg + Vyy = —Uyg + Uzy = 0,
de onde resulta que u (z,y) e v(x,y) sdo harmoénicas conjugadas. Reciprocamente, se v ¢ harmonica
conjugada de u, entdo u e v sdo de classe C?, satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann e do Teorema

2.3.17 segue que f = u + v é analitica. |
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EXEMPLO 2.4.4 (Construindo uma Harmoénica Conjugada) Construir, a partir das equagaoes

de Cauchy-Riemann, uma harmoénica conjugada de u = 2% — y2.

2

SOLUCAO Em primeiro lugar, observamos que u (z,y) = x? — y? ¢ harmoénica em todo plano C e

usando a primeira equagao do sistema de Cauchy-Riemann, temos
Uy = —uy =2y = v (z,y) =22y + C(y) (2.19)

e derivando (2.19) com relacao a y e usando a relacdo vy = u,, encontramos

resultando, dessa forma, C(y) = k. Assim,
v(z,y) = 2xy + k,
e, considerando, por exemplo, k = 0, encontramos a funcao inteira
f=u+iv=2a%—y*+ 2y

EXEMPLO 2.4.5 Se f(z) é analitica e |f(z)

é constante em D, entao f(z) é constante em D. De fato,

dado que f uma funcao analitica, seque do Teorema 2.4.3 que u e v sGo harmoénicas conjugadas, isto é,

Uy = Uy
Au=Av=0 e em D.
Uy = —Vy
Ora, sendo |f(z)| = C, temos que
u? + 0% = |f (2)]* = C?, (2:20)

e, derivando implicitamente a equagdo (2.20) com relagio a x e depois em relagio a y, chegamos,

respectivamente, a

uuy +vv =0 e
co (2.21)
Uty + vvy = 0.
Agora, derivamos (2.21)1 em relagdo a x e (2.21)2 em relagio a y e somamos membro a membro os

resultados, para chegarmos a

2 2 2 2
Uy + Ulgy + Vg + VVgz + Uy + Ullyy + V) + VVyy = 0,
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isto é:

ui—i—ui—i—uAu—l—vAv—i—vg—i—vZ:O.

Como Au = Av = 0, seque da iltima igualdade que vy = uy = vy, = vy = 0 e, portanto, u e v sdo

constantes. Logo, f (z) = u+iv é constante.
EXEMPLO 2.4.6 Seja u(x,y) um polindmio do sequndo grau, homogéneo e harmonico, digamos
u(z,y) = ax® + bry + cy’.

Da rela¢do ugzy + uyy = 0, resulta ¢ = —a e, portanto, u(x,y) é da forma:

u(z,y) = a(a:2 —yz) +bzry, a,beR.
A fungao complexa conjugada v (z,y) é dada por:

v(z,y) = 2azy — % (ac2 — yz) +k,

sendo k constante, e a fungao inteira f(z) = u+iv correspondente é:

f(z) = a(x2—y2)+bxy+i[2axy—%(:r2—y2)+k‘]
= a [xQ — %+ 2:cyi] — 2'% (x2 —y? + Qxyi) + ik

= (a— 5i) 2% +ik.

ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 2.4)

1. Mostre que u = x — 5zy é harmoénica em todo plano, determine sua conjugada v (z,y) e expresse

f=u+iv em termos de z = = + iy.
2. Repita o exercicio precedente com a fungao u (z,y) = e cosy.

3. Mostre que a funcdo v (x,y) = —senxsenhy é harmoénica e construa uma fungao analitica f (z),

com v (z,y) =Im|[f (2)].

4. Repita o exercicio precedente com a fungao v (z,y) = x> — 3zy?.
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5. Mostre que a forma mais geral dos polindmios do terceiro grau, homogéneos e harmonicos é
u(z,y) = ax® — 3bzy — 3azy® + by

Determine a harmoénica conjugada v (z,y) e a fungao inteira correspondente f (z) = u + iv.

6. Se f(z) ¢ uma funcdo de classe C? em um dominio D, mostre que

A (|f (z)|2) =4lf (z)|2, nos pontos de D.

RESPOSTAS & SUGESTOES

2.1 EXEMPLOS DE FUNCOES COMPLEXAS
L. f(249)=114+13i e f(3i)=—-27+ 3i.
2. Um célculo direto nos da:

f(z) = 2?2 —y? =2y +i(2z — 2xy) = 22 — 9 — 2izy + 2ix — 2xy

= (z—iy)? + 2 (z +iy) = 2% + 2iz.
3. Sendo z = z + iy, temos:

(a) D(f)={z€R:z#1i e Im(z)#knr}.
(b) D(f)={2z€R:Im(2) £ kr+7/2 e Im(z)#2knr}.

(c) D(f)={2€R:Re(z)#0 e Im(z)#1}.
4. Considerando u (z,y) = Re[f (2)] e v (z,y) = Im[f (2)], com z = = + iy, temos:

(@) u(z,y) =222 —-2y> -3z e v(x,y) =4y — 3y.

®) u(z,y) =22 +y2+22 e v(x,y) =ay.
1—=z

e

(C) u(x7y) = m

y — 2zy°
(22 +92)? —dzy+1—day+1

2’y —y°
d u\x, = e vz, e
(d) u(z,y) 21 g2)° — day 1 1 (z,y)
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5. Figuras em Construcao

6. Figuras em Construgao

7. As partes real e imaginaria da funcio w = f (x + iy) = € - €Y sdo, respectivamente:
u(z,y) =€e"cosy e v(zr,y)=e"seny,

de modo que u? + v? = €** (circunferéncia de centro z9 = 0 e raio r = ¢%). E oportuno ressaltar
que ¥y é, a0 mesmo tempo, a parte imagindria de z e o argumento de w. No caso da faixa horizontal
S, vemos que:

|w| =€e* — 400, comx— o0, e 0<Arg(w) <.

e a imagem w (S) é o subconjunto {w = u + v, v >0, w # 0} .

y A VA
in
w
B
S w(S)

No caso do retangulo R, a imagem estd ilustrada na figura abaixo.

y A
] VA
i
w
—_
: (PR
1 2 ; e & U

8. Olhando as componentes u (z,y) = Re (w) e v (z,y) = Im (w) ao longo do eixo real e imagindrio,

respectivamente, vemos que:

1 1
u(x,O)zx(lﬁ—xz) e U(O,y):Im(w):y<1—y2>
de onde resulta lin(1)u($,0) = too e v(z,y) <0, com lim+v (0,y) = —oo. A imagem w (S) é o
T— y—0
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semiplano inferior v < 0.

VA
y
i »
S u
- S
21 | 1 % w(S)

2.1 LIMITE & CONTINUIDADE

1. Use a definigao de limite e a desigualdade ||f (z)| — |wol| < |f () — wol .

2

2. E suficiente provar que lim 22 = 22, seja qual for o ponto zy do plano C. Seja, entdo, € > 0 dado

Z—20

e determinemos d > 0, tal que:
|z — 20| <0 = }22—2'(2)‘ <e.
O raio 0 procurado pode depender do ¢ dado e do ponto z e, considerando § < 1, teremos:
|z — 20| <d=|z+ 20| <|z— 20|+ |20] < I+ |20] <14 |z0].
Assim, se |z — zp| < 6, entdo:
|22 = 25| = |2 + 20l [z = 20| < (14 |20]) - |z — 20l < (1 + |20]) - 6
Para concluir, basta escolher o raio § de modo que:

d <min{l,e/(1+|z0|)}-

3. Comprovar limite pela definigdo torna-se uma cagada ao 6. Para que se tenha lim f(z) = wo,
Z—20

procuramos, a partir de um € > 0 dado, um ¢ > 0, tal que:

|f(2) —wo| <e, sempreque ze€D(f) e 0<|z—2z<0.
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(a) Se f(z) = 2% — i, entdo:
If(2)+2i| = |22 +i]| = |(z— 1) (P +iz—1)| < |z —i||2] |+ + |2 — 4. (2.22)
Considerando 6 < 1, entao |z — i| < § acarreta:
|z| <|z—i|+1<2 e |z4i<|z—1d+2<3

e de (2.22) chegamos a:
|f(z)+2i] <T|z—1| <76

e para concluir, basta escolher § < min{1,7/e}.

(b) Se d < 1, temos:

|22 +1| =z =iz +i| <35, se |z—i|<é

e dado € > 0, escolhamos ¢ < min {1,e/3} para concluir que |z — | < § = ‘z2 + 1‘ < €.

(c) Supondo |z — 2| < 0 e considerando § < 1, temos

[Re(2) +|z|] = |Re(z—20)+ Re(z0)+ |z — 20 + 20|

IN

[Re (2 — z0)| + [Re (20)[ + [z — 20| + |20

AN

|z — 20| +2]20] < 14 2]20].

Escolha 6 < min{l,e/ (14 2|z|)}.

(d) Sezop=1—14, wo=1+1ie f(z) =z +1i(2x +y), entdo:
|f (2) —wo| = |2 — 20+ 2iRe (2 = 20)| < |z — 20| + 2|Re (2 — 20)| < 3|z — 20|

e para concluir, seja § = ¢/3.
(e) Temos

|@? - @)?| = Iz = 20l |2 + 20

e considerando 0 < min {1,e/ (1 4 2|zp|)} comprovamos a definicao.

4. Em alguns casos, o resultado é obtido por substituicao direta; em outros é necessario fatoracao.

1 1
(a) lim - =5 = —1.

2—i 22 72
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.3_ . s 2 . o
(b) lim 2 ‘1:hm’z(z i) (22 +iz 1):1im2'(22+iz—1):—3.

z—1 Z—1 22— zZ—1 22—

(c) Usando a fatoragdo do Exercicio 19 do Capitulo 1, temos:

38 +2i) (22 — 2iz — 4
i, 278y, BRI d) lim (2% — 2iz — 4) = —12.
2——21 2+ 21 2——2i z+ 21 2——2i

5. Um célculo direto nos da:

— -1 1
NG C N S
z2—20 Z — 20 Z2—/20 2 20 ZO.

No caso em que f (z) = 2™, usamos a identidade (1.6) e chegamos a:

2" — 2y

lim f ()~ f(=) — lim — nzg_l.
z=z0 2 — 20 220 2 — 2
6. O limite nao existe, tendo em vista que:
(i) sobre a trajetéria v, : Re (z) = g o valor do limite é —1.
(ii) sobre a trajetoria 7, : Im (2) = yo o valor do limite é 1.
7. Se w = (1 + z)Y* entdo z = w* — 1 e, portanto:
Q)i w1 1 1
lim ———— = lim = lim - - = —.
z—0 z w-lwt—1  wol (U} — Z) (w + Z) (w + 1) 4

8. Considere as trajetérias v; : Re(z) = 0 e 75 : Im (2) = 2, ao longo das quais o limite tem valores

47 e —41, respectivamente. Daf conclui-se que o limite nao existe.

9. A func@o f(z) serd continua em z = 0 quando lirr(l)f(z) = 0. Sejam u(z,y) = Re[f(2)] e

v(xz,y) =Im[f (2)], sendo z = x + iy.

nao tem limite em (0,0) e f (z) é descontinua em z = 0.

(a) u(z,y) = Jnyg

0
(b) Neste caso, u(x,y) = 0 e, na forma polar, v (z,y) = rls::_n — 0, com 7 — 0. A funcao é
r
continua em z = 0.
2
(c¢) Temos u(x,y) = < — 0, com z — 0, e v (z,y) =0. Assim, lim f(z) = 0 e a fungao
2 + y2 z—0

é continua em z = 0.
22 — 42
(d) A componente u (z,y) =

55 nao tem limite em (0,0) e a fungdo é descontinua em z = 0.

4ty
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10.

11.

12.

13.

Suponha que lim,_,,, f (z) = wp e seja (z,) uma sequéncia no dominio de, convergindo para 2.

Dado ¢ > 0, existem § > 0 e um nimero natural ng, tais que:

(i) |f(z)—wo|<e, se ze€D(f) e 0<|z—2)|<0

(i) |zn—20/<d, se neN e n>np.

e daf resulta que |f (zn) —wo| < €, se n € N e n > ng, e isto nos diz que lim f (2,) = wo.
Para provar a reciproca, raciocinamos por contradi¢ao supondo que f (z) nao tem limite wp, com
z — zp. Assim, existe um raio g > 0 e podemos escolher para cada indice n um nimero complexo

zn no dominio de f, tal que:
|Zn_z0’ < 1/” e ‘f(zn)_wo‘ = €0.

Dessa forma, construimos uma sequéncia (z,) no dominio de f, convergindo para zp, sem que

f (zn) convirja para wy, contradizendo a hipétese.

A sequéncia z, = (1 +1/n)+¢(1 + 1/n) converge para zp = 1 +1 e, contudo, a sequéncia imagem
(f (zn)) nao converge para f (29), ja que f (z,) — 0 e f(z9) = 2. Esse mesmo argumento pode ser
usado para mostrar que a funcio ¢ descontinua em qualquer ponto da circunferéncia |z| = /2.

Nos pontos interiores ou exteriores & circunferéncia |z| = v/2 a funcio ¢ continua.

Considere, por exemplo, a fun¢ao w = f (z), definida por:

Dado zp = a + ib, com a? + b%> = 1, a sequéncia z, = (a+ 1/n) +i(b+ 1/n) converge para zq e,

ainda assim, (f (z)) ndo converge para f (z9) = a + ib, porque f (z,) =2, Vn, e |f (20)| = 1.

Primeiro, notamos que para z # 0 temos f(z) = —m, de modo que o limite ao longo da
trajetéria 3 = y é igual a —i/2. Por outro lado, ao longo da familia de retas y = mz, temos:

. A ma?

iy /(=) = =i iy oy = O

2.3.

DERIVACAO NO PLANO C
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1. Temos f (z +iy) = 2> + (y + 1)* e as componentes de f (z) sio:
uw(z,y) =224+ y+1)?* e v(z,y) =0.

(a) O conjunto imagem de w = f (z) é:

(b) No ponto zp = —i, temos:
: —it A2~ f(=) Az
F=0 =, A: Al R 7 Al (82 =0

2. Basta comprovar que o sistema de Cauchy-Riemann nao é satisfeito em ponto algum do plano C.

(a) Temos u(z,y) =y, v(x,y) =0 e, portanto, u, # —v, em todo ponto z.

(b) Temos u(x,y) =e®cosy e v (z,y) = —e*seny e o sistema &, neste caso:

e’ cosy = —e cosy CcosYy = — Ccos Yy
& &Scosy=0 e seny=0.
—e®seny = e*seny —seny = seny

um tal y néo existe!
(c) Neste caso, u(z,y) =0ev(z,y) = 2y. A equagdo u, = v, nao ¢é satisfeita em ponto algum.

3. O calculo pode ser feito via regras de derivac¢ao ou com a férmula (2.10).

(a) f(z)=iz+2= f"(2)=0.
(b) f(z) =exp(=2) = f"(2) = exp(—2).

Para usar a férmula (2.10), notamos que:

f(z2) = upg+ivg=U+iV = f"(2) = Uy +iVy = Ugz + 10z oOU

f” (Z) = Vy_in :’ny—’b'uxy.
(c) f(z)=22= f"(2) =62

4. Usando regras de derivagao ou a férmula (2.10), temos:

-1
227

(a) Se z # 0, entao f'(z) =
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7.

10.

11.

(b) A derivada existe nos pontos da reta S : Re (z) = Im (z) e ¢ dada por: f'(z) = 2z + 2iy.

(c) As componentes de f(z) sdo as funcdes u = zy e v = y?, de classe O, e o sistema de

Cauchy-Riemann ¢ atendido apenas em z = 0. Temos f’ (0) = 0.

(d) f'(z) =22, zeC. (funcao inteira)

-1
(e) Se z # 1, entdo f'(2) = —.
(z—1)
. As componentes u = 23 e v = — (y — 1)3 sdo de classe C! em todo plano C, mas, as equacoes de

Cauchy-Riemann sdo satisfeitas apenas em z = i e neste ponto temos f’ (i) = 0.

Temos f(z) = 2 +ixy e as equagoes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas apenas em z = 0. A

derivada é f’ (0) = u, (0,0) + iv, (0,0) = 0.

Verifique que o sistema de Cauchy-Riemann é satisfeito em cada ponto (z,y) do plano C. Note

2

que a fungao g (z) é o produto da funcao inteira z* — z pela fun¢do e~ #, também inteira.

. As componentes da funcao f (z) sdo u = e¥ cosz e v = e¥ sen x, que nao satisfazem ao sistema de

Cauchy-Riemann em ponto algum, ja que as fungoes cos x e sen x nao se anulam simultaneamente.
A fungao f(z) nao é derivavel, e muito menos analitica, em ponto algum. Ja a funcao g(z) é

derivavel apenas em z = ¢, mas, nao é analftica em ponto algum.

. A simples inexisténcia da derivada em um ponto nao indica singularidade nesse ponto. Recorde-se

que zp é uma singularidade de f(z) quando f for analitica em alguma vizinhanga de zg, exceto

no ponto 2p.

(a) z=0e z = +i sdo as singularidades de f(z).
(b) z=0e z =2 sao as singularidades de g (z).

(c) A funcdo h(z) nao ¢é analitica em ponto algum e, portanto, nao tem singularidade.

A derivada pode ser calculada por meio de regras de derivagao. As singularidadesséo: z =0, z =4

ez =143 (V2+iv2).

Sendo F (z) = Inr + i, entdo as componentes u (r,0) = Inr e v (r,0) = 0 sdo de classe C! e

facilmente comprovam-se as equagoes de Cauchy-Riemann:

1 1
Upr = —Vg € VUp = ——Up.
r r
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A derivada é dada por:

; o 1 1 1
FI = —i6 ) = —i6 - = — = —,
(2) =e " (up +iv,) =e e Rl

12. No caso de f(z) = 22, temos u(z,y) = 22 —y% e v(x,y) = 2wy. As curvas u(z,y) = k e

v (z,y) = k sdo ortogonais se, e s6 se, Vu (z,y) - Vv (z,y) = 0. Temos:

Vu (z,y) = (2z) i — (2y)

~ = Vu(z,y) Vv (z,y) = 4oy —4zy = 0.
Vo (z,y) = (2y) @+ (22)

Sy

Repita o processo com a fungao g (z) = 1/z, nos pontos z # 0.
13. Partindo das equagoes de Cauchy-Riemann, encontramos:
1 1 2
Uy = V9 = Upp = —T—Qvg + ;Ugr = T“Upp = —Vg + TV
Ug = —TUr = Uy = —TVyyr

e daf resulta:

TQUT‘T + ru, + ugg = (71}0 + TUGT) + vg + (77”097‘) = 0.

Procedimento similar se adota para a fungao v (r,6) .

14. Como f(z) = u+ v e g(z) = u — iv s@o analiticas no dominio D, resulta das equagoes de

Cauchy-Riemann que:

Up = —Uy € Uy =Uy
e dai segue que as derivadas primeiras de u e v sdo nulas em D. Logo, u e v (e portanto f (z))

sao constantes em D.

15. Se u(z,y) = Re[f (2)] for constante, digamos u = k, teremos u, = u, = 0 e, consequentemente,

vy = —uy =0 e vy = u, = 0. Logo, f(2) é constante.
16. Se A representa o conjunto onde f (z) é analitica, entao:

(a) A=C,isto é, f(z) é uma fungao inteira.
(b) A={z€C:z#1}.
(c) A={z€C:2z#0}.
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17.

18.

19.

20.

(d) A= @, isto &, f(z) ndo é analitica em ponto algum.

As componentes u (z,7y) = 23 — 3zy? e v (z,y) = 322y — y3 sdo fungdes polinomiais e, portanto,
de classe C*™ em R2. Além disso, as equacdes de Cauchy-Riemann sio satisfeitas em todo plano.

Logo, f (z) é uma fungao inteira. A derivada no ponto z = a + ib é igual a:
£ (a+ib) = 3 (a® — b?) + (6ab) i.

Basta observar que se f(z) = u(z,y) + iv(z,y), entdo g(z) = f(Z) = U(x,y) + iV (z,y),
onde U (z,y) = u(z,—y) e V(z,y) = —v(x,—y). Agora, comprovemos as equagoes de Cauchy-
Riemann.

U (2,y) = uz (2, =y) = vy (2, —y) =V (2,9)

Vo (2,y) = —ve (2, —y) = uy (2, —y) = =Uy (2,9).

Se f =wu+iv, entdao h = u — iv e supondo que h (z) seja derivavel em z = 0, teremos:

uz (0,0) = —vy (0,0)

(2.23)
uy (0,0) = v, (0,0).
Mas, sendo f (z) analitica em z = 0, temos:
ug (0,0) = v, (0,0
T ( ) Y ( ) (2‘24)

uy (0,0) = —v, (0,0).
Comparando (2.23) e (2.24) deduzimos que u,, u,, v, € v, sdo nulas em (0,0) e, portanto,

1" (0) = 0. Reciprocamente, se f’(0) = 0, entao:

G50 _ [E-10] (%) -

z

lim M = lim

z—0 z—0 z—0 z z—0

Logo, h(z) é derivdvel em z =0 e h’' (0) = 0.

Temos que u (z,y) = /|zy| e v (z,y) = 0, de modo que:
f(Az,0)

ug (0,0) = Alim0 Ar = 0 =v,(0,0)
0,A
uy (0,0) = Alﬁom =0 =—v,(0,0).

Por outro lado, no ponto z = 0, temos

lim g: lim M: im 7\,]A:nAy]
Az—0 Az Az—0 Ax+iAy  Az—0 Az +iAy
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21.

22.

e para comprovar que o iltimo limite ndo existe, considere a trajetéria v : Ax = Ay, ao longo da

qual o limite pode ser :t% (1 — 1), conforme Az > 0 ou Az < 0.

A partir das equacoes de Cauchy-Riemann e notando que 7 = (cos 6) 7 + (sen ) j, obtemos:

0

8—1_{ = Vu-ij=ugzcost + uysenf = u, cos — v, send
n

ov .

871_7' = Vv-1j=v,cos0+ vysenf = v, cos b + u, send

e daf resulta:

o (Ou Ov ol i
_10 —_— .7 = _19 19 1 = ] = /
e <677 + Z@ﬁ) e [e (uz + wx)] Uz + vy = f' (20) .

Considerando que f (29) = g (20) = 0, temos:

lim (f(z)> i T o) fE) —f(z0) o 2mz0 [ (20)
=0 \g(2))  #=0g(2) —g() =% z—z20  =owg(2) —g(20) g (20)

No célculo do limite

, |z — i|?
lm ————-—
z—>i23—|—z2—|—2+1

consideramos f (z) = |z —i|* e g (z) = 2% + 22 + i + 1 para encontrar

. |z — if* /" (20) 0
lim - = = - =
i3+ 22+i4+1 ¢ (20) —-3+2

0.

2.4.

FUNCOES HARMONICAS

. As harmonicas conjugadas sao v (z,y) = % (J:2 — y2) +y + k. Considerando k& = 0, temos a funcao

analitica correspondente

flz) = a—bay+i[3 (2 —9?) +y] =2 +iy+i3 (2 —y” + 2ayi)

= z+ giZQ.

. Harmonica conjugada v (z,y) = e seny e a fungao analitica é f (z) = exp(z).

. A harmonica conjugada u(x,y) = coszcoshy e a funcdo analitica é f(z) = cosxzcoshy —

tsen x senh y.

. v(a:,y):3m2—y3ef(z)::n3—3:ny2+i(3:n2y—y3).
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5. Considerando o polinémio do terceiro grau homogéneo e harmonico:
u(z,y) = ax® + by® + cx’y + dxy?
e usando a equagao de Laplace Au = 0, obtemos:
(6a+2d)x + (6b+2c)y =0 (2.25)

e de (2.25) chegamos a d = —3a ¢ ¢ = —3b. O polinémio & u (z,y) = ax® + by — 3bz?y — 3azy?,
com harménica conjugada v (z,y) = bz + 3az?y — 3bxy? — ay?, e a funcio inteira correspondente

& f(2) = (a+ib) 23
6. Se f(z) = u + 4v é analftica em D, entdo u e v sdo harménicas conjugadas e |f (2)]* = u? 4 v2.
Logo:
A <|f(z)|2> = AW?)+A @) =2 ul+u) +2(uf +up)

= 2(ul +v7) +2(u; +vy) :4|f’(z)|2.







3. Funcoes Elementares

Além dos polinémios P (z) = ag + a1z + agz? + - -+ 4 a,2" e das funcdes racionais (quocientes de
polindmios), ja tratadas nos capitulos anteriores, outras fun¢oes w = f (z), de uma varidvel complexa,

merecem destaques. Neste capitulo abordaremos fungoes do tipo:
(a) Exponencial: w =exp(z).
(b) Trigonométricas: w = cosz, w =senz, w = tan z, etc.

(c) Logaritmica: w = Log z.

(d) Expoentes Complexos: w =z e w = \*, X € C fixo.

Estas fungoes, combinadas com polinémios e fungoes racionais, sao denominadas funcdes elementares.

3.1 A Funcao w = exp(z)

Dado um ndimero complexo z = z + iy, a exponencial de z, indicada por exp (z) ou e?, é definida
pela relagao:

T

exp (2) = €% - e = e%(cosy + iseny). (3.1)

Dessa forma, obtemos a fungao complexa

exp: C—C
z —exp(z),
onde identificamos as partes real u (z,y) = e®cosy e imagindria v (z,y) = e*seny como fungoes de
classe C! e que satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann em todo ponto z do plano complexo. Em
outras palavras, a funcdo f(z) = exp (z) é uma funcao inteira (veja o Exemplo 2.3.22). A derivada de
exp (z) é dada por:
d

d—(ez) = Uy + vy, = € cosy + ie“seny = e*, Vz e C.
2

Como consequéncia direta da definigao, temos as seguintes propriedades:

(a) Dado z = = + iy, temos |e*| =e* >0 e Arg(e®) =y.
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(b) Se k € Z, entao exp (z) = exp (z + 2kmi) .

(c¢) Dado um nimero complexo z, entao exp (z) = exp (Z) .

EXEMPLO 3.1.1 E claro que a equacio exp (z) = 0 ndo tem solugdo, ja que |e*| = e* > 0, V z. Por

outro lado, ao contrdrio do que ocorre no caso real, a equagao exp (z) = —1 tem solugdo. De fato:

e* =1, istoé, x=0

y=02k+1)m kel

exp(2) = -1 eV =" o

Assim, exp (z) = —1 tem uma infinidade de solugoes, dadas por z = (2k + 1) wi, k € Z.

EXEMPLO 3.1.2 Dado um nimero complexo nao nulo w, a equag¢ao exp (z) = w tem uma infinidade

de solucées. De fato, considerando z = x + iy e w = p'®, temos:

xT

et =p, istoé, r=1Inp

y=0¢+2kr, keclZ.

exp (2) = w & e - e = pe'? &

Dat resulta que as solugoes da equagao e* = w sio dadas por z, =Inp + (¢ + 2km) i, k € Z.

OBSERVACAO 3.1.3 Levando em conta que Im (z) = Arg (e*), seque dos Exemplos 3.1.1 e 3.1.2 que a
fungao w = exp (z) € uma bijecao do conjunto S = {z € C: —m <Im(z) < w} sobre a imagem C\ {0},

com inversa determinada por:
w=e & z=In|lwl +iArg(w), w#0. (3.2)
LEMA 3.1.4 (Propriedades operacionais de exp (z)) Dados os nimeros complexos z e w, entio:

(a) exp(z) -exp (w) = exp (2 + w) . Por indugdo, prova-se que (exp z)" = exp (nz), n € N.

0) s —ew ().
(c) 2;(;)((51)) =exp(z —w).

PROVA Dados z =a+ibew = c+id, entdo z+w =a+c+1i(b+d) e do Lema 1.2.4, deduzimos que:

(a) exp(z) - exp (w) = (e - €®) (e - ') = eate. etd) — exp (z +w).

1 1 .
b = =0 e = exp (—2).
(b) op() e e exp (—z)
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exp (z) — oxn (1) - 1
©) s~ w

=exp(z)-exp(—w) =exp(z —w).

ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 3.1)
1. Escreva as fungoes abaixo sob a forma u (z,y) + v (x,y) .
(a) w=exp(2z) (b) w=-exp(z?) (c)w=-exp(iz).
2. Em cada caso, determine as solucoes da equacgao:
(a) exp(22) =—1 (b)exp(z)=1i (c)exp(z)=-2 (d)exp(z?)=1 (e)exp(2z2—1)=1.
3. Repita o exercicio precedente com as equagoes:

(a) Re(e®) =0 (b) e*+6e =5 (c)exp(3z—4)=—1 (d) exp(z)=1+3i.

4. Determine os valores de z para os quais se tem exp (iZ) = exp (iz).
5. Mostre que |exp (—2z)| < 1 < Re(z) > 0.

6. Esboce graficamente o conjunto S = {z € C : |exp (iz)| < 1} e identifique sua fronteira. O conjunto

S é aberto? E conexo?
7. Simplifique a expressao exp (2z + i) + exp (izQ) para deduzir que

|exp (2z + 1) + exp (iz2) ’ <exp(2Rez) +exp[—2Re(z) - Im (z)].

8. Se exp (z) € real, mostre que Im (z) = k.

; .
9. Determine onde as funcoes f (z) = exp(z) e g (2) = % sdo analiticas.
pra

10. Se f (z) é analitica em um dominio D, mostre que F' (z) = exp [f (z)] também o é. Como conse-

quéncia, deduza que as fungoes f (z) = exp (z2) e g (z) = exp (+iz) sao inteiras.

11. Mostre que a funcao ¢ (z,y) = Re (el/z) é harmonica em C\ {0} .
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12. Suponha que f (z) = u + iv seja analitica em D. Explique a razao das fungoes
U(z,y) = " @Y cosv (x,y) e V (z,y) = @Y senw (,7)

serem harmonicas em D e V (z,y) ser harmonica conjugada de U (z,y) .

-1
13. Determine as singularidades da fungao w = exp (Z n 1) .
z

'’ (z = z0)

14. Mostre que a tranformagao f () = ———=, ¢ € R e |29| < 1, transforma o disco |z] < 1 no

Zoz — 1
disco |w| < 1. Descreva, geometricamente, a transformagao no caso em que zg = 0.

15. Se Im (zp) < 0, qual a imagem do semiplano [y < 0] pela transformagao w = —— 1
202 —

e (z — 2o) 0

3.2 As Funcoes Trigonométricas Complexas

3.2.1 As Funcgoes cosz e senz

Para definir as funcoes trigonométricas cos z e sen z, recordemos que:
exp(iz) = cosx +isenx e exp(—ix)=cosx —isenc,
de onde deduzimos que
1 _ . 1 . .
senz = ?[exp(zw) —exp(—iz)] e cosxz = §[exp(m) + exp(—iz)], VzeR.
i
Motivados pelas relagdes (3.3), definimos as primeiras fungoes trigonométricas:
. . 1 . .
senz = ?[exp(zz) —exp(—iz)] e cosz= §[exp(zz) + exp(—iz)]
i
e o leitor pode comprovar diretamente da definicao que:
cosz =cos(z) e Senz =sen(z).
LEMA 3.2.1 As fungoes sen z e cos z definidas em (3.4) sao inteiras, com derivadas dadas por:

(senz) =cosz e (cosz) = —senz.

(3.3)

(3.4)
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PROVA As fungoes z — exp(iz) e z — exp(—iz) sdo inteiras, de modo que sen z e cos z também o sao.
Além disso,

(a) diz(sen 2) = 2%[2 exp(iz) + i exp(—iz)| = %[exp(iz) + exp(—iz)] = cos 2.

(b) jz(cos z) = %[1 exp(iz) — iexp(iz)] = —%[exp(z’z) —exp(—iz)] = —senz. M

3.2.2 Algumas Identidades Trigonomeétricas

Algumas identidades trigonomeétricas envolvendo as funcGes senz e cosz sdo estabelecidas com

auxilio das fungoes hiperbdlicas reais:
1 1
senhy = 3 (ey - e_y) e coshy = 3 (ey + e_y) , yeR. (3.5)

As seguintes propriedades das fungoes hiperbélicas reais decorrem diretamente da defini¢ao (3.5) e
as demonstracoes sao deixadas para o leitor, como parte do processo de treinamento.

(i) cosh?y —senh?y = 1.
(ii) senhy =0y =0.
(iii) 4 (senhy) = coshy e 4 (coshy) = senh

(iv) A fungao y — coshy, além de ser uma fungao par, é crescente no intervalo (0,+00) e decrescente

no intervalo (—00,0). A fungao y + senhy é impar e crescente em (—o0, 4+00) .

(v) A equagao coshy = 0 nao tem solucdo real e dado um nimero real a, as solugbes da equagao

coshy = cosha sao y = +a.

Assim como ocorre no caso real, as fungoes sen z e cos z também sdo 27-periddicas e temos a rela¢ao
fundamental:

sen’z4cos’z=1, VzeC. (3.6)

De fato, a periodicidade decorre diretamente da propriedade: exp (z) = exp (z + 2kwi), Vz, e para

comprovar a Identidade Fundamental (3.6), notamos que:

sen? z + cos® 2 [% (eiz - e_iz)]2 + [% (eiz + e_iz)]2

— _% [eQiz o 2+€—2iz] _|_i [e2iz _|_2_|_e—2iz] - 1.
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LEMA 3.2.2 Dado um nimero complexo z, temos:
(a) senz = senzcoshy + i (cosxsenhy).
(b) cosz = coszcoshy — i (senzsenhy).

PROVA As demonstragoes de (a) e (b) s@o similares e para ilustrar faremos o item (a). Considerando

z = x + 1y, temos que iz = —y + iz e, portanto
1 . . 1
senz = o (e7vHe — V') = % [e Y(cosz +isenz) — e¥(cosx — isenz)]
i i
1 Y4 ey Y_ oY
= 5 [z sen (ey + e_y) — CoST (ey + e_y)] =senzx (e—;e) +icosw <626)

= senxzcoshy +icosxsenhy. W
COROLARIO 3.2.3 Se z é um nimero complevo, entdo:
(a) |sen z|> = sen?x + senh 2y.

(b) |cos z|* = cos? x + senh?y.

PROVA Considerando z = z + iy, resulta da parte (a) do Lema 3.2.2 que

2

2
lsenz|® = sen?zcosh?y + cos?

z senh %y

2

= sen?z cosh? y + senh 2y — sen?

x senh 2y
= sen?z(cosh?y — senh?y) + senh? y
= sen?z + senh?y.

Para provar a parte (b) use a parte (b) do Lema 3.2.2. W

EXEMPLO 3.2.4 (Os zeros de senz e cos z) Usando o Coroldrio 3.2.3, vamos encontrar os zeros das

fungoes sen z e cos z.

SOLUCAO Se z = x + iy, temos que senz = 0 < [sen z|2 =0 e do Corolario 3.2.3, resulta:

sen?z =02z =kn

|senz| =0 <
senh?y =0y =0,

e a partir daif, deduzimos que senz =0 < z = km, k € Z. De modo similar, deduzimos que

cosz=0sz=kn+7n/2, kel
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3.2.3 Outras Fungoes Trigonométricas

As outras fungoes trigonométricas sao definidas de modo natural, como no caso de uma varidvel

real. Temos:

sen z
(a) TANGENTE: tanz =
CoSs z
oS z
(b) COTANGENTE: cotgz =
sen z
1
(c) SECANTE: secz =
cos z
1
(d) COSSECANTE: cosecz =
sen z

As identidades bdsicas e as férmulas de derivacio sdo obtidas com as regras jd estabelecidas para as

funcoes sen z e cos z. Vejamos dois exemplos para ilustrar.

EXEMPLO 3.2.5 Provar a identidade

1+ tan® z = sec? 2.

SOLUGCAO Temos que

sen?z  cos®z +sen? 2 1 9

1+tan®2z=1+ 7 = 3 = 5 =sec” z.
cos? z Ccos? z cos? z

EXEMPLO 3.2.6 Vamos estabelecer a regra de derivagdo

(cotg z)’ = — cosec? z.

SOLUCAO Usando a regra do quociente, temos:

d /cosz —sen zsen 2 — CoS z COS 2 1 9
— = = ———— = —cosec” z.
dz

? (cotg2)
— (cotg z) = _
& sen? z sen? z

dz

sen z

Outras identidades e regras de derivagao envolvendo essas fungoes sdo deixadas como exercicios.

ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 3.2)

1. Encontre as solugoes das seguintes equagoes:

(a) senz=2 (b)cosz=2 (c)cosz=+2 (d)cosz=1/2.
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2. Verifique que as fungoes Re (cos z) e Im (sen z) sdo harmonicas no plano C.

3. Estabeleca as seguintes identidades trigonométricas:

(a) sen (iz) = isenh z.
(b) cos (iz) = cosh z.
(c) 1+ cotg?z = cosec? z.
(d) |cosz|* — !sen2 z! =cos(2Rez).
(e) cos(z+ w) = coszcosw — sen zsen w.
(f) sen(z+ w) = sen z cosw + senw cos z.
(g) 2sen(z+ w) -sen (z — w) = cos (2w) — cos (2z) .
(h) 2cos(z 4+ w) -sen (z — w) = sen (2z) — sen (2w) .
4. Determine os valores de z para os quais cos z é real.
. .
5. Determine onde a funcao f (z) = ez é analitica.
(e —1)cosz
6. Dado z = x + iy, comprove as seguintes desigualdades:
(a) |senhy| < |senz| < coshy (b) |senz| < |senz| (c) |cosz| < |cosz|.
7. Determine os valores de z para os quais:
(a) cos(i-z) =cos(iz) (b) sen(i-Zz)=sen (iz).
8. Determine todas as raizes da equacao sen z = cosh 4.

9. FUNGCOES HIPERBOLICAS As fungGes hiperbélicas senh z e cosh z sao definidas por:

senh z = (e +e77). (3.7)

N =

(ez - e*Z) e coshz=

N

Com base na definigao (3.7), vemos que senh z e cosh z sdo fungoes inteiras. Agora, mostre que:

d d
(a) = (senh z) =coshz e - (cosh z) = senh z.

(b) cosh?z — senh? z = 1.
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(c) senhz =senhxcosy + icoshzseny.
(d) coshz = coshx cosy — senh z seny.

(e) senh(z + mi) = —senhz e cosh(z+ mi) = —cosh z.
10. Em cada caso, determine as raizes da equacao.
(a) 2coshz=1 (b)senhz=14 (c) coshz=—2.

2 2 .
11. Mostre que |cos z|“ + [sen z|“ = 1 se, e somente se, z é real.

3.3 Logaritmos & Expoentes

O Exemplo 3.1.2 é a motivagao para se definir o logaritmo complexo. Dado um nimero complexo

0

nao nulo z = re’’, —71 < 6 < 7, o logaritmo de z, indicado por log z, é definido por:

logz=1Inr+i(0 +2kr), keZ,

o que torna a funcéo z —— logz, z # 0, plurivoca ou multivalente. Em outras palavras, se z é um
nimero complexo nao nulo, entdo log z representa um conjunto infinito de nimeros complexos e, no

caso em que k = 0, obtemos o wvalor principal de log z, denotado por Log z, isto é:

Logz=Inr+1i0, r>0, —7m<6<m.

0

E claro que se z = re?, com 7 > 0 e —m < 0 < m, entdo w = Logz < z = exp (w). Além disso,

fixado k, a aplicacdo z = expw define uma bijegdo da faixa (2k — 1)7 < Im(w) < (2k + 1), sobre

C\{0}, cuja inversa & dada por:
w=Inr+i@+2kn), r>0, —71<0<m.
EXEMPLO 3.3.1 Temos que Logi = im/2 e Log (—1) = im. Por outro lado:

logi = {(2k+1/2)mi, k=0,+1,42,43,...} e

log(—1) = {(2k+1)mi, k=0,4+1,+2 +3,...}.
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EXEMPLO 3.3.2 Do Ezemplo (3.3.1), vemos que:
Log (i*) = Log (—1) = im = 2 (im/2) = 2Log i

que se assemelha ao caso real, onde temos In ($2) = 2lnz, x > 0. Em se tratando de logz, que

representa um conjunto de valores, temos log (12) =# 2logi. De fato:

2logi = {(4k+1)mi, k€ Z}

log (i) = log(-1)={(2k+1)7i, k € Z}
e esses conjuntos sao distintos, isto é, log (12) # 2logi. Notamos que 3mi € log (22) e 3mi ¢ 2logi.
EXEMPLO 3.3.3 Se z = w = —1, entdo:

log(z-w) = logl=1Inl+ (0+2kni)=2kmi, ke€Z, e

logz+logw = log(—1)+log(—1)=Q2k+1)mi+2n+1)mi=2(k+n+1)mi, k,né€Z.

e, portanto, log (z - w) = log z +log w. Essa igualdade deve ser interpretada da sequinte forma: qualquer

valor de log (z - w) se expressa como soma de um valor de logz com um valor de logw.

EXEMPLO 3.3.4 A propriedade In (zy) = Inx + Iny, vdlida no caso real, com © > 0 ey > 0, seria

valida no caso complexo para a fungao Log z? Se considerarmos z = w = —1, obteremos:
Log(z-w) =0 e Log(z)= Log(w) = =i,
de modo que a propriedade nao é vdlida, em geral, para a funcao Log z.

EXEMPLO 3.3.5 Um fato que nos parece 6bvio é que exp (log z) = z, para z # 0. Entretanto, a relagdo
log (€*) = z nao ocorre para todo z, ji que log (e*) = z + 2kmi, k € Z. Na verdade, z é apenas um dos

valores assumidos por log (exp z) .

3.3.1 Ramos de w = log z (Propriedades Analiticas de Logz)

A fungao w = Logz =1Inr+1i6, r >0, —7 < 6 < 7, tem parte real u(r,f) = Inr e parte imaginaria

v(r,0) = 6 e no dominio D : r > 0, —7m < 6 < 7, onde as fungbes u e v sdo continuas, temos a
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continuidade de Log z. Para comprovarmos que D é o dominio méximo no qual Log z é continua, basta
observamos que u nao estd definida na origem e, por outro lado, Logz é descontinua em qualquer
ponto z = re'™, r > 0, do eixo negativo dos x. De fato, em um tal ponto Log z tem valor Inr + iw e

i(—m+1/n)

considerando z, = re , temos que z, — z e Log (z,) ndo converge para Log z, j4 que

Log (zp) =Inr+i(—7+1/n) — Inr — ir.

No dominio D, as funcdes u(r,8) e v(r,0) sdo de classe C? e as equacdes de Cauchy-Riemann sio
facilmente comprovadas:

vg=ru,=1/r e ug=—-rv,=0

e, por conseguinte. w = Log z é analftica em D, com derivada dada por

1
-, em D.

10 _
( ret 2

d
—(Logz) = e " (uy +iv,) =

dz

A notacao Log z é usada para denotar o valor principal de log z e, também, a fungdo analitica obtida
por restricao de Log z ao dominio D : r > 0, —7 < 6 < 7. Se na defini¢ao Log z = Inr 46 restringirmos

o valor de 0 ao intervalo a < 0 < a + 27, « fixado, a funcao
logz=Inr+1i0, r>0, a<l<a+2n

¢ univoca, ou univalente, na faixa horizontal o < Im (w) < a + 2.
Por ramo de uma fungao plurivoca f (z) entendemos qualquer func¢ao univoca F), analitica em algum

dominio D, no qual F(z) é um dos valores de f(z).

EXEMPLO 3.3.6 O ramo principal da fun¢io f (z) = Log z é definido por:

0

Logz=Inr+140, z=re? r>0, —m1<0<m.

EXEMPLO 3.3.7 Considerando o ramo principal de Log z, vamos identificar a regido de analiticidade
da fungao f(z) = Log (2 + ), sendo A um nimero real positivo. Se z = x + 1y, a fungio w = f(z),
definida por:

f(2) = Log (x + X+ 1y)

¢ analitica nos pontos z = x + iy fora da semireta {(x,y) :x+ X <0 ey =0}, isto é, fora do corte

L ={(x,0): x < —\}, como sugere a Figura 3.1
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v

Figura 3.1: Dominio de Log (A + z) .

EXEMPLO 3.3.8 O dominio de analiticidade da fun¢ao f (z) = Log (2 + 22) é determinado de forma
similar ao Exemplo (3.3.7); excluimos os pontos z para os quais z>+2 estdo no corte L = {(z,0) : x < 0}.

Temos:

f(z) =Log (2 + 22 —y? + 2xyi)

e f(z) serd analitica nos pontos fora da semireta {(z,y) :2+z* —y* <0 exy=0}. A opgioy =0 é
descartada e com x = 0 chegamos a ly| > /2. O dominio de analiticidade de f (z), ilustrado na Figura

3.2, é constituido dos pontos fora das semiretas L = {(0,y) : ly| > v2} .
ya

iﬁ§

=V

3R

Figura 3.2: Dominio de Log (2 + 22) .

3.3.2 Propriedades & Consequéncias

Algumas propriedades do logaritmo complexo sao vdlidas para log z e outras para Log z e é necessdrio

separar os casos. Por exemplo, a propriedade cldssica In (zy) = Inx + Iny, vélidas no caso real para
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x > 0ey > 0, ndo permanece valida no caso complexo, como ilustra o Exemplo (3.3.4). Vejamos alguns

Casos.

(a) Se z # 0, entao exp(log z) = z e, de acordo com o que vimos no Exemplo 3.3.5, ndo é verdade, em

geral, que log (exp z) = z.
(b) Se z # 0, entdo w = Log(z) < z = exp (w) . De fato, considerando z = z + iy, temos:
Log (exp z) = Log (ew . eiy) =In(e")+iy=x+iy =z
Por outro lado, dado w = pe’?, p >0, —m < ¢ < 7, entdo:
exp (Logw) = exp (Inp + i) = exp (In p) - exp (ip) = pe’¥ = w.

(c) Se z e w sao nimeros complexos nao nulos, entao log(z - w) = log(z) + log(w). Esta igualdade deve
ser interpretada como uma igualdade entre conjuntos, isto é, qualquer valor de log(z - w) pode

ser escrito como soma de um valor de log(z) com um valor de log(w). Para comprova-la, sejam

0

z=re ew=pe¥, comr >0ep >0, e observemos que:
b b

logz+logw = log(r-e?) +log(p-e¥) =Inr +i(0+ 2kw) +Inp +i(p + 2n7)

= In(rp)+i[0+¢+2(k+n)r]=log [(rp) . ei(9+‘p)] = log(z - w).

No Exemplo 3.3.4 enfatizamos que a relagao Log (z - w) = Log z + Logw nao é vélida, em geral,
para a fungao Log z. Vale ressaltar, ainda, que o conjunto de valores log z+1log z pode ser diferente

do conjunto 2log z. Considere z = —1 e verifique que os conjuntos log z+log z e 2log 2 sao distintos.
(d) Se w # 0, entdo log (1/w) = —logw. De fato, considerando w = pe’¥, p > 0 e k = —n, temos:
log (1/w) = log(p™'-e ™) =In(p™!) +i(—¢+2nm)
= —Ilnp—1i(p+2kn) =—log(w).
(e) Decorre de (c) e (d) que se z e w sao nimeros complexos nao nulos, entao:
log(z/w) = log(z) — log(w).
LEMA 3.3.9 (Propriedade da Poténcia) Se z = re, —7m < 0 <7, um complexo nio nulo, entio:

1
log(zl/”) = —log(z), n=1,2,3,....
n
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0 + 2k
PROVA Considerando que z'/™ = Y exp ( +ohm z) , k=0,1,2,,n — 1, temos:
- n

0+ 2k 1 0+ 2K
log<zl/n)zln({”/77)+i< + 7T+2m7r> :lnr—i—z’(H), (3.8)
n n n

onde m € Z e k' = k + nm. Por outro lado,
1 1 1 0 + 2m’
—logz==[Inr+i(0+2m'n)] = —Inr+i <+m77) , m' €. (3.9)
n n n n

Vemos que os conjuntos de nimeros complexos S1 = log (zl/ ") e Sy = %logz dados, respectivamente,

por (3.8) e (3.9) sao iguais. W
Finalizamos esta se¢ao ressaltando que, ao contrario do caso real, a propriedade log (2") = nlog z,
n = 1,2,3,..., ndo é valida, em geral, no caso complexo. De fato, dado z = 7€, com r > 0 e

—m < 0 <, temos:

log (2") = log <r"em6) =nlnr+i(nb+2kr), keZ

nlog(z) = mnlog (rew) =nlnr+in (0 +2k'r), k' €Z

e para que nlnr + i (nf +2kr) = nlnr + in (60 + 2k'7), devemos ter k = nk', isto é, k dever ser
um multiplo inteiro de n. E claro que nlog z ¢ um subconjunto de log (z™), mas, nem sempre se tem
log (2™) C nlogz. Por exemplo, considerando n = 2 e k = 1, vemos que z = 2Inr + i (20 4 2)
pertence ao conjunto log (z2) e nao pertence ao conjunto 2log z, porque nao existe um inteiro k', tal

que z = 21Inr + 2 (6 + 2k'T) .

3.3.3 Expoentes Complexos

Da relacao
1
log(zl/") =—logz, n=1,2,3,..., (3.10)
n
deduzimos que
1
exp[log(z'/™)] = exp < log z> (3.11)
n

e, para cada z # 0 fixo, o lado direito da equagao (3.11) assume n valores distintos. De fato:

1 0+ 2k
“logz = [1nr+i(9+2k7r)]:1n(c/¥)+z’< i W>, ke
n

1
n n
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e, assim,

1 0+ 2km ) 0+ 2km
exp Elogz = {/r |cos . + isen — |

0+2k7r> . <0+2k7r
— | +2sen [ ———

Considerando que a expressao cos ( ) assume n valores distintos, correspon-

n n
dentes aos valores £k = 0,1,...,n—1, deduzimos que o mesmo ocorre com exp (% log z) . Por outro lado,
temos que 2z = exp(nlogz), n=0,1,2,3,..., z # 0, e, também:
—-n —1\n 1 " 1
2 "=(z")"=(-) =exp|nlog— ) =exp(—nlogz).
z z
Temos, portanto, as seguintes relagoes:
2k = exp(klogz), VkeZ, (3.12)
1/n 1
z/"=exp| —logz), n=1,2,3,... (3.13)
n

As relagoes (3.12) e (3.13) motivam o conceito de poténcia com expoente complexo que, em geral,
definem funcoes multivalentes.

DEFINICAO 3.3.10 Dados z # 0 e A € C, a poténcia complexa z* é definida pela expressio:
2 = exp(\log 2). (3.14)

Por ramo principal de z* entendemos a funcio univalente ®(z) = exp(ALogz), definida no dominio

D:r>0, —m<0<m.
EXEMPLO 3.3.11 Determinemos a poténcia i~ 2. Temos

i~2 = exp(—2ilogi) = exp[—2i (2kn 4+ 7/2)i], k€ Z,
e daf resulta

i~% = exp[(4k + V7], k€ Z.

O exemplo a seguir, mostra, através de igualdade entre conjuntos, uma propriedade da poténcia

complexa de z.

EXEMPLO 3.3.12 Assim como ocorre com os expoentes inteiros, se z =0 e A é um numero complezxo

1
dado, entdo 2z~ = — - De fato, de (3.14) temos que:
z

1 1

-

— exp(~Alogz) = ——— = —,
: exp(—Alog 2) exp(Alogz)  2*
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Os valores de 2~ e de sdo, respectivamente,

22
exp[-A(In7 +i(0 4+ 2km))] e {expA(nr+i(0+2kn))]} ', keZ,

e esses conjuntos de valores sao iguais.

LEMA 3.3.13 O ramo principal ®(z) = exp(ALogz), r > 0, —7 < 0 < m, é analitico e a derivada é

dada por:
d

®'(2) = -

() = AL

PROVA O ramo principal ®(z) = exp(ALogz) ¢ a composicao das fungoes analiticas z — ALogz e

w — e¥ sendo, portanto, analitico no dominio considerado. A partir da Regra da Cadeia, obtemos:

¥(z) = (= [exp(hLog2)] = 2 [exp(ALog2)
B exp(ALogz)] ox B oo 2] = A1
_ [exp<Lng> } — dexp[(A— 1) Logs] = AL m

EXEMPLO 3.3.14 Vejamos o ramo principal de \/z. Temos que:

vz = exp(3Logz) =exp (3Inr+ 3i0) = exp (Iny/r +1i6/2)
= rexp(if/2) = \/r[cos(0/2) + isen(0/2)].

A analiticidade decorre do Lema (3.3.13), mas, pode ser investigada diretamente a partir das compo-

nentes
u(r,0) = /rcos(6/2) e wv(r,0) =+/rsen(0/2),
que sio de classe C? e as Equacdes de Cauchy-Riemann sdo facilmente comprovadas, notando que:

1 NG
up = NG cos(0/2) e wy= By cos(6/2)
T 1
up = = sen(0/2) e v, = NG sen(60/2)

e, portanto, u, = (1/r)vg e ug = — (1/r) v,. A derivada pode ser obtida diretamente do Lema (3.3.13),
com X\ =1/2, ou pela férmula (2.16) do Capitulo 2. Temos:
d e~

£(\/§) = e Yu, +iv,) = NG [cos(0/2) + isen(0/2)]
1 1

2./reif/2 27
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EXEMPLO 3.3.15 No ramo principal 0 < Arg z < 27, temos v/—1 = i. De fato:
VvV—1=exp (% Log (—1)) = exp [% (In1+ m)] — eim/2 — .,

Por outro lado, se considerarmos para \/z o ramo 21 < Argz < 4m, teremos /—1 = —i, pois, neste

caso, Arg (—1) = 3w e, portanto:
V—-1=exp (3log(-1)) =exp [} (In1+ 3mi)] = S = .

EXEMPLO 3.3.16 Em qual ramo devemos considerar \/z, para que se tenha /4 = —2? No ramo

m/2 < 0 < 5m/2, temos que Arg(4) = 2w, de modo que:
VA4 = exp B (In4 + 2m')] — 2™ — _9.

EXEMPLO 3.3.17 Consideremos a funcio f(z) = V22 + 4, determinada pela condi¢io f(0) = —2,

isto €, /4 = —2, e identifiquemos sua regido de analiticidade. Temos:
1 2
f(z)=exp B Log (2° +4)

e no ramo principal de Logz, a fun¢ao f(z) é analitica fora dos cortes L = {(x,£2) : © < 0}, mas, a

condicio V4 = —2 exige uma mudanca no ramo de Log z. No dominio
m/2 < Arg(z—2i) <bm/2 e —m/2<Arg(z+2i)<3n/2

temos que f(z) < 0, para todo z real, e as fungoes \/z & 2i sio analiticas. O dominio, ilustrado na

Figura 3.3, consiste dos pontos do plano C, fora dos cortes [(0,y); y >2] e[z =0; y < —2].
ye

2 ¢

=V

—2i

Figura 3.3: Domifnio de v/22 + 4.
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EXEMPLO 3.3.18 Fizado A € C, XA # 0, a exponencial de base X\, indicada por \°, é definida pela
relacdo:

A = exp(zlogA).

O walor principal de \* é a funcao f(z) = VP (N\*) = exp(zLog\), a qual é analitica e a derivada é
dada por:
' (z) = M Log .

ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 3.3)

1. Em cada caso, determine as solugoes da equacao

(a) logz=1in/2 (b)logz=1+1m.
2. Determine todos os valores e o valor principal de:

(a) log(—1) (b)logi (c)log2 (d) log(v%).
3. Dado z =re, 2 # 1, —1 < # < 7, mostre que:

1 2
Re[log (z — 1)] = 3 In (14 r® —2rcosf).

Por que a fungdo w = Re[Log (z — 1)] deve atender a equagao de Laplace fora do semieixo L =
{(z,0) : x < 1}7

Log (z +4)

4. Determine as singularidades da fungao w = 5
24+

5. Determine o valor principal de:
(@) i (b) (1=)% (¢) V3 (d) (1-)™ (e) (~1—iv3)m.
6. Dados z € C, z #0, e a € R, mostre que [2%| = |z]”.
7. Mostre que a fungdo w = Log (z — i) é analitica fora do eixo £ ={z: Re(z) <0e Im(z) =1}.

8. Usando o ramo principal de log z, obtenha uma expressao para v/z — 1.
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10.

11.

12.

13.

. Investigue a existéncia ou nao do limite

lim Logz.

z——1

A funcao Log z é continua no ponto z = —17

Calcule o limite das seguintes sequéncias (zy):

n

M (b) z, = (in)l/m (c) 2 = )‘7’ A <1 (d) z, — pl/in.
n

() zn = n

SOBRE O PARADOXO DE BERNOULLI Identifique onde estd o erro na sentenca abaixo:

(—2)2=22=2-log(—2) =2-logz = log (—z) = log .

FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS A funcdo inversa de z = senw, representada por

w = arcsen z, ¢ definida pela relacao

1 . i
W = arcsen z < z = % (e“" —e “”).
i

Considerando ¢ = e™, a equacdo do lado direito de (3.15) nos da:
€2 —-2i26—1=0
e, efetuando o completamento do quadrado, obtemos
(€—i2)’ = 1-R2ef—iz=x(1-22)"
& exp (iw) =iz + V1 — 22
Da 1ltima igualdade, resulta:

w = arcsen z = —ilog(iz + V1 — 22).

Agora, defina as funcGes arccos z e arctg z e estabeleca as seguintes relacoes:

(a) arccosz = —ilog(z + V22 —1) (b) arctanz = 3 log <Z * Z) :

i—z
Estabeleca as seguintes regras de derivagao:

d 1 d 1 d 1
() - (arcsenz) = —— — (arccos 2) = ————— — (arctan z) =
V4

i Vg A= 9 52

(3.15)
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14. FUNGCOES HIPERBOLICAS INVERSAS Demonstre as relagoes:

1
(a) arccoshz = 1og(z+m) (b) arcsenh z = log(z+\/m) (c) arctgh z = %log <1 * Z> :
—z

3.4 Transformacoes do Plano C

Para comecar, investiguemos, do ponto de vista geométrico, a agao de uma transformacao linear

T :C — C, em trés situacgoes simples.
(a) TRANSLAGAO Fixado um ndmero complexo n = a + ib, a translacdo w = z + n transforma o
ponto (x,y) do plano z no ponto (z + a,y + b) do plano w e uma dada regiao R do plano z é
transformada em uma regiao congruente R* do plano w. Em particular, w transforma retas em

0

retas e circulos em circulos. Por exemplo, o circulo z = re®, r > 0, 0 < 0 < 27, é transformado

no circulo w = 1 + re? de centro 7 e raio .

(b) ROTAGAO Dado um nimero £ = ¢+ id, a transformacao w = £z consiste de uma rotagao de um
angulo ¢ = Arg (), seguida de uma contragao, se |{| < 1, ou uma expansdo, no caso em que
|¢| > 1. Essa transformagao também transforma retas em retas e circulos em circulos. Note que

se z =re¥ e £ = pe'¥, entdo w = rpet?+),

(c) MOVIMENTO RIGIDO A transformgao linear 7' (z) = £z + 7, sendo £ e n nimeros complexos, é
a composicao da rotagdo z — £z com a translacdo w — w + 7. A imagem da circunferéncia

0

viz=re? r>0,0<0<2nm, ¢a circunferéncia I' : w = 1 + pre!®¥) | de centro 7 e raio rp.

EXEMPLO 3.4.1 A transformag¢io w = (14 1) z+2—1 é do tipow =&z+n, onde { = 1+i en=2—1.

FEla consiste de uma rotagao de 7/4 sequida de uma transla¢ao por meio den =2 —1i

EXEMPLO 3.4.2 Nos parece 6bvio que a transformagio w = z/|z|* é uma inversio no circulo |z| = 1,

porque |w| =1/ |z| e arg (w) = arg (z) . Ela transforma circulos em cicrculos (veja o Ezercicio 13).
Se a, b, c e d sdo nimeros reais, a equagao

a($2+y2)+bx+cy+d:() (3.16)
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pode representar um circulo, no caso em que a # 0, ou uma reta se ¢ = 0. Com a mudanga de varidvel

1
= -1/, 70 (3.16) torna-se:
U+ v P ouw = 1/z, a equagao (3.16) torna-se

d(u*+2v%) +bu—cv+a=0, (3.17)
e observando as equagoes (3.16) e (3.17) concluimos que:

1. Um circulo v no plano z que néo passa pela origem (d # 0) é transformado pela fungao w = 1/z

em um circulo no plano w, que nao passa pela origem.

2. Um circulo no plano z que passa na origem (d = 0) é transformado em uma reta no plano w que

nao passa pela origem.

3. Uma reta no plano z que nao passa pela origem é transformada em um circulo no plano w que

passa na origem.

4. uma reta no plano z pela origem é transformada em uma reta no plano w pela origem.
Como casos particulares, ressaltamos:

(a) A imagem da reta vertical Re (2) = xg # 0 do plano z é o circulo u? + v? — L —0do plano w;
Zo

(b) A imagem da reta horizontal Im (z) = yo # 0 do plano z é o circulo u? + v? + 2 =04do plano w;
Yo

(c) O semiplano Re (z) > z¢ > 0 é transformado no disco > xg, isto é:

u? 4 v2

1 2+2< 1
U — — v —_— .
2x0 _4333

A fungao w = 1/z é 1itil no estudo das propriedades de uma fungao f (z), onde se envolve o ponto

no infinito. Quando lir% f(1/z) = wp, diremos que f (0c0) = wy e, nesse sentido, teremos:
zZ—

lii%f(l/z) =wy & Zliﬂr&f(z) = w.

4 2
Por exemplo, para tornar a funcao f (z) = (12)2 continua no infinito, colocamos f (00) = 4. De fato,
—z
basta observarmos que:
. . 4
fm f(1/z) = g e =4

Por fim, observamos que lirri 1/f(2) =0 e ao definirmos f (1) = co, tornamos f continua em z = 1.
z—r
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EXEMPLO 3.4.3 (Transformacao de Mdoebius) A transformacao w =T (z) definida por:

az+ [
w=T ()= Et, (3.15)
é a Transformacdo de Mdoebius e admitindo £ #0 e an — BE # 0, ela assume a forma:
a  (an—pBg ) 1
w= =+ 3.19
§ < £ §z+1 (3.19)
ou ainda:
Azw+ Bz +Cw+ D = 0. (3.20)

A condigao an — BE # 0 faz com que a transformagdao (3.18) néao seja constante e resolvendo (3.19)

encontramos:
—nw + 3
=
Ew — «

e cada ponto do plano w é imagem de um tunico ponto do plano z, exceto quando w = «/§. Para
obtermos uma bijecio T : CU{oo} — C U {oo} basta definirmos T'(—n/&) = 00 e T (o0) = a /€, & #
0, e T(c0) = 00, no caso em que & = 0. Se w = Tz é a Transformagao de Mobius e definirmos
T (00) =00, se £ =0, T(—n/&) = 0o e, caso & # 0, colocarmos T (c0) = a/&, obteremos uma bijegcdo
T:CU{oo} — CU{oo}. Finalmente, olhando a transformagio T sob a forma (3.19), deduzimos que

ela transforma circulos em circulos (retas sao consideradas circulos de raio o0).

EXEMPLO 3.4.4 Dados os nimeros complexos zp e wg, k =1,2,3, a transformacao de Mdbius

(w—wy) (wg —w3) (2 —21) (22 — 23)

= 3.21
(w—w3) (we —w1) (2 —23) (22 — 21) (3.21)

leva z, em wy, k=1,2,3. Primeiro observamos que (3.21) pode ser escrita sob a forma:
(z—23) (22 — 21) (W —w1) (wy —w3) = (2 — 21) (22 — 23) (W — w3) (wg — w) (3.22)

e, expandindo os produtos, vemos que (3.22) é do tipo (3.20) , isto €, (3.21) é, de fato, uma transformag¢ao
de Mobius. Segue diretamente de (3.22) que w = wj, quando z = zj, para j =1 e j = 3. No caso em

que z = z9, obtemos de (3.21):
(w —w1) (wg —ws) = (W — ws) (wg —w1),

que possui solug¢ao unica w = wy. Em resumo, a (3.21) transforma o ponto zp no ponto wy, k= 1,2,3.
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EXEMPLO 3.4.5 Se, por exemplo, wy = o0, substituimos em (3.21) wg por 1/wy e obtemos, com
we = 0, a sequinte erpressao:
(w—wy) _ (z —21) (22 — 23)
(w—ws3) (z—z3) (22— 21)

(3.23)
que é a Transformagdo de Mdbius que leva z1, z9 e z3 em w1, 0O e ws, respectivamente.
EXEMPLO 3.4.6 Vamos determinar a transformagao de Mdebius que aplica o semiespago [Im z > 0]

sobre o disco |z| < 1, de maneira biunivoca. Mostre que a transformacao leva o disco |z| < 1 no disco

|lw| < 1. Descreva geometricamente a transformagdao no caso em que zg = 0.

52— %
e A imagem do disco |z| < 1 pela transformagio w = e/ — 01,
207 —

»eRelzl <.

e A imagem do semiplano [Im z < 0] pela transformagao w = ei‘z’i;zol, sendo Im (zg) < 0.
208 —

ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 3.4)

1. Mostre que a fun¢do w = iz + 4 transforma o semiplano [Re (z) > 0] no semiplano [Im (w) > 1].

2. Determine a imagem do semiplano [Im (z) > 0] pela transformacgao w = (1 + %) z. Primeiro usando
coordenadas polares e, depois, coordenadas cartesianas.
3. Determine a imagem da faixa x > 0, 0 < y < 2 pela transformagao w = iz + 1.

4. Em cada caso, determine a imagem do conjunto D indicado, pela transformacio w = z2.

(a)D:r>0;,0<6<7m (b)D:r<rp; 0<f<7 (c)D:ay=c; 22 —y*=c
(d)D:y=c (e)D:z>0, y>0;, 2zy<1l () D:|z|+ |yl <1

5. Descreva a imagem do setor circular 0 < § < 7/4; 0 <r < 1, pela transformacao:

(a) w=22 (b)w=2 (c)w=2z%

6. Descreva a regido do plano C (a pré-imagem) que é transformada pela a aplicacio w = 22 no

retAngulo R : 1 <u<2; 1 <v <2,

7. Descreva, geometricamente, a aplicagdo w = (z — 1)_1 .

8. Repita o Exercicio (4), com a transformagdo w = 1/z e o conjunto D descrito por:
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10.

11.

12.

13.
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(a) D:0<y<1/2¢c (B)D:y>c>0 (c)D:x>1;y>0 (d) D:2?—y?=1.

. Determine a imagem da faixa x > 0; 0 <y < 1 pela transformagao w = 1/z.

Suponha que o circulo z = zg+7€?, 7 > 0, 0 < § < 2, seja transformado pela aplicacdo w = 1/z

em um circulo de centro wy. Mostre que wy nao pode ser imagem de zg.

Um ponto zp ¢ dito ponto fizo da transformagao w = T (z) se T (z9) = zo9. Determine os pontos

-1
fixos da transformacao w = : .
z+1

Qual a imagem da regido R = [0, 1] x [0, 2] pela transformagao T (z) = (1 +14) z + 2 —3?
A transformagao w = 1/z estabelece uma correspondéncia entre C\ {0} e C e pode ser escrita na

forma w = &, sendo & = z/|z|*.

(a) Mostre que a fun¢ao w transforma um circulo v do plano z, que ndo passa pela origem em

um circulo I" no plano w, que nao passa pela origem.

(b) Determine as imagens das retas x = 1 e y = 2 pela transformacao w.

RESPOSTAS & SUGESTOES

3.1.

FUNCAO EXPONENCIAL

. Considerando z = x + iy, encontramos:

(a) exp (22) = 2% cos (2y) + ie*® sen (2y) .
(b) exp (2?) = eV’ cos (2xy) + ie” Y sen (2zy) .

(c) exp (iz) = €Y cosx + ie¥ sen x.

. Para resolver a equacio e = pe'? designamos z = x + iy para obter ¢ = p ey = ¢+ 2kn, k € Z.

(a) exp(22) = —1 < e¥® =0e 2y = 7 + 2kn. As rafzes sdo z = (kn +7/2)i, k € Z.
(b) exp(z) =i e*=0ey=m/2+ 2kw. As raizes sao z = (2kr +1/2) 1, k € Z.

(c) z=In2+ (2k+ 1) mi.
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10.

11.

(d) z=+VEkr £ivkr, k=0,1,2,3,....

(e) z=3+kmi, keZ

. Considerando z = x + 1y, temos:

(a) Re(e*) = 0 & eTcosy = 0 & y = km + 7/2. Assim, as solugbes da equagdo sdo z =
x+ (km+7m/2)i, k € Z.

? =5 é equivalente a:

(b) Se A = e*, a equagao e® 4 6e~
(A—5/2)* =1/4,

istoé, A\=30u A=2. Logo, z =In3 + 2kwi ou z =In2+ 2nxi, k,n € Z.

. A igualdade exp (E) = exp (iz) ¢ vélida seja qual for o nimero complexo z.
. Se z =z + iy, entdo |exp (—22)| < 1 & e 2 <1< —2x < 0. Logo, = > 0, isto &, Re (z) > 0.

. O conjunto aberto S é o semiplano superior {(ac, y) ERZ:y > 0} .

Considerando z = z -+ iy, temos que |exp (2z + i)| = exp (2z) e |exp (i2?)| = exp (—2zy) e, usando

a desigualdade triangular, resulta:

IA

|exp (22 + i) + exp (222)| lexp (22 4 i)| + |exp (122) |

= exp(2z) +exp (—2zy) .

. Para z = x + iy, temos que exp (z) € R < e*seny = 0 e dai resulta y = k.

. A funcdo f(z) nao é analitica em ponto algum, enquanto g (z) é analitica nos pontos z # 2ki.

Temos uma consequéncia da Regra da Cadeia. A funcao F'(z) é a composigao das fungoes analiticas

2

f(2) ew — exp (w). As fungoes z — z° e z — iz sdo inteiras e 0 mesmo ocorre com as composi¢oes

z > exp (22) e z — exp (iz) .

Nos pontos z # 0 a fungdo f (z) = exp (1/z) é analitica e suas componentes Re [f (2)] e Im [f (2)]

sao, portanto, harmoénicas conjugadas.
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12. As fungoes U (z,y) e V (x,y) sdo, respectivamente, a parte real e a parte imagindria da fungao

analitica F' (z) = exp [f (z)] sendo, portanto, harménicas conjugadas..

13. A tnica singularidade é o ponto z = —1.
14. Da desigualdade (1.12), com w = —zp, vemos que |f (z)| < 1, sempre que |z| < 1, No caso em que
20 = 0, temos f (2) = —e'® - z, que corresponde a uma rotacao do ponto —z de um angulo ¢.

3.2. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

1. Em cada caso, consideramos z = x + iy e A = e'%.

(a) Temos

senz = 2 A —4iA—-1=0

s (A -20)=+iV3e = (Qiﬁ)i.
Retornando & varidvel z, encontramos:

y:—ln(Qi\/g)

¢l = (21\/5)“:»@—%” - (Qi\@) /2 o
x=2kn+mw/2, kEeELZ.

Assim, as solugoes da equagao senz = 2 sdo z = 2kr +7/2 — iIn (2 + \/§) , keZ.
(b) Se fizermos A = €'*, a equagdo cos z = 2 torna-se equivalente a (A — 2)? = 3. Logo,

cosz = 2<:>eiZ:L0g(2:|:\/§) :1n<2j:\/§)

o izzln(Qi\/g) +2k7ri<:>z:2n7r—iln(2:|:\/§), nez.
2. Do Lema (3.2.2) resulta que
u(z,y) = Re(cosz) =coszcoshy e wv(x,y)=Im(senhz) = coszsenhy,
as quais sao func¢des de classe C? e temos:
Au =45 +uyy = (—coszcoshy) + (cosz coshy) =0, em C.

De forma similar, mostra-se que Av = 0, em C. Recorde-se que as componentes (parte real e parte

imegindria) de uma fun¢ao inteira sdo harmonicas conjugadas!



CAPITULO 3 - FUNCOES COMPLEXAS ELEMENTARES 113

3. Primeiro, veja os conceitos das fungoes trigonométricas e hiperbdlicas.
(a) Temos
. 1 i(iz) —i(iz) 1 —z z i z —z .
sen (iz) = — [e""®) —e }:—,[e —€’] =~ [ —e 7] =isenhz.

(b) Similar ao anterior.

Cos z
(c) Partindo de cotg z = ——, temos:
sen z

1+4cotg®z =1+ cos” 2 = i i = = = cosec? 2
sen? z sen? z sen? z '
(d) Do Coroldrio 3.2.3, temos
lcos z|? — [senz|? = cos®z +senh?y — (sen® z + senh?y)
= cos?z — senh? = cos (2z) .
(e) Temos:
coszcosw = i {ei(”w) + i) i) o ei(“’*z)}
sen zsenw — 1 [ei(z+w) _ eiztw) 4 gi(zmw) ei(wfz):|
4
e, portanto,

[ei('zﬂ”) + eii(”“’)} =cos (z +w).

N

COSZCOSW —senzsenw =

(f) Proceda como no caso precedente.

(g) De acordo com a definigao, temos:

1 . L 1
2 sen (z =+ w) sen (z — w) = 2. 271 (6zz+zw o e—zz—zw) . ?Z (

1 . . . .
— _5 (627,2 + 67212 _ 62111) _ 672zw) — — oS (22) + cos (271)) .

1Z—1W 6—zz+zw)
(h) Proceda como no caso precedente.

4. Temos que

cosz € R&Im(cosz)=0<senz(e ¥ —e¥) =0

& x=kr ou y=0.

Assim, cos z é real se, e s6 se, z é real ou z = kw + iy, y € R.
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5. A funcdo f(z) é analitica em qualquer ponto z, tal que (e* —1)cosz # 0, isto ¢, nos pontos

z # 2kmi ou z # km + /2.

6. As desigualdades decorrem do Coroldrio 3.2.3

7. A igualdade cos (i - Z) = cos (iz) ocorre para qualquer z. Por outro lado,

sen(i-z) — son(iz) & 2% lexp (=2) — exp (2)] = —2%, [exp ()~ (7]
& g lexp(=2) —exp ()] =~ [exp (-2) — exp (2)

& exp(—2)—exp(z) =0« z=kmi, kel

8. Temos que

sen z = cosh 4 < senx coshy + ¢ cos x senh y = cosh 4

e, portanto:

senx coshy = cosh4 (I)

coszsenhy = 0. (1I1)
De (II) resulta que y = 0 ou = kw + 7/2, com k € Z, e a op¢ao y = 0 nos conduz ao absurdo
senx = cosh4, ja que cosh4 > 1. Assim, x = km + 7/2 e usando a equagao (I), considerando que

(—1)k = *£1 e cosh4 > 0, encontramos:

sen (km +m/2)coshy = cosh4 < (—1)" coshy = cosh4
&< coshy = cosh4
& oy = 14.

Assim, as raizes sao z = 2nw + /2 + 4i, n € Z.

9. Consequéncia direta da definigdo. Como ilustracao, vejamos a parte (e).

(e) Temos:

(ez+7ri _ e—z—m) _ % (ez . e7rz' _e % e—wi)

(—ez + efz) = —senh 2.

senh (z + i) =

N = DN =

10. Em cada caso, vamos considerar \ = e~.
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(a) A equacdo 2coshz = 1 é equivalente a A2 — A 4+ 1 = 0, com rafzes A = e=™/3, Logo:

L
eZ:QiZ\Q/g@z:i(%ﬂiﬁ/?)), ke Z.

(b) A equagio senh z = i & equivalente a A2 —2i\ — 1 = 0, com raiz A\ = i = €"™/2, de onde resulta
z=1(2km+7/2), k€.

(c) Neste caso, temos:

2 .
coshz:2<:>>\2+4)\+1:0<:>)\:2i\2f:(2j:\/§/2>-e”r

e as rafzes sdo z = In (2 4+ v/2/2) + (2k + 1) i, k € Z.

Se z = x é um niimero real, é sabido que cos® z 4+ sen? x = 1. Reciprocamente, se z = = + iy é tal

que |cos z|2 + |sen z\Q = 1, segue do Corolario 3.2.3 que senh?y = 0 e, portanto, y = 0 e temos que

¢ ndo nulo, entdo log z = Inr+i (0 + 2km), k € Z, e temos a seguinte

logz=1in/2 = z=exp(in/2) = z = 1.

11.
z é real.
3.3. LOGARITMOS & EXPOENTES

1. Recordemos que se z = re'’
propriedade: exp (logz) = z.
(a) Temos:
(b) logz=1+ir=z=exp(l+im) = 2z= —e.

2

. Dado z = re® # 0, o valor principal de log z é Log z = Inr 4+ .

(a) log(—1) =log (") = (2k+1)m e Log(—1)=mi.
(b) logi =log (¢!™?) = (2k+1/2)mi e Logi = ir/2.
(c) log2 =log (2¢"%) =In2+2kmi e Log2=In2.

(d) log (i1/2) =log [exp (3logi)] = (k+ 1) mi= e Log (Vi) =in/4.
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3. Se z = x + iy, ao calcular log (z — 1), encontramos:
log(z—1)=In|z—1|+i(p+2kn), ke€Z, o=Arg(z—-1),
e, portanto,

Re(log(z—1)) = In|z—1] —ln< (x—1)2+y2>
1 1
= 5ln(mz—l—yQ—i—l—230):511&(1—1—7“2—2?"0039).

A funcdo w = Re[Log(z —1)], z # 1, é a parte real da fun¢do analitica z — Log(z —1) e,

portanto, é uma fungao harmoénica.

4. A fungdo Log (z + 4) é analitica fora da semireta S : Re (z) < —4, Im (z) = 0, enquanto 22 + i se
Log (z +4)

. . 1 A s
anula nos pontos z # +75 (1 — ). Assim, a funcao w 2

¢é analitica na regiao:
R:{ze((::z#i%(l—i) ez¢s}.
5. O valor principal de z* é dado por:
2 =exp(ALogz), z#0.

(a) i* =exp(—7/2).

(b) (1—i)* =exp(m+ilnd).

(c) (20)"? = exp [ Log (2i)] = exp [L (2 +in/4)] =1 +i.
(d) 1—i)""" =2exp(n/4) - exp[i (In2 — 7/4)].

(e) (—1—iv3)"™ = exp [2n2 + (3rIn2) ] .

0

6. Se z =re", e considerando que « é real, temos:

12%] = lexp(aLogz)| = |exp (aln |z| + i)| = |e* ] . ¢

eocln|z| — eln|z\a _ |Z|a.

7. Recorde-se que Log z ¢ analitica fora do eixo L = {(z,0) : x < 0}.
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. Considerando z = x + iy, temos:

Vz—1 = (z— 1)1/2 =exp [ Log (z — 1)]

— _ 2 2 3 Yy
exp [ln\/(:n )4y —|—2arctan <x—1>}
= \J(z—1)2+y2-exp Barctan<$yl>}, x # 1.

. A funcdo f(z) = Log z néo é continua em ponto algum do eixo L = {(z,0) : < 0}.

.@@)0 (b)1 (c)0 (d) 1.

.Sez=re? r>0, —1m <0 <7, entdo 22 = r2e?Y, de modo que:

log (2%) =2Inr+i (20 + 2km), keZ
2-logz=2-[Inr+i(0+2nm)] =2Inr+i(20 +4nw), necZ.

Os conjuntos {20 + 2km : k € Z} e {20 + 4nm : n € Z} sao distintos! O erro ocorre ao usar a

propriedade log (z2) = 2-log z, a qual nao é vilida em geral.

TRANSFORMACOES DO PLANO C

. Se z=x+ iy, entdo w =iz +1i = —y + (x + 1) i e, portanto:

Re(z) =z >0 Im(w)=2+1> 1.

. Em coordenadas polares, o semiplano [Im (z) > 0] é descrito por r >0, 0 < 6 < 7. Assim:
w=(1+1)z = 2™ 4re!? = r/2¢0+m/4)

e, portanto, m/4 < Arg (w) < 57/4. A imagem do semiplano [Im (z) > 0] é o semiplano [Im (w) > Re (w)].

Em coordenadas cartesianas, temos:

Im(w)>Re(w)ev>usrt+y>c—ysy>0<ze[Im(z) >0].

. A imagem ¢ a faixa {w =u+iv: -1 <u<lewv>0}.







4. Integracao Complexa

4.1 Funcao Complexa de uma Variavel Real

Seja F'(t) = = (t) + iy (t), a <t < b, uma fungdo complexa de uma varidvel real ¢, e suponhamos
que as fungoes reais z (t) e y () sejam continuas no intervalo [a,b], exceto, possivelmente, em uma
quantidade finita de pontos de [a, b], onde elas tém limites finitos. Uma tal fungdo F'(¢) é conhecida

pela denominagao de continua por partes em [a,b] e a integral de F' (t) no intervalo [a, b], indicada por

b
/ F (t)dt, € o nimero complexo definido por:
a

/bF(t)dt:/bRe[F(t)]dt+i/b1m[F(t)]dt:/ba:(t)dt—Irz'/by(t)dt. (A1)

EXEMPLO 4.1.1 Se F (t) =€, 0 <t < 7/2, temos, de acordo com a definicio, que:

w/2 /2 /2 /2
/ F(t)dt = / edt = / cos tdt + ’L/ sentdt =1+ 1.
0 0 0 0

PROPOSICAO 4.1.2 (Propriedades Basicas) Se F (t) e G (t) sao fungdes continuas por partes em

[a,b] e A é qualquer constante complexa, entdao:

(a) LINEARIDADE: /b A-F(t)+G(t)]dt =M\ /bF (t)dt + /bG (t)dt.

/abF(t)dt‘ < /:|F(t)|dt.

(c) TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO: Se @ (t) = «a(t) +i8 (t) é uma primitiva de F (t) em

(b) DESIGUALDADE ELEMENTAR:

[a,b], isto é, as componentes o (t) e B (t) sdo derivdveis em [a,b] e
)= t)+iB (t)=F (), a<t<hb,

b
entao / F(t)dt = ®(b) — ® (a). Em particular, se F (t) é de classe C1 em [a,b], temos:

/bF’(t)dt:F(b)—F(a).
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DEMONSTRACAO

(a) Considerando F' (t) =z (t) + iy (t), G(t) = a(t) +iB (t) e A = a + b, um célculo direto nos da:

b b b
/[)\-F(t)—i—G(t)]dt _ /[A-m(t)+oz(t)]dt+i/ -y (6) + B ()] dt

= A </abx(t)dt+i/by(t)dt> +/aba(t)dt+i/ab5(t)dt

_ A./abF(t)dH/ab(:(t)dt.

b b
(b) Representando / F (t) dt sob a forma polar re? e notando que / e”® . F (t)dt = r & um nimero
a a

real, segue da propriedade linear (a) que:

r= e—“’/bF (t) dt = /be—i"‘ CF(t)dt = /b Re |- F (1)] d.

/abF(t)dt‘ :r:/abRe [e*io.F(t)} dtS/ab

(c) Consequéncia direta do Teorema Fundamental do Célculo de varidvel real. De fato:

Logo,
b
eia.F@))dt:/ P (8)] dt.

t=b t=b

/abF(t)dt = /abm(t)dt+i/aby(t)dt: [a(t)]ta+i- [ﬁ(t)]ta
= a)—ala)+i 5~ @] =a)+i 60)- (o) +iba)]

= () -T(a). M

ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 4.1)
1. Calcule as seguintes integrais:
/4 [ 2 )
(a) / etdt (b) / e *'dt, Re(z) >0 (c) / emte=mtdt  m,n € 7.
0 0 0

2. Calcule as integrais trigonométricas:

(a) /0 ﬁtexp(z‘ﬂ) dt (b) /O i (e +isent)dt (c) /0 Wcos(it)dt.




CAPITULO 4 - INTEGRACAO COMPLEXA 121

4.2 Funcao Complexa de uma Varidavel Complexa

Nesta segao apresentaremos o célculo integral para fungdes w = f(z), de uma varidvel complexa,
definida e continua em uma regidgo do plano C contendo um arco 7y : z(t) = z (¢t) + iy (t), a <t < b.
Inicialmente faremos um breve comentédrio sobre contornos regulares 7, no plano C, para em seguida

tratarmos das integrais de f (z) sobre o contorno ~.

4.2.1 Contornos e Integrais

Por arco v no plano C entendemos a imagem de uma fungao contninua z : [a,b] — C, isto é, o
conjunto dos pontos z (t) = z (t) + iy (t), a <t < b, onde = (t) e y (t) sdo fungdes reais continuas no
intervalo [a,b]. A orientagao positiva do arco v é aquela correspondente ao sentido crescente de valores
de t. O ponto A = z (a) e B = z (b) denominam-se, respectivamente, ponto inicial e ponto final do arco
~. Por simplicidade, faremos referéncia ao arco v como sendo a funcdo ¢t — z(t). Veja a ilustragao
grafica na Figura 4.1.

yA
Y

A=z(a)
/g\, B=2z(b)
e

v

v

Figura 4.1:

Em um arco v : z (t) = = (t) + iy (t), um ponto P = z (t), proveniente de dois valores distintos de ¢,
internos ao intervalo [a, b] , denomina-se ponto miltiplo; os demais pontos sao pontos simples. Um

arco v = z (t) constituido apenas de pontos simples denomina-se arco simples. Neste caso, temos:

t#s=2z(t)#z2(s), a<t,s<b.
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No arco simples pode ocorrer que v (a) = 7y (b) e, neste caso, o arco simples denomina-se fechado; um
arco simples fechado também é denominado arco de Jordan. O comprimento do arco v é o nimero

real L (v), dado por: .
L(~) —/ 2" (t)] dt (4.2)

e, com a notagdo dz = dx + idy, vemos que o comprimento do arco - se expressa sob a forma

Lm=LW4

DEFINIGCAO 4.2.1 Um arco vy de equagao z (t) = = (t)+1y (t), a <t < b, é denominado arco regular
ou suave quando as fungoes  (t) ey (t) forem de classe C* em [a,b] e a velocidade 2' (t) = 2’ (t)+1iy' (t)

¢ nao nula em cada t do intervalo [a,b.].

Em um arco regular v, se 2’ (t) = 0, entao o vetor 2’ (t) = iy’ () & vertical e no caso em que 2’ (¢) # 0,

entdo y' (t) /o’ (t) é a declividade da reta tangente ao arco -y, no ponto z (t).

LEMA 4.2.2 Se a fungdo f (z) é continua sobre o arco regular vy e |f (z)] < M, em 7, entdo:

b
/f@@%ﬂmﬂéMiwy (13)

PROVA Segue da propriedade bésica (c) da Segao 4.1 que:

b b
[reoroa < [ ol

IN

b
M/ |2 (t)|dt =M - L(v).

EXEMPLO 4.2.3 A circunferéncia |z| = 1, de centro na origem e raio 1, é descrita na forma paramétrica

por z (t) = e, 0 <t < 2m. Trata-se de um arco simples, fechado e regular.

EXEMPLO 4.2.4 O arco ~y definido por

é simples e consiste do segmento de reta de z =0 até z = 1+ ¢, sequido do segmento de z = 1+ 1 até

z =241, como ilustra a Figura 4.2.
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Y1

v

Figura 4.2: Gréfico para o Exemplo 4.2.4

EXEMPLO 4.2.5 (Arcos Justapostos) Osarcosy,:z=2(t), a<t<bey,:w=w(s), b<s<c
sao justapostos, como ilustra Figura 4.3, e o contorno vy, + 4, denominado justaposicio dos arcos vy, e

Yo, € definido por & = £ (t), sendo:

z(t), sea<t<b

w(t), seb<t<e.

A (@) y
c z(b) =w(b)
__ 5
b Y
! Y2
a
)

Figura 4.3: Arcos Justapostos

DEFINICAO 4.2.6 Um nimero finito de arcos requlares e justapostos recebe o nome de contorno.

EXEMPLO 4.2.7 O arco vy definido no Exemplo 4.2.4 é um contorno simples. Ele é constituido pelos

arcos regulares v, € vsy.

EXEMPLO 4.2.8 A fronteira da regico D = {z =z +iy: |z|+|y| <1} é um contorno simples e

fechado, o qual coincide com o quadrado de vértices z = £1 e z = +i.
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4.2.2 A Integral

A integral de uma fungao continua w = f (z) sobre um contorno 7 : z (t) =z (t) + iy (t), a <t <b,

é, por definigao, o nimero complexo / f (2) dz, dado por:

/f dz—/ f(z (t) dt. (4.4)

De forma mais geral, podemos considerar fungées complexas f(z) = uw + v, com componentes
u(z(t),y(t)) ev(z(t),y(t)) continuas por partes em [a,b], isto &, sobre a curva -, e a integral (4.4)

estd bem definida:

b
/f(Z) dz:/ [w (@ (8),y(t) +iv (@ (), y(©)]- (' (t) + iy (t)) dt.
o' a

2

EXEMPLO 4.2.9 Para ilustrar o conceito, vamos calcular a integral da fun¢ao f (z) = z°, ao longo do

segmento v que liga a origem ao ponto 1+ 2i.

SOLUGAO O segmento 7 & descrito por z(t) =t + 2it, 0 < ¢t < 1, de modo que dz = (1 +2i)dt e

temos:
1 1
/z%zz = / (t + 2it)* (1 + 20) dt = (1 + 22')/ (=3 + 44) t3dt
v 0 0
1
= (1+2z’)(—3+4i)/ 2dt = L (14 2i) (—3+ 4i) = —3 (11 + 27).
0
EXEMPLO 4.2.10 Se «y € o arco |z| = 1, orientado de z = —1 até z = 1, temos:

0
/zdz = / e ieltdt = —
~y ™

LEMA 4.2.11 (Teorema Fundamental do Calculo) Se, sobre o contorno v :z =z (t), a <t <b,

a funcio F (z) é uma primitiva analitica® de f (z), entdo

/f(z)dz=F<z<b>>—F<z<a>>.
Y

PROVA Usando o conceito de integral e a Regra da Cadeia, encontramos:

Lf(z)dz - /f /:F’(z(t))z/(t)dt

= /dt[F( ()] dt = F(z(b)) = F(2(a)). W

a

8F (2) é uma "primitiva analitica" de f () se f' (z) = F (2).
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EXEMPLO 4.2.12 Se vy é um arco reqular ligando o ponto z1 = 1 ao ponto z3 =i, entdo F (z) = 23/3

é uma primitiva de z* e do Lema (4.2.11)

3
/zde— z
~ 3

EXEMPLO 4.2.13 Se v é o segmento de reta de z =1 até z = 1 + i, usamos Log z como primitiva de

)

1:5(2'3—1):—%(1“').

1/z e obtemos:

/dz = Log (1 +1) — Log 1 = Log (\@e”/4> =In V2 +in/4.
~ z

PROPOSICAO 4.2.14 (Propriedades Basicas) Sejam f (2) e g (z) fungdes complexas, continuas nos

pontos de um contorno y:z=z(t), a <t <b.
(P1) Usando a Integral de Linha: Se f (z) = u + iv, entdo:
/f (2)dz = | udx —vdy + 1 / vdx 4+ udy. (4.5)
¥ ¥ ¥
(P2) Invertendo a orientagao: Se —v representa o contorno vy, com a orienta¢ao invertida, entdo:
/ f(z)dz=— / f(z)dz. (4.6)
- ¥
P3) Linearidade: Se )\ é qualquer nimero complexo, entao:
(P3) qualg
/[f(z)—i—)\-g(z)]dz:/f(z)dz+)\/g(z)dz. (4.7)
¥ ¥ ¥

(P4) Justaposigao: Se vy, 1 z = 2(t), a <t <bevyy:w=w(s), b <s < c sao dois arcos

Justapostos, entao:

[ ree=[ e [ se .

DEMONSTRAGAO

(P1) Por simplicidade, omitiremos a varidvel ¢t na demonstragao. Considerando v : z (t) = x (¢t) +1iy (),

a <t <b, temos que:
b b
dz = t)) 2 (t)dt = +1 "+iay') dt
[1@a = [reowa= [ e )
b b
= /(ux'—vy’) dt—l—i/ (uy' + va') dt

= /udm—vdy+i/vdm+udy.
v gl
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(P2) O contorno —v pode ser parametrizado da seguinte forma:
—y:w(s)=xz(—=s)+iy(-s), —-b<s<-—a,

e, considerando t = —s, resulta:

—a —a

/f(z)dz = [ e (s)ds= [ f(z(-9) [~ (~5)] ds
—y b b

- - [ 1w o= [ fe

Y

(P3) A partir do conceito, temos:
b
[r@+r@ii = [17Ee) -+ o

b b
_ f(z(t))z’(t)dtJr/\/ g(z(t))z’(t)dt:/f(z)dz+/\/g(z)dz.

¢ ¥
(P4) Usando a parametrizacao dada no Exemplo 4.2.5, temos:
C b c
/%mf(z) dz = / fFE®)E dt:/a Fz(t) 2 (t) dt+/b Fw () (t)dt

= (2)dz+ | f(2)dz. W

71 T2

ESCREVENDQ PARA APRENDER (Exercicios 4.2)
1. Represente as seguintes curvas na forma z (t) = z (t) + iy (t), a <t <b.

(a) o segmento de reta de z=0a z =1+ 2i.

(b) o segmento de reta de z = =2 +ia z = —2 + 4.
(c) a circunferéncia |z — 2i| = 4.

(d) a circunferéncia de raio 5 e centro na origem.
(e) o arco da pargbola y = 22 de (0,0) a (3,9).

(f) a elipse 2% + 9y = 9.

2. Em cada caso, identifique e esboce o grafico do contorno «, descrito por:
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(a) v:z(t)=3i+3e", 0<t< .

(b) v:2(t)=t+3it?, 1<t<2

IN

() y:z(t)=1+(2—-9)t, 0<t<L.
(d) v:z(t)=t+ivV1—-1t2, —-1<t<1.
(€) v:z(t)=1+4+2i/t, —oc0o<t<O.

() v:z()=v1—2+it, -1<t<1.

. Sejay:z(t) =z (t)+iy(t), a <t <b, um arco suave contido no dominio de uma fun¢ao analitica

w = F (z). Nos pontos z (t) do arco 7, mostre que:
d / !/

@)= (=) 2 @).

. Em cada caso, calcule a integral /322dz.

g

(a) v ¢é o segmento de reta de z = —i até z = 1.
(b) v éoarco|z|=1, Rez>0.

(c) 7 é o arco da pardbola y = 2% de (0,0) a (3,9).

. Calcule / |z|dz, onde v é 0 arco |z| =1, Rez < 0. E se y fosse o segmento de —i até ¢, qual seria
¥

o valor da integral?
. Calcule / V/z dz, onde «y é o arco z = exp (if), nos seguintes casos:
gl
(a) —m/2<6<7w/2 (b)0<O<2r (c)m<0<3m.
. Calcule as seguintes integrais de linha:
(a) /[:L‘2 —y? +i(2? —y?)]dz, 7 é o segmento de 3+ 2i até a origem.
¥

2+
(b) / (y — x2) dz, ao longo da poligonal constituida do eixo y e da reta y = 1.
0

(c) Log zdz.
|z|=R

1
d
(d) / 7{, ao longo do arco de circunferéncia |z| =1, Imz > 0.
_1V~7
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2
(e) /Z + dz, ao longo do arco z = 2exp (i0), m < 0 < 2.
y 2
(f) 2m - (2)" dz.
|z|=1

(g) / exp (z) dz, ao longo da poligonal de 7i até 1, sobre os eixos coordenados.
v
27
(h) / cos zdz.
i

(i) /0 " cos () d-.

8. Seja y 0 arco ao longo da curvay =23, de 2 = —1 —iaz=1+ieseja f(z) =4y,sey >0e

f(z)=1,sey<0. Calcule /f (2)dz.
g

9. Sem calcular a integral, mostre que:

(a)

njEs
27

10. Se a funcdo w = f (z) é continua em z = 0, mostre que lir% f (reie) do =2xf(0).
T— 0

d

/z' <1, sendo vy osegmentode z =1 até z =141
z

¥

T
< 3 sendo v o arco do circulo |z| =2 de z =2 até z = 2i.

11. Se v é o triangulo de vértices z = 0, z = 3i e z = —4, com orientacdo positiva, mostre que:

/W(ez —Z)dz

12. Se yp € o circulo |z| = R, R > 1, orientado no sentido positivo, mostre que:

< 60.

L 2 | L
(a) / ngdz SM (b) lim / szdz:(),
TR z R R—o0 YR z
2m ) )
13. Se f (z) é continua no circulo vy : |z — 29| = R, mostre que/ f(2)dz = Z'R/ f(z0+ R-€?)e?do.
TR 0

Com o resultado, deduza que:

dz

Z— 20

(a)

= 2mi (b)/ (z—2)" tdz=0, n==+1,+2 43 ...
TR TR
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4.3 Teoremas Classicos & Consequéncias

Iniciamos esta se¢ao recordando o Teorema de Green no plano xy, do qual se originou o resultado

fundamental da teoria das fungoes analiticas: o Teorema de Cauchy-Goursat.

TEOREMA 4.3.1 (Teorema de Green) Sejam P (z,y) e Q (z,y) duas fungées de classe C1 em uma

regiao D, do plano xy, cuja fronteira v é um contorno simples, fechado e parcialmente reqular, com

/de+Qdy—// <8Q—a§>dmdy. n

Agora, se f (z) = u + iv é uma fungdo analitica, com derivada f’(z) continua, na regiao R, usamos

orientagdo positiva. Entdo:

o Teorema de Green e as equagoes de Cauchy-Riemann para deduzir que as integrais de linha

/ vdr + udy e / udx — vdy
gl gl

sao nulas. De fato, considerando que na regiao D temos u, = vy e v, = —u,, deduzimos que

/vdw—l—udy—// e —Vy)dzdy =0 e /udw—vdy—// r — Uy) dedy = 0.

Logo, tendo em vista (4.5), encontramos:

/ f(z /uda: —vdy + 1 / vdx + udy = 0. (4.9)
v

EXEMPLO 4.3.2 Como consequéncia do que acabamos de estabelecer, concluimos que:

/ (z3+cosz)dz:O e / e;(pzdz—o
l2|=1 lo—il=1 27 T4

Ao usar o Teorema de Green para concluir (4.9), a hipétese de ser f'(z) continua é necessdria.
Contudo, esta hipétese pode ser removida e E. Goursat foi o primeiro a provar tal fato. O resultado de

Cauchy, agora sem a hip6tese de continuidade de f’(2), leva o nome de Teorema de Cauchy-Goursat.

OBSERVACAO 4.3.3 Uma regigo R do plano C sem buracos denomina-se simplesmente conexa.
De forma precisa, uma regidgo do plano C é simplesmente conexa quando qualquer contorno simples,
fechado e suave, contido em R, contiver no seu interior apenas pontos da regiGo. Uma regido que ndo

é simplesmente conexa denomina-se multiplamente conexa.
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TEOREMA 4.3.4 (Cauchy-Goursat) Se f (z) é uma fungio analitica em um dominio simplesmente

conexo D, entdo

seja qual for o contorno v simples, fechado e regular por partes contido em D. W

COROLARIO 4.3.5 (Independéncia do caminho) Nas condi¢oes do Teorema de Cauchy-Goursalt,
a integral de f (z) ao longo de um contorno ligando os pontos z1 e zo s6 depende dos pontos zi e z2 e

nunca do contorno em D ligando esses pontos.

PROVA Na Figura 4.4 ilustramos dois contornos suaves 7, € 75, ligando os pontos z1 e z2. Do Teorema

Figura 4.4: Independéncia do caminho.

de Cauchy-Goursat resulta:

0:/Wwf(z)dz:/%f(z)dz—/%f(z)dz. n

4.3.1 Existéncia de Primitivas

No que se segue, D representa um dominio simplesmente conexo e f (z) uma fungao analitica em D.
Dados um ponto zg, no dominio D, e um nimero complexo A, a funcdo complexa F : D — C, definida

pela relagao

F(Z)=A+/Zf(§)d§,

¢ uma primitiva de f (z), isto ¢, F (z) é derivavel e F' (z) = f (z), em qualquer z do dominio D. De
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fato, temos:

% _ F(ZJFA:;_F(Z):Alz(/Z:JFAZf(g)dg_/Z:f(g)dg)

24+Az z+Az
- Alz/ f(§)d€=f(2)+Alz/z [F () — £ (2)] d.

Dai resulta que:

AF z+Az
-ty | @ e

Quando Az — 0, os valores |f (§) — f(2)|, com & entre z e z + Az, aproximar-se-ao, uniformemente

(4.10)

(independente de &), de zero, de modo que:
z+Az
lim |f (&) = f (2)]|d¢] = 0. (4.11)

Az—0 J,

AF
De (4.11) concluimos que A~ f(z), com Az — 0, isto &, F' (z) = f(z). Se G (2) é outra primitiva
z

Llew- 1o = cw- i [ 1o
° - fz)=0

f(z) =

de f (2), temos que

e, sendo assim, existe uma constante complexa A, tal que

g [ e

COROLARIO 4.3.6 Se, no dominio D, a fun¢io F (z) é qualquer primitiva de f (z), e z1 e z3 sao dois

pontos em D, entdo
z2
[t =Fe)-F ).
zZ1

1.3
32’

141
/ 2z =3 [(1+0)° =) = -3 +i.
%

EXEMPLO 4.3.8 Se s representa o circulo z (t) = z+de', 0 <t < 2, percorrido no sentido positivo,

dz
/ = 2mi.
75 % T 20

d 27 ) it
[
vs Z = 20 o de

EXEMPLO 4.3.7 Usando F (z) = como primitiva de f (2) = 22, temos:

entdo, independente do raio §, temos:

De fato, temos:
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EXEMPLO 4.3.9 Agora, deize v ser um contorno simples, fechado e parcialmente reqular, envolvendo

o ponto zg. Entao, dependendo da orientacao escolhida para o contorno vy, teremos:

d
/ c — tomi.
,YZ—ZO

Na Figura 4.5 abaizo ilustramos a situagdo geométrica, onde D é a regido entre os contornos vy e 7s,

sendo 0 suficientemente pequeno, de modo que o circulo vs esteja envolvido pelo contorno . Do Teorema

de Cauchy-Goursat, seque que:

/ dz / dz / dz
0= = + ,
Y+L—L+v; # %0 v % TR0 75 X T %0

e a conclusao seque do Exemplo 4.3.8.

L y

Figura 4.5: Figura para o Exemplo 4.3.9.

OBSERVACAO 4.3.10 O Teorema de Cauchy-Goursat admite uma versao para regioes multiplamente
conezas, formulada da sequinte maneira: seja vy um contorno simples, fechado e regular, interno ao
contorno vy, também simples, fechado e reqular, e seja R a regido entre os contronos vy ey, com fronteira
OR orientada no sentido positivo. Se f (z) é analitica na regiaco R U IR, entado:

f(z)dz=0.
oR

4.3.2 Foérmula Integral de Cauchy

A Férmula Integral de Cauchy é o instrumento bédsico para estabeler as propriedades, algumas

surpreendentes, das fungoes analiticas.
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Seja v um contorno simples, fechado, parcialmente regular, com orientacdo positiva’, e consideremos

2o um ponto interno ao contorno v . Se f (z) é analitica na regido R, contendo o contorno =, entdo:

(2) 42 = omif (20). (4.12)
Z — 20

gl
A férmula (4.12) é a versao simples da Férmula Integral de Cauchy e para demonstra-la, consideremos

d > 0, tal que o disco Ds : |z — 29| < 0 esteja envolvido pelo contorno 7. Resulta do Teorema de Cauchy-

JECYSy O
§ 2= 20 vy 220

sendo 75 o circulo |z — 29| = J, percorrido no sentido positivo. Se expressarmos f (z) sob a forma

Goursat que:

f(z)=1f(z) = f(20)] + f (20),

teremos:

/ () dz:/ f(2) = 1 (z0) (2) _f(zo)dz—i—/ Malz (4.13)

Z— 20 Z— 20 Z— 20
e a ultima integral do lado direito de (4.13) é igual a 27i f (2¢), conforme vimos no Exemplo 4.3.8. Sendo
assim, resta-nos provar que:

/ —f(z)_f(zo)dz—>0 com ¢ — 0.
¥s

Z — 20
Ora, considerando que |f (z) — f (20)| se aproxima de zero, quando z — zy, de modo uniforme, isto &,
independente do z, temos que dado £ > 0, podemos admitir que |f (2) — f (20)| < ¢, seja qual for o z
no circulo v4 e, portanto:

[)= ()

Z— 20

4]

o [T GOy € [ g 20y,
¥s ER g

Vs

(2) — f (20)

Z— 20

Da ultima relagao deduzimos que dz = 0 e, por conseguinte, temos a férmula (4.12).

Vs

EXEMPLO 4.3.11 Usando a Férmula Integral de Cauchy, com zy = i, encontramos:

“d
/ L _omi exp (i) = —2mi.
|z—mi|=4 # — T

"Um tal contorno denominar-se-4 "contorno admissivel".
$Quando um contorno fechado envolver um ponto, diremos que tal ponto estd no interior ou é interno ao contorno.
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EXEMPLO 4.3.12 Vamos usar a Formula Integral de Cauchy para calcular o valor da integral:

z
—dz.
/z+2i:1 22 +4

Olhando a integral sob a forma

/ zdz B / f(z)dz
lz42i=1 (2 — 21) (2 + 21) ot2i=1 2+ 20

com f(z) = z(z —2i)"", aplicamos Férmula Integral de Cauchy, com zy = —2i, e encontramos:

/ 22 it (20) = i
|

2
a2ij=1 2° +4

CONSEQUENCIAS

1. VALOR DA FUNCAO SOBRE O CONTORNO Conhecendo os valores de uma funcao analitica

f (2) sobre um contorno admissivel «y, é possivel calcular, via integragao, todos os valores da fungao f

nos pontos internos ao contorno. De fato, se zg € um ponto interno ao contorno -y, entao:

f(z0) = G dz. (4.14)

2 )y 2 — 20

No calculo da integral é suficiente conhecermos os valores f (z) nos pontos do contorno 7.

2. REGULARIDADE DAS FUNCOES ANALiTICAS Uma fungdo f (z), analitica em zp, ¢ infinita-

mente derivavel em uma vizinhanca de zg e, aléem disso, todas as derivadas f(%) (z) sdo analiticas em
zg. A comprovacao desta consequéncia tem como principio a derivacdo sob o sinal de integral, onde
permutamos o limite com o sinal de integral, o que é permitido, neste caso. Para a derivada f’(z),

consideramos um contorno admissivel v e obtemos de (4.14):

Af f(zo—i-Az)—f(Zo)_l[l/ f(2)dz _1/f(z)dz]
Az Az - Az |27 v 2= (20+Az) 2mi /),

zZ — 20
11 (Az) f(2)dz 1 f(z)dz
= e/ [

miAz | (z— 20— Az) (2 — 29)  2mi z—20—Az2)(z—20)

Logo, fazendo Az — 0, encontramos:

1 (20) = lim =

Az—0 Az 211

Af 1 /f(z)dz
7 (

2mi Jy (2 — 2)%

Usando o processo indutivo é possivel comprovar a Férmula Integral de Cauchy em sua versao geral:

M () = ”'/(f(z)dz n=0,1,2,... (4.15)

. )
21 y Zo>n+l
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3. TEOREMA DE MORERA Se f(z) é continua em um dominio D, simplesmente conexo, e

/f (2)dz=10 (4.16)

ao longo de qualquer contorno admissivel v em D, entdo a fungao f (z) é analitica em D. O Teorema
de Morera ¢ na verdade uma reciproca do Teorema de Cauchy-Goursat e a condi¢ao (4.16) estabelece

que a integral de f (z) independe do contorno. Assim, fixado zp em D, a funcao

F(Z)Z/Zf(é)df

estd bem definida e é analitica, ja que F' (2) = f (2).

4. TEOREMA DE LIOUVILLE Uma fungao complexa f : C — C que é, ao mesmo tempo, inteira e

limitada, é constante. De fato, dado z em C, segue da Férmula Integral de Cauchy que:

1 d
Fe)= o 18)de (4.17)
™ Jig—zl=r (€ — 2)
e considerando M um majorante de |f (z)| em C, resulta de (4.17)

NS F©lds) _ M M
7@ <5 /HR < o /Ig_lerda— = (4.18)

e fazendo em (4.18) R — oo, obtemos |f’ (z)| = 0, para todo z em C, e daf segue que f (z) é constante.

5. TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA Todo polinémio

P(2) =ap+ a1z +agz> + -+ a,2", a, £0,

de grau n > 1, possui ao menos uma raiz no corpo C. Para provar, vamos raciocinar por contradigao,

1
admitindo que P (z) ndo possui raiz em C. Entao a fungao complexa f (z) = Pl é inteira e, portanto,
z

limitada no disco compacto Kp : |z| < R, de modo que existe uma constante M; > 0, tal que:

|f(2)| < My, Vze Kp. (4.19)
Por outro lado,
. . n aO a]. a/’I’L*].
|zl|1£>noo|P(Z)‘ - Izl\linoo <|Z| 274_ 1 Tt +an )
. an—1 aq ag
>t [l (Joul = |2 == | ] - %2])] = e
- |Z\1i>noo 12" {laxl z zn—1 2" o0
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de onde resulta que | l‘im |f (2)| = 0 e, portanto, existe uma constante positiva Ma, tal que:
Z|— 00

|f(2)] < My, VYzeC,com |z| > R. (4.20)

Combinando (4.19) e (4.20) deduzimos que f (z) € limitada em C e pelo Teorema de Liouville, concluimos
que f(z) e, consequentemente P (z), é constante. Isto nao é possivel, a menos que n = 0, o que nao é

O Caso.

6. DESIGUALDADE DE CAUCHY Suponhamos que f (z) seja analitica em D : |z — 29| < R e

continua no compacto D : |z — 29| < R e seja M o valor méximo de |f (z)| no compacto D. Entao

n!M
Rr -

‘f(”) (20)‘ < (4.21)

A desigualdade (4.21), que leva o nome de Desigualdade de Cauchy, é consequéncia direta da Férmula

Integral de Cauchy. De fato, temos:

n‘/ f(z)dz
270 J)o—zpl=r (2 — 20)"

EXEMPLO 4.3.13 (Aplicando a Desigualdade de Cauchy) Uma fungdo inteira f (z) que satisfaz

n!M n!M
— 27 Rnt1 - :

’f(") (Zo)‘ =

|z—z0|=R R"

a desigualdade |f (2)| < C'|z|, para alguma constante real C e para todo nimero complexo z, ou é
identicamente nula ou existe uma constante complexa A, tal que f(z) = Az, Vz. Para comprovar,
suponhamos que f ndo seja identicamente nula e fixemos um ponto z no plano C. Se M é o wvalor

mdzximo de |f (§)|, no disco |§ — z| < R, entdo:

M= max |f(§)|< max (C|§|)§‘

< max C(|&—z|+|z)=C(R+ |z
R R max (1€ = 2] + [2]) (R+1z])

3
e da Desigualdade de Cauchy, resulta:

21M 2IC (R+ |2
}f”(Z)‘S R2 S (R2 ‘ |)

. (4.22)

Fazendo em (4.22) R — oo, deduzimos que f"(z) = 0 de onde resulta que f(z) = Az +k e para

concluir, notamos que k = f (0) = 0.

7. PRINCIPIO DO MODULO MAXIMO Seja f (z) uma fungao analitica no disco Dg : |z — 20| < R

e suponhamos que f nao seja constante em Dpg. Se 7 é a circunferéncia |z — zg| = r, 0 < r < R, segue

da Férmula Integral de Cauchy que
1 d I :
f(20) == / fz)dz f <z0 + rew) do (4.23)
gl

2mi z—2 27 [y
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e, como consequéncia de (4.23), temos:
(i) O valor de f (z) no ponto zp, centro do circulo, ¢ a média dos valores de f na circunferéncia.

(ii) No disco Dp, existe ao menos um ponto z, tal que |f (z0)| < |f (z)|. De fato, de (4.23) resulta:

2T
|f (20)] < 2177/0

e, se fosse |f (2)| < |f (20)], para todo z em Dpg, teriamos:

1 27
el <5 [

e isto acarretaria )
/0 i <\f(zg)| - ’f (zo —l—rew)’) de = 0.

Sendo a fungao real 0 — |f (z0)| — ‘f (20 + rei9)| continua e nao negativa em [0, 27], da dltima

f (zo + rew) ’ do

f (ZO +rei9)‘d9 < 21/0% |f (20)] dO = | f (20)|,

™

igualdade concluimos que |f (z0)| — | f (20 + reie){ =0,0<60<2m 0<7<R,eafuncio |f(z)]
(e pelo Corolério 2.3.18 a fungdo f (z)) seria constante em Dp, contradizendo nossa hipétese. Com
isto estabelecemos o Principio do Médulo Méximo: "o valor maximo de |f (z)| ndo ocorre em um

ponto interior ao disco".

TEOREMA 4.3.14 (Teorema do Mdédulo M&aximo) Se f(z) é analitica e nao constante em uma

regiao compacta K, entao o valor mdazimo de |f (z)| nao ocorre no interior do compacto K. M

EXEMPLO 4.3.15 Para ilustrar o Teorema do Médulo Mdazimo, consideremos a fungio f (z) = (z + 1),

na regiao compacta K, delimitada pelo tridngulo de vértices z =0, z=1 e z =1i. Se z = x + iy, entdo

f ()l = (2 +1)* + ¢

e na regiao K o valor maximo da fungao real z — |f (z)| é M = 4, atingido nos pontos z =1 e z = 1,

da fronteira de K.

OBSERVACAO 4.3.16 (Sobre o Principio do Médulo Minimo) A fung¢édo f (2) = z é analitica no
disco D : |z| <1 e a fungdo real z — |f (2)| atinge seu valor minimo na origem z = 0, o qual é um
ponto interior ao disco D. No caso em que a fun¢do f (z) é analitica e ndo constante em um dominio
limitado D e continua na regiio compacta D, com f(z) # 0 em D, entdo o valor minimo de |f (2)]
ocorrerd em um ponto zy da fronteira 0D. De fato, neste caso, zg serd um ponto de mdximo da fungdo

g(z)=1/f(z), o qual, pelo Teorema do Mddulo Mazximo, estard na fronteira do dominio D.
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EXEMPLO 4.3.17 Vamos ilustrar o Principio do Médulo Minimo, considerando f (z) = (z +1)* na
regiago delimitada pelo triangulo de vértices z =0,z =1 e z = 2. A fung¢do f (z) ndo se anula na regido

e a real |f (2)| atinge seu valor minimo m =1 no ponto de fronteira z = 0.

EXEMPLO 4.3.18 (Principio do Min-Max para fungoes harmonicas) Dada uma fung¢do u (x,y),
harmoénica e nao constante no dominio limitado D, seja v (x,y) uma harmoénica conjugada de u. Se a
func¢do analitica f(2) = u + v é continua na regiGgo compacta D = D U dD, entdo o valor mdximo (e
também o valor minimo) de u (x,y) ocorre em um ponto da fronteira de D. Para comprovar, seja zy o
ponto de mdzimo da fungdo real z — |exp (f (2))|, o qual jaz na fronteira OD e é, também, o ponto de

mazimo da funcao u (z,y), tendo em vista que:

exp (u (20)) = lexp (f (20))] = lexp (f ()] = exp (u(2)), Vz € D,

e dai resulta que u (z9) > u(z), Vz € D.

ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 4.3)

1. Determine onde a fungao w = f(z) é analitica e usando o Teorema de Cauchy-Goursat deduza

que (2)dz=0:
|z|=1

22 z
3 (b) w= ! (c) w= (d) w=zLog(z+2i) (e) w =tanz.

(a) w= 2242242 exp z

2. Seja R a regiao compreendida entre o circulo |z| = 4 e o quadrado de vértices z = £1 e z = +i,

com a fronteira IR orientada no sentido positivo. Em cada caso, explique por qué (z2)dz = 0.

f
oR

@ FO) = gar B FE = @ F0)=

3. Calcule (z)dz, sendo w = f (z) dada por:
|z|=1
1 1 exp (2z) oS 2 e —1 cosh (32)
- o SPLEE) £) S92
@ 2 ) 0 © 57 @ (€) 5. — ()

2
4. Calcule /jldz, sendo v o circulo |z — | = 1/2.
Z J—
v
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10.

11.

12.

. Seja v o circulo unitdrio z = e

. Seja vy o contorno |z| = 3, com orientagao positiva, e defina a fungao

2_ J—
g(z):/%é_{szf, 2| # 3.
v

Calcule os valores de ¢ (2) e g (47). Qual o valor de g (z), para |z| > 37

Seja v um contorno simples, fechado e suave, e defina a fungéo

2
g(z):/ (¢ ;_2€Z)d§

Quais os possiveis valores para g (z)? Note que g ndo estd definida nos pontos do contorno +.

. Seja R a regiao delimitada pelo quadrado de vértices z = +2 e z = £2i e considere a fronteira

OR com orientagao positiva. Calcule / f (2) dz, nos seguintes casos:
OR

z _ tan (2/2)

(a) f(z)—m (b) f(2) = 11 (c) f(2) (2—20)2’

‘Zo’ < 1/2.

Seja w = f(z) uma func@o analitica na regiao delimitada por um contorno simples fechado v e
seja zg um ponto fora de v. Mostre que

red: [
V(2= 20

zZ =20 z—z)>

o

i orientado de § = —7 a 6 = 7. Se \ é uma constante real, mostre

Az T

e dz

que / = 27 e usando o resultado conclua que / e*s% cos (Asen §) df = .

z
ol 0

Tlustre o Principio do Min-max para fung¢oes harmonicas, apresentado no Exemplo 4.3.18, com os

dados: f(z) =expzeR:0<zx<1; 0<y<m.

Dado um polinémio P (z) = ap+ a1z + - -+ + an2", an # 0, de grau n > 1, mostre que existe uma
constante R > 0, tal que:

|an| |2["

P ()] >

sempre que |z| > R. (4.24)

Calcule as seguintes integrais:

cos (22 + 3z — 1) dz b j{ Log (22 + 2) dz ( 7{ (22 +z+ z) dz
C S —a
|z|=1 |z]=1

@ @rar (32— 2)° (42 — i)
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Seja f (z) = u(z,y) + iv (z,y) uma funcio inteira e suponha que u (z,y) seja limitada em R2.

Mostre que u (x,y) é constante.

Suponha que a funcao f(z) = V22 + 4 seja determinada pela condi¢ao f(0) = —2. Se v ¢ o

quadrado de vértices z = +1 £ ¢, com orientacao positiva, calcule:

()/4z2+4jz3 ()/422 452 ()/222dz (2)°

Se v é o contorno |z — i| = 2, com orientagao positiva, calcule o valor de / g (z)dz, sendo:

.
(@) 9()= 5 (M) g()=—
a 2) = —5—— Z)=—"75.
g 2244 g (22 + 4)?
) . ) ) 1
Seja w = f (z) uma fun¢ao analitica no disco |z| < 1, no qual se tem |f (2)| < =T Usando a
— |z
Férmula Integral de Cauchy no contorno v,, : |z| = %, deduza que:
n
() (0 1\"
/ '() §(n+1)<1—|—> L on=1,2.... (4.25)
n! n

RESPOSTAS & SUGESTOES

4.1. INTEGRANDO FUNGAO DE UMA VARIAVEL REAL
1. Usando primitivas, obtemos:
(a) —v2/2+ (1 -v2/2) .
(b) 1/w.
(¢) A integral é igual a 27, se m = n, e igual a 0, caso contrario.
2. (a)i (b)2+2i (c)3(e™—em).
3. I =2+ 3i.
4.2.

INTEGRANDO FUNCAO DE VARIAVEL UMA COMPLEXA
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1. Usando a parametrizacao canonica.

(a) z(t)=t+2it, 0<t<1.

(b) z(t)=—2+it, 1<t<A4.

(c) z(t) =4cost+ (2+4sent)i, 0<t<2m.
(d) z(t) =bcost+bisent, 0<t<2m.

(e) z(t)=t+it?, 0<t<3.

(f) z(t) =3cost+isent, 0<t<2m.
2. (a) Circunferéncia de centro zp = 3i e raio R = 3.

(b) Arco da pardbola y = 322, de z; = 1 + 3i até 2o = 2 + 12i.

(c) O segmento de reta de z =1 até z =3 —i.

(d) O arco de circunferéncia 22 +y2 =1, y > 0, de z = (1,0) até z = (—1,0).
(e) A semiretaz=1;, —oo<y<0].

(f) O arco da circunferéncia |z| =1, Re(z) > 0, de z = —i até z = i.

3. Se f(z) =u(z,y) +iv(x,y), entdo:

CFECO) = L@,y @) +idp@ ),y @)

dt dt
= wp’ +uyy +i (v’ +vyy)
= (ug+ivg) 2 +i(vy —iuy) y’

= F'(z2(t) (2" +4y) = F' (2 () 2’ (¢).

4. (a) =2 (b) —2i (c) 27(141i)*.

5. Ao longo do arco |z| =1, Rez < 0, a integral & —2i e ao longo do segmento de —i até i a integral

é igual a 1.
6. (a) 2v/2i/3 (b) —4/3 (c) 4i/3.

7. Em alguns casos, o uso de primitivas torna os calculos mais simples.
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(a) 3(1+5i).

(b) =2+ L.
(c) 0.

(d) 2 - 2.
() 4— 2mi

(f) A integral vale 273, se m = n — 1, e zero, caso contrario.

(g) 1+e.

(h) 0.
(i) —2sen (7?).
8. I =2+ 3.
9. (a) No arco v, temos que |1/z| <1 e, portanto:
d d
/z S/M§/|dz|:1.
vy % v |2l ¥
(b) No arco 7, temos |1 + 22| > |z]* — 1 = 3. Logo,
|dz| 1

dz 1 s
< <> [|de]==L(y) ==,
‘A1+z2 = 7|1+z2|—3/7‘ A=3L0=3

10. Dado € > 0, seja § > 0, tal que ‘f (rew) —f (0)‘ <eg VOel<r<d. Assim,

/O%f (rei") o — 2 f (0)‘ < /027r

11. No triangulo v, temos = = Re (z) < 0, de modo que e¢* < 1 e [Z]| = |z| < 4. Assim:

/v(ez —Z)dz

12. (a) No contorno v : z = Rexp (i), —7 < 0 < 7, temos:

L
/ og z "
YR F

f (Tew) —f (O)‘ df < 2me.

< [(e+laldsl < [ 1+ 91z =5-L(7) =0

|Log z| |dz 1 , 1
< [ RS g [ mmiiis < g [ gumeio) e
R R

TR
2r (InR + )

1
_ R2(lnR—|—7r)/ 4z = 2L
TR
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(b) Segue de (a), com R — oo.

4.3.

TEOREMAS CLASSICOS & CONSEQUENCIAS

. Se uma fungdo w = f(z) é analitica em uma regido delimitada por um contorno =, simples,

fechado e suave (curva de Jordan), entao / f(2)dz = 0. Em cada caso, representamos por R a

.
regiao onde f (z) é analitica.

(a) R={z€C:2+#3}.
(b) R={z€C:z# -1+iV2}.

() R=C. (a fungio f(2) ¢é inteira.)
(d) R =C\E. (a fungio f(2) é analitica fora do semi-eixo E = [z <0 ey = —2].)

() R={2€C:z#kr+m/2}.

. As singularidades da funcao estao fora da regiao R U OR.

. Nos casos (a), (d), (e) e (f) o resultado segue da Férmula Integral de Cauchy. Em (b) e (c) a

integral é 0, pelo Teorema de Cauchy-Goursat.

(a) 2mi () 2mi (o) mi(Ve—1) (f) 2.

22

. Fatorando o polinémio z* — 1 e considerando f (z) = - encontramos:

234422 —z2—1

22dz B f(z)dz_ o
[y241_/7 P =2mif (i) = /2.

. Temos que g (2) = 8mi e se |z| > 3, entao g (z) = 0.

. Se o contorno 7 envolve o ponto z, temos g (z) = +27i (z2 + 2z), de acordo com a orientacao

escolhida para . Se o ponto z nao estd nem é envolvido pelo contorno ~, entao g (z) = 0.

(a) m (b) —mi/2 (c) misec? (z/2).

. Resolva por etapas, observando a posi¢cao do ponto zp em relagao & regiao R delimitada por 7.

(i) Se o ponto zy for exterior a regiao R, os integrandos sao analiticos e as integrais serao nulas.
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(ii) Se o ponto zg ¢ interior & regido, segue da Férmula integral de Cauchy que as duas intgerais

valem 273 f' (29) .

. Da Férmula Integral de Cauchy, com f (z) = exp (Az), temos:

z

Az e
,de_/yz—OdZZQMf(o) = 2.

Por outro lado,
Az s A 0 ) T
o0mi = /6dz :/ w (ie‘9> do = z/ exp (Acosf + iAsen @) df
N % o e o

- / <7 [cos (A sen 0)] df — / % [sen (Asen 6)] db.

Logo, / e*os9 [sen (Asen )] df =0 e / e*s% [cos (Asen )] df = .
-7 0

Dado que f (z) = exp z, entao u (z,y) = e*cosy e v (x,y) = e* seny. Considerando que a fungao
u (z,y) = €® cosy nao tem ponto critico, concluimos que os valores méximo e minimo de u (x,y)

ocorrem na fronteira da regiao. Raciocinio similar se aplica a fungao v (z,y) .

Considerando que | I‘Hn 7 + = 1 4+ 1) _ 0, existe R > 0, tal que
z|—oo 1 2 z

‘LS + Z; 4ot anfl‘ < |“2"|, sempre que |z| > R. (4.26)

z z
Agora, usando (4.26), temos:

aq ai An—1
1P ()] = [2[" |an > |z|" <|an| ~ | + g 44 "Z D
n
> 2" <‘an’ - ’azn|> = 2‘2|a”|, se |z| > R.

(a) 0 (b)4wi/33 (c) mi/32.

Sendo u (z, %) limitada, a funcdo g (z) = exp [f (2)] ¢ inteira e limitada, j4 que |g (z)] = e*(*¥)| e

do Teorema de Liouville segue que g (z), e, portanto, u (x,y), é constante.

E fundamental a escolha do ramo de Log z, para podermos aplicar a Férmula Integral de Cauchy.

Apés a fatoracao do denominador, encontramos:

V22 +4dz B 2214 T B .
S Y P v Y P Rl Py e v z:1/2_817m (b) —7/2V15 (c) mi/2/7.
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15. (a) /2 (b) 7/16.

=n+ 1 e da Férmula Integral de Cauchy, resulta:

n+1
[ e (Y )
T Tu 12| n v L= 2]

_ <n+1>n+1(n+1)L(7n):27T(n+1) <1+i>n.

n

16. Sobre o contorno v, temos 17||
— |z

27 | f) (0)]

n!

(2)
on+1 dz

145
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5. Séries, Residuos & Poélos

No Capitulo 1, quando tratamos com sequéncias complexas z; = = + iy, k € N, ressaltamos a im-
portancia das sequéncias reais z = Re (z) e yx = Im (2;). Os conceitos e regras sobre séries numeéricas

reais serao o ponto de partida para estabelecermos os resultados bdsicos sobre séries complexas.

5.1 Séries Complexas. Convergéncia Uniforme

Dada uma sequéncia (zj), de nimeros complexos, deixe-nos representar por Z,, n € N, a n-ésima

soma parcial

n
Zn:zl—l—zg—i----—l—znzz,zk. (5.1)
k=1

Se considerarmos zp = xj + iy, teremos Z, = X,, + 1Y}, sendo
Xp=x21+T2+ -tz € Yy=y1+y2+-+yn

e a sequéncia de somas parciais (Z,) converge para Z = X + iY se, e somente se, limX,, = X e
limY, =Y.
[e.e]
DEFINICAO 5.1.1 A soma infinita Z 2k, também denominada série, é convergente quando a sequén-
k=1
cia (Zy) de somas parciais convergir. Neste caso, anotamos

o
sz =1limZ, = lim X,, + i lim Y,,.
k=1

o0
Quando a sequéncia (Zy) divergir, diremos que a série E z € divergente.
k=1

5.1.1 Propriedades Basicas

Algumas propriedades estabelecidas para séries reais continuam vélidas para séries complexas. No

que se segue, T € Y, representam, respectivamente, as partes real e imagindria do nimero complexo z.
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o0 oo o0
1. A série g zj, € convergente se, e somente se, as séries reais E Re (zx) e E Im (zx) sdo conver-
k=1 k=1 k=1

gentes. Neste caso, temos:

sz = ZRe (z) —I—iZIm (zx) - (5.2)
k=1 k=1 k=1

o
PROVA Se Z, = X, + 1Y, é a n-ésima soma parcial da série E Zk, entao:
k=1

X, = ZRe (zp) e Y, = Zlm (2k)
k=1 k=1

e o resultado segue do Exercicio 8 da Secao 1.4. H

(o ¢]
2. Se sz é convergente, entdo lim |zx| = 0.
k=1
[o.¢] oo oo
PROVA Se Z zx € convergente, entao as séries reais Z Tk € Z Y, sao convergentes e, portanto:
k=1 k=1 k=1

limzy =0 e limy, =0.

Logo, limz; =0. A

0.) o
3. Se a série real E |zk| € convergente, entdo a série complexa g 2, também converge.
k=1 k=1

PROVA Considerando que |zx| < |zx| € |yx| < |2k, Vk, deduzimos por comparagao que as séries

o0 o0 o0
reais g T e g yr sao absolutamente convergentes e, portanto, E zi converge. W
k=1 k=1 k=1
[e.e] o0
4. Como ocorre no caso real, se E ZK € E wy, sao convergentes e A é uma constante complexa, entao
k=1 k=1

o0
Z (2 + A\ - wy) € convergente, com soma dada por:

k=1
(0.0 (e.] (0.0
Z(Zk+>\'wk)zzzk+>\'zwk~
k=1 k=1 k=1

PROVA Decorre diretamente das propriedades do limite para sequéncias. W
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S ~k
. —3)" +1
EXEMPLO 5.1.2 A série Z ( ')k:Q converge absolutamente’. De fato, basta observar que os termos
7
k=1
desta série sao, em valor absoluto, dominados pelos termos de uma p-série real convergente:
(=) X2
— | = -5
1k? k2
k=1 k=1
0o k k

P (_1) .. 10 —1

EXEMPLO 5.1.3 A série Z converge condicionalmente™”. De fato, se zp = T temos
k=1 L
(_1 k+1 oo o0 00
zp =0 eIm(z) = T de modo que as séries Z:ck e Zyk sao convergentes. Assim, sz
k=1 k=1 k=1
o0 o0
também converge. Por outro lado, Z |zi| é a série harmonica divergente Z T
k=1 k=1

EXEMPLO 5.1.4 (A Série Geométrica) Por série geométrica de razao & e coeficiente \, enten-
o0
- . k—1 - .
demos uma série do tipo Z A&7 Para uma tal série, temos:
k=1

(a) Se [¢| < 1 a série converge para . De fato, sendo |£| < 1, temos pelo Exercicio 11 da Segao

A
1-¢
1.4 que lim (") = 0 e como a n-ésima parcial Z, vem dada por

1_ n
temos que limZn:)\'lim< 1_2) = 1i£.

(b) Se || >1 e X# 0, entdo o termo geral X - €¥~1 néio converge para zero e a série é divergente.
00 N

: . o . (z—1)

EXEMPLO 5.1.5 Para encontrar o disco de convergéncia da série geométrica Z —

—, observamos
i (31)

- i z—1 )
que a razao da série é f = e ela serd convergente Se, € somente se:

9
zZ—1

31

<le|z—i] <3.

Portanto, o disco de convergéncia é D : |z —i| < 3, de centro no ponto zg = i e raio R = 3. Por

exemplo, no ponto z =141 a razdo é £ = % e, neste caso, a soma da série é igual a:

1 9 -3¢
1—¢ 10
o0 oo
9A série Z 2k, converge absolutamente quando a série real Z |zx| for convergente.
k=1 k=1
oo oo

10A série E 2z converge condicionalmente quando for convergente e a série real E |zk| for divergente.
k=1 k=1
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Consideremos uma sequéncia { f, : D — C}, _ de fungoes complexas, definidas em um dominio D

do plano C.

DEFINICAO 5.1.6 A sequéncia {f,} converge pontualmente para a funcao f : D — C quando, para
cada z mno dominio D, a sequéncia numérica {f, (z)} convergir em C para o nimero complexo f(z).
Em outras palavras, firado z em D e dado € > 0 existe um indice N, que, em principio, depende de z
e g, tal que:

\fn(2) = f(2)]<e, ¥Yn>N.

DEFINICAO 5.1.7 A sequéncia {f,} converge uniformemente para a func¢ao f : D — C quando a

cada € > 0 corresponder um indice N = N (¢), tal que:
lfn(2) = f(2)|<e, ¥Yn>N,VzeD.

LEMA 5.1.8 O limite uniforme de uma sequéncia {f, : D — C}, de fun¢des continuas, é uma fungdao

continua.

PROVA Deixe f ser o limite uniforme da sequéncia {f,} e fixemos zyp no dominio D. Para mostrar que

f € continua em zq, seja ¢ > 0 dado e escolhamos d > 0 e um indice N tais que:

lfn(2) — f(2)] <e/3, YzeD (convergéncia uniforme)

|fv (2) — fn (20)] <€/3, |z— 20/ <9 (continuidade de fy em z)

A partir da Desigualdade Triangular, obtemos:
1f (z) = [ (zo)| < fn (2) = f () + 1SN (2) = [ (20)] + | fv (20) = f(20)| <€/3+¢e/3+¢e/3=¢,
para todo z em D, tal que |z — zg| <d. W

LEMA 5.1.9 Seja {f, : D — C} uma sequéncia de fungées continuas, convergindo uniformemente para

a funcao f: D — C. Se v é um contorno admissivel contido no dominio D, entao:

Tim A fo(2)ds = /7 (2)dz.

PROVA Seja € > 0 dado e fixemos um indice N, tal que:

Ifn(2) — f(2)|<e, ¥n>N,VYzeD.
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Entao:

Aﬁﬂddz—lf@ﬁk

Segue de (5.3) resultado. W

SL\fn ()= f@)lds <= [ jdsl =L (). (5.3)

o

o0
DEFINICAO 5.1.10 Diremos que a série de funcgoes compleras ka (z) converge uniformemente em
k=1

n
D quando a sequéncia de reduzidas Sy (z) = Z fr (2) convergir uniformemente em D.
k=1

oo

TEOREMA 5.1.11 Uma série ka (z) de fungdes analiticas fi, : D — C, uniformemente convergente
k=1

no dominio D, define uma func¢do analitica f: D — C.

DEMONSTRAGAO A sequéncia (g,) de fungdes analiticas g, : D — C, definidas por:

g (2) =) fi(2)
k=1

converge uniformemente em D para a fungdo f e se v é um contorno admissivel em D, entao:

?{gn(Z)dZ—i:y{fk(z)—O, Vn=123,....
v k=1""

Pelo Lema 5.1.9 deduzimos que:

y{f(z)dz: lim ¢g,(2)dz=0
v v

e o Teorema de Morera assegura a analiticidade de f. W
Encerramos esta se¢do com um teste de convergéncia uniforme, devido a Weierstrass, muito utilizado

em andalise.

TEOREMA 5.1.12 (Teste M de Weierstrass) Seja {f,} uma sequéncia de fungées complezas, definidas

em um dominio D do plano C, e suponhamos que exista uma sequéncia { My} de nimeros reais, tal que:

oo
(i) A série real ZM” é convergente.

n=0

(i) |fo(2)| < Mo, YzeD, ¥Yn=01,23,....
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Nestas condicoes, a série g fn (2) converge uniforme e absolutamente em D.

n=1
DEMONSTRACAO Basta observar que:

oo [e%]
SZ‘fk(z)ISZMkHO, com n — 00,
k=n k=n

independente do z no dominio D. M

X Nk k
ANz
EXEMPLO 5.1.13 Fizado qualquer nimero complexo X\, a série g X
k=n

converge uniformemente no

disco D : |z| < R. De fato, se |z| < R, entao:

ARk Al R)*
< (A R) , YzeD, VEk=0,1,2,3,...
k! k!
(AR N
e para concluir basta observar que a série real Z I é convergente, pelo Teste da Razao.
k=0 ’
ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 5.1)
o0
1. A série Z (1+ z)k é convergente ou divergente? Porqué?
k=1
N
. zZ+1 .
2. Calcule a soma da série 72_1 no ponto z = 2 — 1.
P (2+1)
[e.e] [e.e] (o)
3. Se Z z, € convergente e Z wy é divergente, mostre que a série Z (zx + wg) é divergente.
k=1 k=1 k=1
(z+2)F

4. Mostre que a série Z converge absolutamente no disco compacto D : |z + 2| < 4.

(k+1)> 4k

m - —
5. Mostre que a série » exp (nz) 2n€Xp( nz)
n=1

converge absolutamente na faixa |Im (2)| < In 2.

6. Usando o Teste M de Weierstrass, estabeleca a convergéncia uniforme das séries, no dominio

indicado.

o P P

*© z/n
e .
(a) ; ’Z‘ <R (b) Z Rn ; ‘Z’ S r<R (C) TLZIM, ‘Z’ < R, z 7é m.

COSTl COS’ﬂ . 1
(d)zn2+2,1<\z!<2 (e)z n3+1 ;|2 <R (f)z n2+1 ol < L
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. X sen(nz
7. Use o Teorema 5.1.11 para mostrar que a série »_ #
n=1

define, na faixa |Im (z)| < In2, uma

funcao analitica.

. X sen (nz
8. Mostre que a série Y #
n=1 n
uniforme em regiao alguma do plano C.

converge uniformemente no eixo real e que a convergéncia nao é

5.2 Séries de Poténcias

Casos particulares interessantes de séries de fungoes, sao as séries em que o termo geral é do tipo

ak (z — zo)k . Tais séries sao conhecidas por séries de poténcias e se apresentam sob a forma:
o
k
ap + Z ai (z —20)", (5.4)
k=1

onde os coeficientes ap e o0 centro zp s@o nimeros complexos. As fungoes analiticas no ponto zy podem
ser representadas por séries de poténcias do tipo (5.4) e, reciprocamente, qualquer série de poténcias

(5.4) representa, no disco de convergéncia, uma fungao analitica.

EXEMPLO 5.2.1 A fung¢do analitica f(z) = , |z| <1, pode ser vista como a soma de uma série
z

1—

geométrica convergente de razao z. De fato, no disco |z| < 1, temos

1izzl+§:zk:§:zk. (5.5)
k=1 k=0

Se em (5.5) trocarmos z por —z, encontramos:

1 o0 o0
_ kLK ok k
1+z_1+2( DF =3 (-0t (5.6)
k=1 k=0
o0
TEOREMA 5.2.2 (Teorema de Abel) Se a série de poténcias Z ar (z — 20)" € convergente no ponto
k=0

21 # 20, entao ela converge absolutamente no disco D : |z — zp| < |21 — 20] .



154 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

oo
DEMONSTRAGAO Como a série Zak (21 — 20)" & convergente, segue que g . 2,
k=0 i R
lim ‘ak (z1 — zo)k‘ =0 e, assim, existe M > 0, tal que ‘ak (z1 — zo)k‘ <M, VEk Z0
! 7
Ora:
k z
_ k
k k z 20 r
ap (z — 2o ‘:‘akzl—zo ‘7 §M(— vV k
jax (2 = z0) (1 - 20)f|| 2 =) v
oo
€ segue por comparagao que E ak (z1 — zo)k converge absolutamenteem D. W Figura 5.1:
k=0
CONSEQUENCIAS
1. DISCO DE CONVERGENCIA
o0
Se a série g ay (z — zo)k ¢ divergente no ponto z = zo, entao ela serd di-
k=0
[e.@]
vergente em qualquer z, tal que |z — zp| > |22 — 20|. De fato, se E ar (z — z)"
k=0

convergisse em algum z*, com |z* —zg| = r > R, ela seria convergente em

qualquer z, tal que |z — z9| < r e, em particular, convergiria em z = z3, con-

tradizendo a hipdtese.

Figura 5.2:
2. EXPOENTES NEGATIVOS

[e.9]
Se a série g b (z — zo)_lc convergir absolutamente no ponto z; # 29, entao ela convergird abso-

k=0
lutamente no disco D : |z — 29| < |21 — 20|. De fato, se ela fosse divergente em algum z* do disco D,

entao:
b, < b, ;
(2* — 20) (21 — 20)
o0
e, por comparagao, a série Z |bk| |2 — zo|4g seria divergente.
k=0

3. RAIO DE CONVERGENCIA
o0

. L. . . L. . k
Assim como ocorre com as séries de poténcias reais, toda série de poténcias complexas ar (z — 29)
k=0
tem um raio de convergéncia R, o qual pode ser 0, +00 ou 0 < R < +00. No tltimo caso, a série converge

absolutamente no disco Dpg : |z — 29| < R e diverge se |z — zp| > R. O nimero real R é definido por:

oo
R=sup{|z — 20| : Zak (z — 20)" converge}.
k=0
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o0
LEMA 5.2.3 Com respeito a série Zak (z — zo)k apenas uma das condigoes abaizo ocorre:
k=0

(1) A série converge apenas em z = zy. Neste caso, o raio de convergéncia é R = 0.
(ii) A série converge em todo ponto z. Neste caso, o raio de convergéncia é R = oo.

(iii) Se 0 < R = lim

k—oo

< 00, entao a série converge absolutamente no disco |z — zp| < R e

ak41

diverge se |z — zg| > R.

o0
PROVA Aplicando o Teste da Razao a série numeérica real E lag| |z — zo0|", calculamos:
k=0
k+1
| ag41 (2 — 20) |z — 2o
L = lim —| =
k—oo | ay (2 — zp) R

e deduzimos que a série converge absolutamente se L < 1 e diverge se L > 1, isto é, converge absolu-

tamente, se |z — zg| < R, e diverge, se |z — 29| > R. E oportuno ressaltar que a divergéncia da série

o0 o oo
E |ag| |z — 2o|" nao implica na divergéncia de E ax (z — 29)". Para concluir que a série E ar (z — )"
k=0 k=0 k=0

diverge, no caso em que |z — zg| > R, raciocinamos por absurdo, admitindo que ela convirja em z1, com
|z1 — 20| > R. Pelo Teorema de Abel, a série convergiria absolutamente no anel R < |z — zo| < |21 — 20|,

contradizendo o Teste de Razao. M

5.2.1 Convergéncia Uniforme das Séries de Poténcias

A convergéncia uniforme para as séries de poténcias, estabelecidada a seguir, é o ponto de partida

para os processos de integracao e derivagao termo a termo.

o
TEOREMA 5.2.4 (Convergéncia Uniforme) A série de poténcias Z an (z — 20)" converge absoluta
— n=0
e uniformemente no disco D, : |z — zp| < r < R, sendo R o raio de convergéncia da série.

DEMONSTRAGAO Sejam
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No disco de convergéncia Dp : |z —2) < R a sequéncia {f,} converge ..~
i,
pontualmente para f e desejamos provar que a convergéncia é uniforme em
D, :|z— 2| <7, comr < R. Fixemos ¢ no anel D : r < |¢ — 2| < R, como £
ilustrado na Figura 5.3, e seja z qualquer ponto do disco D,. Temos:
00 00 R
k k
fa) = FI< D lallz—=20" < Y larl|é = 2" — 0, comn — oo,
k=n+1 k=n+1 Figura 5.3:

independente de z no disco |z — zg| < 7.

Sendo assim, dado € > 0 existe um indice IV, tal que:

Ifn(2) = f(2)|<e, Yn>N,VzeD, W

COROLARIO 5.2.5 (Integragao Termo a Termo) Sey é um contorno admissivel contido no disco
o0

de convergéncia Dg da série Zak (z — 20)* € g(2) é uma fungdo continua em Dp, entio:

k=0
/ [Z ar (z —20) g (z)] dz = Z / ar (z — 20)" g (2) d=.
7 Lk=0 E=0""7
PROVA Segue do Teorema 5.2.4 que:
n [e.e]
fa(2) = ar(z=20)"g(z) — f(2) =D ar(z—2)"g(2),
k=0 k=0
uniformemente em D : |2 — 29| < 7 < R e como f,g — fg, uniformemente em Dpg, resulta do Lema
5.1.9 que:
i [ h@eGd: = [ [ e
oo Sy gl
lim [ ap (z — 20)" g (z)] dz = / Z ay (z — zo)k> g(2)dz <
e k=0 7 \k=0

3

k=0

f
Jim. /ak: (z—20)g(2)dz = / <Z ar (2 — Zo)k> g9(2)dz <

ar (z—20)¥g(2)dz =
(ot =

i}
o

WE
S~
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oo

COROLARIO 5.2.6 (Derivagao Termo a Termo) A série de poténcias Zak (z — 20)* define no
k=0

seu disco de convergéncia uma func¢ao analitica f (2) e a derivada f'(z) é dada por:

F1(2) = kap(z— 2)" 1. (5.7)
k=1

O raio de convergéncia da série obtida por derivacdo termo a termo é igual ao raio de convergéncia da
série original.

n

PROVA As somas parciais f, (z) = E ar (z — 20)" sdo analiticas no domfnio de convergéncia Dp, de
modo que:

ffn(z)dz:(), n=0,1,2,3,...
v

sobre qualquer contorno admissivel 7y, contido no disco de convergéncia. Assim:

ﬁf(z)dz:gﬁfn(z)dZZO

e, sendo f (z) continua em Dp, segue do Teorema de Morera que f (z) é analitica em Dp.

Comprovemos, agora, a relagao (5.7). Dado £ em Dpg, temos:

O = Jim > ax (€= 20)" = lim fu(©) /
h=0 i Zy

£
e daf resulta que: y@

L S@dE 1 [ fa(©dE L [ (©)dE
7{ : —szmﬁ@_z)z

iy (€ —2)°  2miJynmee (6 2)?

Figura 5.4:
e da Férmula Integral de Cauchy, deduzimos que:
n n
. . k—1 . k—1
fl(z) = nh_)rgo fl(z) = 7}1}1{.10 Z kag (z — z0)" " = nh_)n(r)lo Z kay (z — zp)
k=0 k=1

= Z kay (z — zo)kfl .
k=1

Se R* ¢é o raio de convergéncia da série do lado direito de (5.7), entao:

. n
= lim

nan Gn

L =R N
(n+1) ant1

R* = lim

n—oo

an+1
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TEOREMA 5.2.7 (Representagao de Taylor) Seja w = f(z) uma fun¢io analitica em uma regido

contendo o disco Dg : |z — zg| < R. Dado z no disco Dg, entdo:

(4 "y (n) (4 "
f(z):f(20)+f 5‘0) (Z—Zo)+f 2('0> (z—zo)2+"'+fn$0)(z_20) +E,,
sendo
_ n+1
gl L0k,
2me e—zol=r §— %
com lim E, =0.
n—oo
DEMONSTRAGAO Dado z, com |z — zp| =71 < 7, seja w = 2_ 0 Temos:
— ZO ol
I 1 1 ( 1 )
£E—2 E—z2—(2—2) E—2\1—-w
1 9 " wn-‘,—l
— T+w+w’+ - +w" +
f — 20 l—w ——
1 (Z _ Zo)n+1
l+w+w? 4+ +w"+ =
£ — 20 (€ —2) (€~ 20) Figura 5.5:
Se v & 0 arco |z — z9| = r, obtemos da Férmula integral de Cauchy:
1 [f(§) dE
), §—=z
1 . _ n 1 _ n+1
L [ O 1O, @) } T T P
2mi Jyl&—20  (£—20) (€ = 20) 2mi Jy | (€ = 2) (€ — 20)
! " (n)
— feo)+ ;f“) (2 —z0)+ 1 2(,20) (z—z0)2+---+fnfz(’)(z—zo)"+En,
. n+1
onde F,, = i F(&) (=~ =0) 1| .
2mi Jy [ (€ = 2) (€ = 20)
Para concluir, resta-nos provar que lim F,, = 0, com n — oo. De fato, se M = lfma‘x |f (£)], temos:
—zo|=r
|z = 20" [ M|dg]
|E”| = 2'r |£ _ n+1
~ z|r
e, considerando que € — z| = |£ — 20 + 20 — 2| > | — 20| — |2 — 20| = — 71, encontramos:
rTIM L(y) riM  ri\"
E,| < - = — . n
| Enl = 2 (r—ry)rntl T—rl(r> — 0, comn— oo
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COROLARIO 5.2.8 Nas condigoes do Teorema 5.2.7 temos a sequinte representacdo em série de Taylor
para a fungdao f :

o0
£ (20)
z):ZT(z—ZO)", |z — 20| <R. W (5.8)
EXEMPLO 5.2.9 (Série Geométrica) No disco |z| < 1, é vdlida a representagao:
(o)
B
n=0

EXEMPLO 5.2.10 (Fun¢ao Exponencial) Em qualquer z € C, temos que:

exp(z) = Z —.

EXEMPLO 5.2.11 (Fungao Seno) Podemos usar a representa¢io de exp (z) para obter a série de

f(z) = senz. Para isto, recordemos que i2*t1 = (=1)¥ 4, de modo que:
— 1 iz —zz _ 1 - " . n e 1 - 22 k 2k+1
sen (2) = g5 [ =7 = 55 ; T2 2k + )

Assim,
o (_1)71 22n+1

senz = Z Wa

n=0

z € C.

EXEMPLO 5.2.12 ( Fungao Cosseno) Considerando, agora, que cosz = % [eiz + eiiz] e procedendo
como no Fxemplo 5.2.11, encontramos:
= (1) 2

cosz:ZTn)!,

n=0

z € C.

EXEMPLO 5.2.13 Usando a série do Exemplo 5.2.12, obtemos:
- 1 —cosz o1 1.3 1.5_ 1.7
(i) llil(l)(z >:lli%(2!2:—4!2 + §2° — g2 —|—-~):1.

. O G D () R G D () S R
(ii) coshz = —icos(iz) = an::() @) = an::() @n)! anzjo )l

TEOREMA 5.2.14 (Representacao de Laurent) Suponhamos que a fun¢io w = f (2) seja analitica

no anel D :r < |z — 29| < R e nos contornos orientados yg : |z — 20| = R e, : |z — 20| = r. Dado =z

no anel D, entdo:

= Z an (z — 20)" + Z bn (z—20)" ", (5.9)
n=0 n=1
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onde os coeficientes a, e b, sdo dados por:

1 f(z)dz b _ 1 f(z)dz
et A

. . 5.10
2111 - (Z - Zo)n+1 271 (z— ZO)*TH’I ( )

n =

Antes de procedermos com a demonstragao do Teorema de Laurent, vejamos alguns comentdrios e
exemplos. A representacao (5.9) é a Série de Laurent da fungao f em torno da singularidade z = zg e

nela destacamos:

o0
(i) Parte Analitica ou Regular de f: asérie > an (2 — 20)", de termos com expoentes positivos.
n=0

e ]
(ii) Parte Principal ou Singular de f: asérie Y b, (2 —29) ", de termos com expoentes nega-
n=1

tivos.

(iii) Se f(z) ¢ analitica no disco D : |z — 29| < R, entdo b, = 0, V n, e a série de Laurent de f se

reduz a serie de Taylor (5.8). De fato, b, = 2m Jf(z)(z— 20)" tdz=0,n=1,23,....

(iv) Se f(z) ¢ analitica no anel 0 < |z — zp| < R, entao o raio r pode ser considerado suficientemente

pequeno e a representagao (5.9) serd vélida em 0 < |z — zg| < R.

(v) O coeficiente by da Parte Principal é o Residuo de f (z) em z e anota-se: by = Res (f;20). O que é
o Residuo de fato? Quando uma fungao f (z) é analitica num dominio D, exceto na singularidade

isolada zp, interior ao dominio D, a integral de f (z) ao longo do contorno = : |z — 29| = 4, contido

em D, pode nao ser zero. Se fizermos R = 5 / f (2) dz, teremos:
i

é[f(z)—z_z()]dz—ff dz—R]{ P— ﬁf(z)dz_%ﬁz:&

Esta é a razao de R ser denominado residuo de f (z) no ponto z. Se integrarmos a equagao (5.9)

sobre o contorno -y, considerando que:
/(z—zo)mdzzo, meZm#—1 e /(z—zo)l dz = 2mi, (5.11)
¥ ¥

chegaremos a:

= by
2)dz = an ¢ (2 — 2 dz+?{ dz + by, 7{ 2 —z) "“dz = 2mib
e S > =) 1

n=0 n=2
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de onde resulta que b; = R. O residuo de f corresponde & parcela que deve ser retirada da parte

principal de f para que:

?if(z)dz:o.

(vi) Os integrandos que figuram nas expressoes (5.10) s@o analiticos em qualquer contorno ~y simples,

fechado e regular por partes, contido no anel D e envolvendo o ponto zy, e pode ser usado no

cédlculo dos coeficientes a,, e b,,.

(vii) A série de Laurent (5.9) pode ser expressa sob a forma:

f(2)= Y An(z—20)", sendo A= 1 j{(‘f(z)dz
~(z

27 _ n+1"
n=—oo ZO)

(viii) A representagao (5.9) de f (z) em série de Laurent no anel D ¢é unica. De fato, se fosse

f(z)= Z Ap(z—20)" e f(2)= Z Bn(z—20)", 7r<|z—2)]|<R,

n=—oo n=—oo

entdo, dado v : |z — 29| = J, 7 < § < R, terfamos:

Z An/(zz[))nkl dz = Z Bn/(zzo)"kl dz, k=0,£1,£2 £3,...
v

n=-—o0 v n=-—00

e usando (5.11), encontramos 2mi Ay = 2mwiBy, isto é, Ay, = By, k=0,4£1,+2,£3,..., compro-

vando a unicidade da representacao (5.9).

1
EXEMPLO 5.2.15 A funcdo f(z) = W ja estd desenvolvida em série de Laurent em torno de
Z [e—

z = 2. Neste caso, temos:

(i) an=0,¥n=0,1,2,...

(ii) bo=1e€eb, =0, n=1,3,4,5,.... além disso, Res(f;2) =by = 0.

EXEMPLO 5.2.16 No anel 0 < |z| < oo, a série de Laurent, em torno de z = 0, de f (z) = €*/2% é:

1iz”_1+1+11+1+z+
z3n:0n!_z3 22 20z 31 4l

onde vemos que Res (f;0) = 1/2.
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1

EXEMPLO 5.2.17 Vamos calcular Res (f;0) e Res(f;i) para a funcao f(z) = m

(i) Para identificar o valor de Res (f;0) olhamos a série de Laurent de f em torno de z =0, no anel

0 < |z] < 1. A partir do Exemplo 5.2.9, obtemos:
1 1 1 o= 2" 11z
1= =) X (Frarat)

e dai resulta Res (f;0) = by = —1/i = 1.

(ii) O walor de Res(f;i) aparece no desenvolvimento em torno de z = i, no anel 0 < |z —1i| < 1.

Usando mais uma vez a série geométrica, encontramos:

[ = ziz'[zﬂr(i—i)}_<2ii>i[1+1(m)]_<Z__ii>1+zw)

(2 3

I R N
z—z’nz:O in 7;) '

O coeficiente by aparece na parcela correspondente a n = 0, isto é, Res (f;i) = b = —

DEMONSTRACAO (TEOREMA DE LAURENT)

5
A partir da relagao (1.5), com w = 0 obtemos:

fO _ f®  _f© ( > FOE-2)"  [(OE—z2)""
{—z_f—z[)—(z—zo)_é—zo Z k+1 +(£_Z)(£_Zo)n+1' (512)
Procedendo de forma similar, agora com w = 2 — jo’ encontramos:
— 20
AR ICY, ( 1 ) CINA=2) T A=)
N2 i Z Z_ZO) N G (5.13)

Considerando os arcos vp : |z — 20| = R e 7, : |z — 20| = r, ilustrados na Figura 5.6 abaixo,

segue da Férmula Integral de Cauchy:

f(z):l./w f(&)ds_y/v £ () dx

2mi )y, §—2 27 A—z

e usando as relagoes (5.12) e (5.13), deduzimos que:

Ll f z—zo) a 1% (A —z)kld)\ E
271'2 h k“ 22 k

=0
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AYR

Figura 5.6:
isto é:

n n+1
f(2) :Zak (z—zo)k—{—Zbk (z—20) "+ E, + F, (5.14)

k=0 k=0

1 —20)"" f (&) d 1 A) (A — 20)" T dx
onde B, = / (2 ~ 20) f(é)wlf e F, = / FL 20) -1 € os coeficientes aj e by
2711 )y, (€= 2) (€ — 20) 21 )y, (2= X) (2 — 20)

estao definidos em (5.12).

Para mostrar que E, e F},, aproximam-se de zero, com n — 00, representemos por M o m&aximo de

|f (2)| no compacto D : r < |z — 29| < R, e notemos que:

(1) Como [£ — z| > |€ — 20| — |z — 20| = R — 0, deduzimos que:

n+1 n+1
‘En‘<M5 / |d€| <M<5> 27R L0, no oo
Y

~2rRvHL [ (€ —2] T 2n \ R R—9§
(ii) Agora, usando a relacdo |\ — z| > |z — z0| — |\ — 20| = § — r, deduzimos que:
Fy| < MT"H/ |d| oM (r>"+1 27r 0
— | = — n — 00.
T ot L A=z T 21 \§ S—r ’

Para chegarmos a relagao (5.9) fazemos em (5.14), n — co. N

EXEMPLO 5.2.18 No dominio D : |z — 1| > 0, deize-nos considerar um contorno -y, simples, fechado

e regular, envolvendo o ponto zg = 1, e seja f (2) = e % (z — 1) 2. Vamos mostrar que:

/f(z)dz: 2t Res (f;1).
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Da Férmula Integral de Cauchy, resulta que:

e ” cd o, —omi(—1/e
/Vf(z)dz:/v(z_lfdz:deZ e ]Z:1—2m( 1/e)

e, por outro lado:

-z 6_1 -1

2) = = T o G Vi Gt Ol
&= e = oy ! _(Z_1)2Z . (5.15)

n=0

Segue de (5.15) que Res (f;1) = by = —1/e e, sendo assim, /f (2)dz =2miRes (f;1).
gl

EXEMPLO 5.2.19 A partir da série de Laurent, vamos calcular Res (f;0), sendo f (z) = exp (1/2%).

Ora:

[e.e]
1 1 11 1
2 f— j—
exp (1/2°%) = E nlz2n_1+?+a?+...+
n=0

n!z2n
de onde resulta que Res (f;0) = 0. Como veremos adiante, se vy é qualquer contorno admissitvel, envol-

vendo a origem, entao:

/exp (1/,22) dz =2miRes (f;0) = 0.
gl

EXEMPLO 5.2.20 Dois desenvolvimentos de Laurent em poténcias de z para f (z) = ﬁ
22 (1—=z
(i) No anel D :0 < |z| < 1, temos:

f(z):1<1_z> ggj izk—% (5.16)

k=0

Observando a série (5.16) vemos que Res (f;0) = by = 1.

(ii) No dominio |z| > 1, temos:
1 —1 B k-3
k=0 k=0

Note que na série (5.17) o coeficiente by = 0, mas este nao é o valor do residuo de f em zy = 0.

OBSERVACAO 5.2.21 Se w = , a parte principal da série de Laurent de f (z) pode ser olhada

Z— 20
como uma série de Taylor (de poténcias de w) e se esta série tem raio de convergéncia R* > 0,

. . ‘ ‘ 1
entao ela convergird em todo ponto z, tal que |w| < R*, isto é, no dominio |z — zy| > - Como

o0

consequéncia do Coroldrio 5.2.6 deduzimos que a série E define uma func¢io analitica no

7 \n
n=1 (Z - ZO)

dominio |z — zp| > 1/R*.



CAPITULO 5 - SERIES, RESIDUOS & POLOS 165

z—1
EXEMPLO 5.2.22 Vamos desenvolver a fungdo f (z) = —5— em série de Taylor no disco [z — 1] < 1
z

e em Série de Laurent no dominio |z — 1| > 1. Veja a Figura 5.7

A

y z—1]>1

6.. .‘o
st

- X

v

Figura 5.7:

(1) A Série de Taylor no disco |z — 1| < 1.

flz) = z;lz(z—l)(i<—i> :_(Z_l)jz[ur(i—l)}

= —<z—1>cg‘iLZ_o<—1>’f<z—1>’“]=§< DF (e 1)t

(ii) A Série de Laurent no dominio |z — 1| > 1.

e = -0 () =-e-0 2 [ i)

d 1 1 d |
= —(z-1)— 2—1[ Flz—1)7F1
dz z—1< i1> dz kZ:O
k:O

EXEMPLO 5.2.23 Vamos desenvolver a funcio f(z) = 1/23 em série de poténcias de z + 2, identifi-

cando o disco de convergéncia. Temos:

f(z) = 1:1d2©:_1d2[(1}: L2 & (2 +2)

23 2d22 2d22 |2 — (2 +2) _Z@kzo ok
Ol kEE-D ()" k(1) (24 2)?
- _ZZ ok =-2 ok+2
k=2 k=2

O disco de convergéncia é D : |z + 2| < 2.
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5.2.2 Produto & Quociente de Séries de Poténcias

Consideremos as fungoes f : D, — C e g: D, — C, definidas por:

o0 o0
f(z) :Zak (z—2)" e g(z) :Zbk (z — 20)". (5.18)
k=0 k=0
[ee]
O Produto de Cauchy das séries (5.18) é, por defini¢ao, a série Z ek (z — zo)k, onde:
k=0
co = agby, ¢1 = agb1 + a1by, ca = agbs + a1b1 + agbg, ... (519)
n
e, de forma genérica, ¢, = Zanbn,k, n =0,1,2,.... No disco Dr = Dpg, N Dpg,, a série produto
k=0
f(2)

converge absoluta e uniformemente para f (z) g (z) e se g (2) # 0 em Dg,, a fungao analitica ¢ (z) = B
g(z
pode ser desenvolvida em série de Taylor do modo seguinte:

q(z) = de (z— 20)"*
k=0
& de (z—zo)k-Zbk (z — 2)" = Zak (z — z)"
k=0 k=0 k=0
& dobg = ag, doby + dibg = a1, dobs + d1b1 + dobg = aq, ...
Logo, q(z) = de (z — zo)k, sendo |z — 29| < Ry e do = ag/bo, di = a1/by — agb1 /b3, . ...
k=0

1

————— em série de poténcias de z, no anel
z?senh z

EXEMPLO 5.2.24 Vamos representar a fungao q(z) =

0 < |z| < 7. Temos
senhz = % (ez — e_z) = %

“ntmtmta v

N[ =

(22 223 220 ) 2z 23 25 ST

e, assim, obtemos:

1 1/22 1 1
a(2) = Zsenhz 2 4 6 -3 22 | 2% | 20 (5.20)
1+ g+ a4+ l+5+5+5+--
Designando
1
=Ag+ A1z + A222 + A32’3 + - (5.21)

I+5 +5+4 +-
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seque de (5.20) que Res(q;0) = A, tendo em vista que:
Ay A A
q(z) —f0+f1+f2+A3+A4z+

e para calcular o coeficiente Ay usamos o produto de Cauchy das séries em (5.21) e obtemos:

2 4 6
(A0+A1z+Agz2+A323+~--)<1—|—§ +2 424 >:1,

5l 7!
1sto é:
Ag Aq
A0+A1Z+< —I—A2> (—I—A3> =1
3! 3!
e dat resulta Ag =1 e Ay = —1/6. Em particular, temos Res(q;0) = —1/6 e como veremos adiante:
dz
O oriRes(q;0) = —mi/3.
f21 J i Res (¢; 0) i/
ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 5.2)

1. Em cada caso, determine o raio de convergéncia da série.

o] (_1)k+1 Zk

k
()Z *;1 ()ZLngk ()Z (d)sz © >

k=1

o (—1)* ()"
2. Calcule o valor da soma infinita Z —_—
k!
k=0
3. Represente a fungao f(z) = (1 + z)_l em série de poténcias de z. Indique o dominio de con-

vergéncia.

4. A partir do desenvolvimento de Maclaurin

00
=D (-DFF 2l <1,

k=0

obtenha a representacao:

(0. 0]
=> (- (-1" |z-1<L

k=0

5. Mostre que:

1 oo
— 1 1 1), no di 1] < 1.
(a) = + Z (n+1)(z+1)", no disco |z + 1|

n=1
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10.

11.

12.

13.

14.
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. No disco 0 < |z — 1| < 2, represente a fungao f (z) =

. Represente a fungao Log (1

, no disco |z — 2| < 2.

.-lk\*—‘

by = Z (n + 1) (z—2)"

. Desenvolva cos z em série de Taylor em torno de zp = 7/2 e senh z em torno de zp = wi. Com o

resultado, deduza que:

h
(a) lim S E 1 e (b) lim e
z—>7r/22—7r/2 z—mi 2 — Tl
No disco 0 < |z| < 4, mostre que
1 2, 1

4z — 22 4gn+1°
n=0

v
(z=1)(2-3)

1
z — 1. Idem para a fungao g (z) = 1 em série de poténcias de z — 1.

em série de poténcias de

142

) em série de poténcias de z.

Em cada caso, desenvolva a funcdo w = f (z) em série de Laurent na regido 0 < |z| < 7.

e el/#* cos (2z2) 1
Usando derivagao termo a termo, prove que:
a) —— — i (—1)"penl () — 2 = i (=1)"n (n — 1) "2,
(1+2)? “~ 1-2)° =
. N sen z
Use a série de Taylor de sen z e mostre que a fun¢ao f : C — C, dada por f(z) = , 2#0e
z

f(0) =1, é inteira.

1
22(1—2)
e especifique onde os desenvolvimentos sao vdlidos. A unicidade de representagdo em série de

Dé dois desenvolvimentos em série de Laurent, em poténcias de z, para a fungao f (z) =

Laurent é violada?

Considere a funcado f (z) = ——

(a) Obtenha o desenvolvimento de f (z) em série de Taylor em torno de zp = 1.

(b) Represente f (z) em série de Laurent, no dominio |z — 1| > 1.
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15.

16.

17.

18.

19.

(c) Qual o desenvolvimento de Laurent de f (z), no disco |z| > 07

Suponha que f (z) e g (z) sejam fungoes analiticas em zg e que f (z0) = g(20) = 0 e ¢’ (20) # 0.

Prove a REGRA DE L'HOPITAL:

- f(z) _ (20
9 T g )
Se ocorrer f'(z0) = ¢’ (20) =0 e ¢ (20) # 0, entdo:

w1 1O 1)
z—z20 g(z) 2=z ¢ (2) 9" (z0)

Se f(z) é analitica em zg e f (20) = f'(20) = --- = f*) (29) = 0, mostre que a funcéo g : C — C

definida por:

F(2)(z—20)"", sez# 2
FEED oY [(k+ D)7 se 2 = 2

¢é analitica em zq.

Sabendo que g (z) = sen (2?), use a série de Maclaurin de g (2) e mostre que:
(2+1) g (0) + (4 — 3i) g9 (0) = 0.

Calcule o valor de f”(0), sabendo que a fungdo analitica f : C — C assume, nos pontos do

-1

contorno v : |z| = 2, os valores f(z) = (4z) sen (2z).

0S ZEROS DE UMA FUNCAO ANALITICA Recorde-se que um ponto zy denomina-se um zero de

ordem m de uma fungao analitica f (z) quando:
Fz0)=f"(20)=..= "D (z0)=0 e [ (0)#0.

(a) Mostre que zp é um zero de ordem m de f(z) se, e somente se, (z — 29) " f (z) tem limite

finito e diferente de zero, com z — zg.

(b) Suponha que zj seja o inico zero de uma fungao analitica f : D — C. Se v ¢ um contorno em

D, simples, fechado e regular, envolvendo o ponto zp, com orientagao positiva, mostre que:

1 rreE,,
QWiLf(z)d (5.22)

coincide com a ordem do zero em questao. O nimero complexo em (5.22) é o Residuo Logaritmico
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de f em relagao a «y. Esta denominagao deve-se ao fato do integrando ser a derivada de Log (f (z)) .

5.3 Singularidades & Pélos

Antes de formalizar o conceito de Singularidade, deixe-nos considerar alguns casos como motivagao.

(1) No disco D : |z| < R a fungao f (z) = exp (1/z) deixa de ser analitica apenas no ponto z = 0.
(ii) A funcio g (z) = |z + i|* ¢ derivdvel apenas no ponto z = —i.

(iii) Dado um ponto zyp no dominio D : r > 0, —7 < # < 7, em qualquer anel 0 < |z — zy| < R existem

pontos onde a fungao h (z) = Log z nao ¢ analitica.

DEFINICAO 5.3.1 Diz-se que um ponto zg é uma Singularidade do Tipo I, ou Singularidade Isolada,

de uma fungao f(z) quando f (z) for analitica em alguma vizinhanga Vs (2p), exceto em z.

EXEMPLO 5.3.2 O ponto zp = 0 é uma singularidade isolada da funcao f (z) = exp (1/z). Ja a fungao

1
f(z2) = —— tem uma singularidade isolada no ponto z = i.
z—1

EXEMPLO 5.3.3 No dominio D : 7 >0, —w < 0 <, a fungio f(z) = Logz nao tem singularidade

1solada.

DEFINICAO 5.3.4 O ponto zy denomina-se Singularidade do Tipo II, ou simplesmente Singulari-

dade, de uma fun¢io f(z) quando:
(1) f nao é analitica em z.
(ii) Em qualquer vizinhanga de zy existe ao menos um ponto z no qual f é analitica.

EXEMPLO 5.3.5 Os pontos do corte L = {(x,0) : x < 0} sao singularidades da fun¢do f (z) = Logz.

EXEMPLO 5.3.6 A funcdo f (2)|z — 2i|* nio tem sigularidade e, muito menos, sigularidade isolada.

Ela é derivdvel apenas em z = 21.
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22 4+ sen z

EXEMPLO 5.3.7 A fungio f (z) = m
z yA

tem singularidades isoladas nos pontos z =0 e z = +24.

EXEMPLO 5.3.8 A funcio g (z) = [sen (n/2)]"" possui uma infinidade de singularidades isoladas nos

pontos z, = 1/k k=1,2,3,.... Além disso, z = 0 é uma singularidade (nao isolada) de g (z).
OBSERVACAO 5.3.9 Se zy é uma singularidade isolada de f (z), entao:
o0 [e o]
= Zak (z—zo)k—i—Zbk (z—20)7", 0<|z—2| <R,
onde os coeficientes ay e by sao dados por (5.10) e hd trés casos a considerar:

o0
(1) A parte principal Y by (z — zo)fk tem uma infinidade de parcelas nao nulas. Neste caso, a singu-

laridade isolada z_o ¢é dita Essencial.
(ii) Ewiste um indice m, tal que:

b #0 e b =0, VEk>m+ 1.

Neste caso, a singularidade isolada zg é denominada um Pdélo de ordem m.

(iii) A parte principal é nula, isto é, by = by = --- = 0. Neste caso, temos:

:Zak(z—zo)k, 0 <|z— 20| < R,

e a singularidade isolada zy é apenas aparente e pode ser removida, jd que a série que representa

f (2) define uma fun¢ao analitica em |z — zp| < R. A singularidade diz-se Removivel.

EXEMPLO 5.3.10 A func¢ao f (z) = g tem um pélo de ordem m = 3 em zp = 0 e Res (f;0) = —1/6.
z

De fato:
k 2k+1 1 1 3

sen z 10o z z
fz)= _4,; e A

+ 1)! 2 3z 5 7
onde vemos que by = —1/3!, by =0, b3 =1 e by =0, V k > 4.Além disso, Res (f;0) = by = —1/6.

EXEMPLO 5.3.11 A fungdo f (z) = exp (1/,22) tem uma singularidade essencial em zg = 0. De fato:

1 1 1
f(z) =exp l/z Zk' 5E = 2+ﬁ+3!?+'“

onde vemos que bor, 0, k=1,2.3,..., e a parte principal tem uma infinidade de parcelas ndo nulas.
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EXEMPLO 5.3.12 A origem zg = 0 é uma singularidade removivel das sequintes fungoes:

cosz — 1 Log (1 + z) 1 —exp(Az)
g(z)=——F— h(e)=—7—" € p(z)=— —
z z z
De fato, basta observar que as séries que representam essas fungoes:
00 k _2k—1 > k _k k_k—1
(=1)"z (=1)"z )\
k=1 k=1
tém parte principal nula e elas admitem continuagio analitica ao ponto zg = 0, considerando:
-1 Log (1 1— A
g(0) =1im 2L o po) im0 )2 L)
z—0 z z—0 z z

LEMA 5.3.13 Uma singularidade isolada zy de g (z) é removivel se, e s se, g (z) é limitada em alguma

vizinhanca de zg.
PROVA Se zp é uma singularidade removivel de g (z), entao
(o]
k
z):Zak(z—zo) , 0<|z—2]| <R,

de onde segue que lim g (z) = ag e, por conseguinte, existe ¢ > 0, tal que |g (2)| < 1+]ao|, z € V5 (20).
z—20

Reciprocamente, se |g (2)| < M, z € V5 (zp), entao para cada r < § < R, temos:

1 d M
b | < / M < —rkL(2rr) = Mr*, (5.23)
T

- 27'(' ‘Z—Zoyi

Fazendo r — 0 em (5.23), deduzimos que b, =0. W

PROPOSICAO 5.3.14 Para que uma singularidade isolada zy seja um pdlo de ordem m da fungao f (2)

é necessdrio e suficiente que lim (z — z0)" f (2) seja finito e diferente de zero.
z2—20

DEMONSTRAGAO Se zg ¢ um pélo de ordem m, entao b, # 0 e by =0, kK > m + 1, e, portanto:

(2= 20)" f(2) = by +bm_1 (2 — 20) +bm_2 (2 — 20)* 4+ -4b1 (z — 2)™ +Z ar (z — 20)"™ . (5.24)
k=0

Tomando o limite em (5.24), com z — zp, obtemos lim (z — 29)™ f (2) = by, # 0. Reciprocamente, se

z—20

lim (2 —20)" f(2) = w, w € C, w # 0, entao 2y ¢ uma singularidade removivel da fungao complexa
z—20

g(2) =(2z—20)" f(2), ja que ZILH,ZlO g (z) = w existe e é finito. Assim:

o0
ch z—2), 0<|z—2z| <R
k=0
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e, portanto:
1 2
fz) = m w1 (z—20) +ca(z— 20) _|_}
w C1 Co
- + + m—2+"'+Cm+cm+1(2—zo)+"'

(z=20)"  (z—2)""" (2~ 20)

onde observamos que b, =we by, =0, k>m+1. N

EXEMPLO 5.3.15 A fungdo f (z) = (Log 2)72 tem um pdlo de ordem m = 2 na singularidade zg = 1.

De fato, basta observar que:

—1)? —1 2z — 1
1m (27)2 = (L’Hépital) = lim M = (L’Hﬁpital) = lim i =1
z—1 (Log Z) z—1 Log z z—1 ]_/Z

TEOREMA 5.3.16 (Célculo do Residuo em um Pdélo) Seja zp uma singularidade isolada de f (z) .
(1) Se zp é removivel, entao Res (f;z0) = 0.
(ii) Se zp é um pdlo simples (de ordem m = 1), entdo Res(f;z0) = lim (z — z0) f (2).

z2—20

1 . dmfl
(m—1)! zh—>nzlo dzm—1

[(z=20)" f(2)]-

(iii) Se zg é um pdlo de ordem m > 1, entao Res (f;z9) =

DEMONSTRAGCAO Se zp é uma singularidade removivel, segue da definicao que b, = 0, V k, e, em

particular, b; = 0. Para provar a parte (ii), notamos que se zyp ¢ um polo simples, entao:

oo
(z—20) f(2) =b1+ > _a(z—2)"" (5.25)
k=0
e, tomando o limite em (5.25) com z — zp, encontramos by = lim (z — zg) f (z). Finalmente, se zy é
z2—20
um poélo de ordem m > 1, temos:
o
(2= 20)™ F(2) = b+ br (2= 20) b (2= 20)™ 4 D an(c =) (5.26)
k=0

e derivando (m — 1)-vézes a equagao (5.26) encontramos:

m—1 o)
% [(z—=20)" f(2)] = (m—1)!b + Z (m+k)(m+k—1) ... (k+1)kag (z — 20)T . (5.27)
k=0
Se em (5.27) fizermos z — zp, teremos:
m—1
e dim ) (0]

(m — 1)l 2=z dzm—1
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EXEMPLO 5.3.17 Se f(z) = (Logz)™ ", entdo:

-1 1
ll_)nﬁ (Z - 1) f (Z) = i1_>ml iogz = (L’Hﬁpital) = ;11—% m -1

Dai seque que zg =1 é um pdlo simples de f (z) e do Teorema 5.3.16 resulta Res(f;1) = 1.

EXEMPLO 5.3.18 Vimos no Exemplo 5.3.15 que a fun¢ao f(z) = (Log z)_2 tem um pdlo de ordem

m = 2 no ponto zo = 1 e pelo Teorema 5.3.16, temos:

12 B - )
Res(f;1) = lim a (271)2 — 9 lim (2 —1)Logz 23—|— 2-1/z
z—=1dz | (Log z) 21 (Log )

L —-1+4+1
= (L’Hopital) = 2 lim it —2 /2
z=1 3 (Logz)

L -1
= (L’Hopital) = 2 lim 2logztz=1/z
z—1 6 Log 2
Logz +2+1/22

= (L’Hopital) = 2;52 6/ =1

EXEMPLO 5.3.19 A origem é um pdlo de ordem 2 da fungio f (z) = (zsenhz)™" e Res (f;0) = 0. De

fato:

li
z—0 z—0 | e — e * 2—0

m [2%f (z)] = lim [%] = (L’Hopital) = lim [ezfe_z} =1

de onde seque que a origem é um pdlo de ordem 2. O residuo na origem é dado por:

P i 2
Res(f;0) = ll_,n% dz [Z f(z)] - ll—{r(l) dz [senhz]

z—0 2—0 | 2cosh z

. {senhz—zcoshz}
= lim

—z
= (L’Heépital) = lim =0.
(senh z)? (L Hopital) [ ]
EXEMPLO 5.3.20 Para determinar o valor de Res(f;0), sendo f(z) = z%exp (1/2*), inicialmente

devemos investigar a natureza da singularidade zg = 0. Temos:

1 1 1 1
2 214 T 31T 41,10

Zexp (1/2°) = 2% + 4o

onde vemos que zg = 0 é uma singularidade essencial de f (z) e o Teorema 5.3.16 nao se aplica. Seque
diretamente da série que Res (f;0) = 1.

22

EXEMPLO 5.3.21 A funcio f(z) = tem dois pdlos simples nos pontos z = +3i e
=) (22 +9) (22 4+ 4)°

dois pdlos de ordem 2 nos pontos z = £2i. De acordo com o Teorema 5.3.16, temos:
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(i) Res(f;3i) = Jg%z [(z=3d) f(2)] = Zh_)nslz [(z +34) (22 4+ 4)

(ii) Res (f’ Qi) - Zh_)IIle 6% [(Z N 2i)2 f (Z)} - zh—>n211 c% |:(Z2 + 9)2(2 + 2i)2:|

72 }_ -9 3
6i(—5)> 50

18
200

z—21

o |2 (22 49) (= + 20) — 2% (422 + 4iz + 18)
= l1m
(224 9) (2 + 2i)°

175
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5.3.1 Quociente de Fungoes Analiticas

Dada uma fungao g (z), analitica no disco Dy : |z — z9| < R, o ponto zy denominar-se-4 um Zero

de Ordem k da funcao g, quando:

9(20) =9 (20) =¢" (z0) = - =g¥*V(20) =0 e g¥ () #0

Se g¥) (20) =0, VEk=0,1,2,..., segue, do Teorema de Taylor, que g é identicamente nula no disco

Dp.
LEMA 5.3.22 Os zeros de uma fungao analitica sdo pontos isolados.

PROVA Se zp ¢ um zero de ordem k de certa funcao g (z), analitica no disco Dy : |z — 29| < R, entao

em cada ponto z de Dg, temos:

g(n+k

o (n) z
Z):ZgnEO)(zzo) Z*ZOkZ (n+k)! Z*ZO)nZ(Z*ZO)kf(Z)a
n=~k n=0

oo (n+k) Py

continuidade, existe § > 0, tal que f (z) # 0, em todo ponto z da vizinhanga Vj (zp) . Logo:

(z — )" ¢ analitica'’ no disco Dg. Temos que f (z0) = g®) (20) # 0 e, por

g(z):(z—zo)kf(z)#(], VzeVs(z), z# 20,

isto é, na vizinhanca Vj (29) o unico zero da fungdo g é precisamente zyo. W

DOIS ATALHOS PARA O CALCULO DO RESIDUO

Sejam p (z) e ¢ (z) fungdes analiticas no dominio D e consideremos a func¢ao f, definida por:

f(z)zzgj, 2D, q(z) #0.

Os zeros da fun¢ao ¢ (z), que sao isolados, sdo precisamente as singularidades isoladas da fungao f (z).

ATALHO 1: Se q(z9) =0, p(20) #0 e ¢ (20) # 0, entdo o ponto zy ¢ um pélo simples de f (z) e

p(20)

Res (f:20) = 77 0.

(5.28)

PROVA Basta observar que:

lim (z — 29) f (2) = lim [(z — 2p)

Z2—20 z—20

p(z)] (Z—Zo)} _ P(Zo).

q(z) q(z)

"Uma série de poténcias representa uma fungio analitica no seu disco de convergéncia.

= lim [p (2)

Z2—20
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EXEMPLO 5.3.23 Os pontos z = kn, k € Z sao pdlos simples da funcao f (z) = cotgz. Considerando

p(z) =cosz e q(z) =senz, temos:

p(z
1) =20 ey =0, p(a) = d () = (<D £0
q(2)
. P . . . . N P (2k) _
Assim, zy, € pélo simples de f (z) e, além disso, Res (f; zx) = 7o) 1, VkeZ.
k

EXEMPLO 5.3.24 A fungao f(z) = cosz (e* — 1)71 tem um pélo simples no ponto zy = 0. Neste caso,

p(z) =cosz e q(z) =e*—1 e temos:

p(0)
q'(0)

ATALHO 2: Suponhamos que ¢ (20) = ¢’ (20) = 0 e que p(20) # 0 e ¢ (20) # 0. Entao, zg ¢ um polo

p(0)=¢(0)=1, q(0)=0 e Res(f;0)= =L

de ordem m = 2 e o residuo de f em zg é dado por:

Res (f: 2) = 20’ (20)  2p(20) 4" (20) (5.29)

¢ (=) 3 [¢" (20))°

PROVA Considerando que ¢ (z0) = ¢ (20) = 0, temos:

p() = plo)+r () (2 =)+ 3 P (o st
k=2

© (k) (4
az) = YTy

k=2 k
e, portanto: , )
(2= 2)2 f (2) = P (20) + 117’ (20) (2 = 20) + 5P (20) (z = 20)" + - - (5.30)
31¢" (20) + 514" (20) (2 — 20) + - -
Assim:
. P20
Tim (=~ 20 7 (2) = 72 2
o1d (ZO)
o que indica ser zgp um pélo de ordem 2. Se representarmos o lado direito de (5.30) pela série
(2 —20)° f(2) = Ao+ A1 (2 — 20) + Ag (2 — 20)° + - -
teremos que A; = Res (f;29) e, também:
p(20) = 319" (20) Ao
2 § (5.31)

P (20) = 51q" (20) A1 + 314" (20) Ao.

Resolvendo o sistema (5.31) encontramos (5.29).
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EXEMPLO 5.3.25 Vamos usar o Atalho 2 para calcular o residuo da funcao f(z) = e
z(e

20 = 2. Considerando p(z) =1 e q(z) = z (e — 1), temos:
p(z)=1=p(0)=1ep (0)=
q(z) = z(e* = 1) = ¢(0) = 0.

¢ (2)=e—14+2¢=¢(0) =

q" (2) =2¢* + ze* = ¢" (0) = 2.

q" (z) = 3e* + ze* = ¢ (0) = 3.

e, portanto, zo = 0 é um pdlo de sequnda ordem e:

Res(f;zo):qp -5 = —

5.3.2 Comportamento Local

A titulo de ilustracao, deixe-nos investigar o comportamento da fungao

f(z) =exp(l/2), z#0,

sob dois aspectos:

1
_1)

no pélo

(i) No dominio Qg : |z| > R, com R — oo. Este serd o Comportamento no Infinito da fungao f.

(ii) Nas proximidades da singularidade essencial zg = 0. Tal comportamento terd uma resposta no

Teorema 5.3.29 de Casorati- Weierstrass.

COMPORTAMENTO NO INFINITO

A imagem do dominio Qg : |z| > R pela transformacao z +— 1/z ¢ o anel Dg : 0 < |w| < 1/R, no

qual a funcdo g (w) = f(1/w) é analitica e o comportamento de f, quando R — oo, isto ¢, quando

|z| — o0, é estabelecido a partir do comportamento de g nas proximidades de w = 0, isto é, quando

w — 0. Temos:

1
g(w) = f(1/w)=-exp(w Zan = ag + ayw + agw® + - - - an =

f(z) = g(/z)=exp(l/z)= Zanz "—ag+arz P daz 4o, 240
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e daf segue que wy = 0 ¢ uma singularidade removivel de g (w) e zp = co uma singularidade removivel

de f(z). Isto motiva a seguinte definigao:

DEFINIGCAO 5.3.26 Diz-se que zy = 0o é uma singularidade isolada (removivel, pdlo ou essencial) de

f(2) se wo =0 for uma singularidade de mesma natureza da fun¢ao g (w) = f (1/w).

No caso de wg = 0 ser um pélo de ordem k da funcao g, temos:

g(w) =bpw F + b w4 b+ Z apw" by #0

n=0

e com z = 1/w, encontramos:

f2)=bp2® + b 2" bzt Z anz” "

n=0
e zg = 00 é um pélo de ordem k da funcao f. Uma andlise semelhante é feita no caso em que wg = 0 é

uma singularidade essencial de g (w) .

EXEMPLO 5.3.27 A funcio f (z) = 2* (1 + 22)_1 tem uma singularidade essencial no infinito, porque

g (w) = f(1/w) tem uma singularidade essencial em wo = 0. Isto decorre da representacao

o) =7 (10 = () 17 = > (e

possuir uma infinidade de poténcias ndo nulas, com expoentes negativos.

COMPORTAMENTO EM UMA SINGULARIDADE ESSENCIAL
Ainda com a fungao f(z) = exp(1/z), fixado um nimero complexo wy (wp pode ser oo), vamos

construir uma sequéncia (zy),cn, 2n 7 0, tal que:
zn— 0 e f(zn) — wo. (5.32)
(i) Se wg = oo, consideramos z, = 1/n, e obtemos:

zn—0 e f(zp) =€" — 0o =wy.

(ii) Se wg = 0, consideramos z, = —1/n, e encontramos:

zn—0 e f(zp)=€e"—0=uwy.
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(iii) Finalmente, se wo = |wo|e®, com 0 < |wg| < oo, considerando z, = [In|wg| + i (8 4 2n7)] ",
teremos:

=0 e f(z) = expllogug] — wo.

LEMA 5.3.28 Os pdlos de g (z) sao precisamente os zeros da extensao holomorfa de 1/g(z) a algum

disco Dy : |z — zp| < 6.

PROVA Seja zp um poélo da funcdo g (z), que, por simplicidade, é suposto de ordem 1, isto é:

b
Q(Z)Zz 12 +ag+a(z—2)+ax(z—2)°+---, b #0.
— 20

No disco Dy, a extensao holomorfa h de 1/g ¢é definida por:

1
y < 7& 20
h(z) = g(z) 1
lim , Z=20
290
de modo que:
Z— 20

=0

h(zy) = lim = lim
( ) z—>zog(z) 220 bl—l—ao(z—zo)+a1 (Z—Zo)2+a2(2—20)3—|—"-

0 que mostra ser o ponto zp um zero de h(z). Reciprocamente, se zp ¢ um zero simples da extensao

holomorfa e nao nula h(2), isto é, h(z9) = 0 e b’ (20) # 0, existe, pelo Lema 5.3.22, um § > 0, tal que:
h(z) #0, noanel 0<]|z— 2z <9,

e, portanto:
. . Z—2 1
1 B — 1 =
ZEEO (Z ZO) g (Z) ZLI,EO h (z) h' (ZO) ?é 07

caracterizando, de acordo com o Proposi¢ao 5.3.14, zp como um pélo simples de g (z). W

TEOREMA 5.3.29 (Casorati-Weierstrass) Seja f uma fungao analitica em um dominio D do plano
C, exceto na singularidade essencial zg. Dado uwm nimero complexo wg, podendo ser wg = oo, existe

uma sequéncia (z,) em D, que satisfaz (5.32).

DEMONSTRAGAO No caso wg = oo, dado M > 0, considerando que a fungéo f nao é limitada no

disco Dy, : |2 — 20| < 1/n, podemos escolher, para cada n, um ponto z, em D\, tal que |f (zn)[ > M.
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Assim, z, — zp e lim zn)| = 00. Fixemos wg em C e suponhamos que nao exista uma tal sequéncia
) An 0 n 0

(zn) satisfazendo (5.32). Sendo assim, existe g9 > 0, tal que para todo § > 0, tem-se:
|f (2) —wo| >e0, Vz€Vs(20), 2# 20.

Consequentemente, a fun¢ao g definida no anel 0 < |z — 29| < 0 por:

() =+
9(2) = 75—
f(z) = wo
é analitica e localmente limitada, j& que |g (2)| < 1/g0. Do Lema (5.3.13) resulta que zp ¢ uma singu-

laridade removivel de g (z) e a extens@o analitica g (z) ¢ definida em 2y por:

1
g(z0) = lim g (z) = lim =0,

Z2—20 Z—20 f (Z) — Wo
ja que f (z) nao é limitada nas proximidades de zp. Sendo zy um zero de g, segue do Lema 5.3.28 que o
ponto zp é um pélo de 1/g e, portanto, um pélo de f, ja que f = 1/g + wp. Isto contradiz a hipétese

de ser zp uma singularidade essencial de f. W

ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 5.3)

1. Mostre que zp é uma singularidade removivel de f (z) se, e somente se, lim f (z) existe e é finito.
z—20

2. Mostre que as singularidades da fungao f (z) s@o pélos e calcule o residuo de f em cada polo.

oz +1 B 1 —exp(22) R
(@) f(z)= 35—~ (b) f(z)=tanhz (c) f(x)=—73—— (d) f(x)=_—.
z+1 .
3. Se f(z) = ———=5————, mostre que Res (f;i) + Res(f;2) =0.
(z—-2)%(z—1)
AR - h(2) o
4. Se h(z) é analitica em zp e h(zp) # 0, mostre que a funcdo g (z) = P tem um polo simples
— 20

em zp e que Res (g, z0) = h (z0). Comprove esse resultado com a funcao g (z) = (e* — 2z + 2) /z.

L3
2(z—2°  (z—-2%

5. Determine e classifique os pélos da fungao f (z) =

6. Em cada caso, determine e classifique as singularidades da fungao w = f (z).

o
z (e —1)

1

1
(a)w:z—i—; (b) w= m.

() w=sen(1/22) (d)w=¢e*+e/* (e)w=
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7. Se f(z) é analitica no anel 0 < |z — 29| < R e zp € um pdlo de f (2), mostre que lim |f (z)| = oc.
zZ—20
1 1
Comprove esse resultado com a fungdo f(2) = - + —.
z oz

8. Calcule Res (f;0), em cada um dos seguintes casos:

(a) f(z) =cosec’z (b) f(z) =z 3cosec (2?) (c) f(z)=zcos(1/z).

9. Use o quociente de séries para encontrar os primeiros termos das séries de poténcias de z das

seguintes fungoes:

W)= @)= (d) 5

oS 2 sen z z(er—1)

(a) f(z)=

22senh 2z’

10. Se f(z) é analitica em |z — 29| < R e zp € um zero de ordem m de f, mostre que a funcdo

1
g(z) = m tem um polo de ordem m em 2.

11. Estude o comportamento no infinito da fungao f(z).

(@) f(z)=tanz (b) f(z)=(*=1)" =1/ (c) f(z) = (2 =1) (2 +1)" ' —1/=

5.4 Teorema dos Residuos & Aplicagoes

Dada uma funcao f (z), analitica no anel r < |z — 29| < R, vimos no Teorema (5.2.14) que

f(2) :Zan(z—zo)”—i—an(z—zo)_”, r<|z—z]| <R,
n=0 n=1

1 f(z)dz 1 f(z)dz
“ = o ?iR (c—z) " o= i f{ (z—20) "

Em particular, 2mib; = (z) dz e se vy é qualquer contorno admissivel contido no anel, como ilustrado
Yr

onde

na Figura 5.6, temos:

%f (2)dz = 2miby = 2mwiRes (f; 20) -
v
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TEOREMA 5.4.1 (Dos Residuos) Seja D uma regido compacta do plano C, delimitada por um con-
torno «y admissivel (simples, fechado e regular por partes) e deize f(z) ser uma fung¢do compleza,

analitica em D, exceto nas singularidades isoladas z1, z2, ...,z. Entdo:

k
]{f(z)dz = QTriZRes(f;zj).
il j=1

DEMONSTRAGAO Como ilustrado na Figura 5.8, sejam rq, 79,...,7, nimeros reais positivos, tais

que os discos Dj : |z — z;| < r; estdo contidos em D e isolam as singularidades z1, z2, ..., 2, isto é,

D;ND; =g, D
| 5=

Figura 5.8:

Se 7; ¢ a fronteira de D;, segue do Teorema de Cauchy-Goursat que:

7{]” dz—z f dz-0<:>7{f dZ—Qﬂ'ZZReS fizj). N

5z — 2

EXEMPLO 5.4.2 A fungio f(z) = P

tem singularidades isoladas, do tipo pdlo simples,nos

pontos z1 =0 e z9 = 1. Temos:
5z — 2 2 3

z(z—=1) _;+z—1
de onde resulta que Res (f;0) =2 e Res(f;1) =3, e pelo Teorema dos Residuos seque que:

7% 225(’:21)dz = 27i [Res (f; 0) + Res (f; 1)] = 10mi.

EXEMPLO 5.4.3 A funcao f(z) = tem um pdlo de ordem 3 em z1 = 0 e um pdlo simples

1
23 (24 4)
em zo = —4, ambos internos ao contorno vy : |z + 2| = 3. Assim:

d
ﬁmdz = 2mi [Res (f;0) + Res (f; —4)] = 0,
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tendo em vista que:

2

d
i N —l 1 —_— -1 :l 1 _3:
(i) Res(f;0) = 5 leo 7.2 [(z+4) } 2%130{)2(24—4) 1/64.

(i) Res(f;—4) = lim (2+4)f(2) = lim (1/23) = —1/64.

Zz——

EXEMPLO 5.4.4 A fungdo f(z) = % tem um pdlo de ordem 2 na origem. De fato:
z(e? —

im [22 — Lim | 2992 | — (bHenital) = lim 05 T~ #Senz

e e R
e da Proposi¢cdo 5.3.14 resulta que zg = 0 é um pdlo de ordem 2. Agora, deixe-nos mostrar que
Res (f;0) = —1/2 e, usando o Teorema dos Residuos, obtermos:

(z)dz = 2miRes (f;0) = —mi.
|z|=1

(i) usaNDO 0 ATALHO Considerando p (z) = cosz e q(z) = z (e* — 1), encontramos:
p(0) =1 p'(0)=0, ¢(0)=¢(0)=0, " (0) =2 ¢ ¢"(0)=3

e, assim:

Res (f;0) = - = =-1/2.

(i) USANDO A SERIE DE LAURENT  Temos:

1 =224t - 56

2 2
= =A)+ A A e 5.33
= . et A A (53%)
e usando o Produto de Cauchy (5.19), encontramos:
Ap=1
= Al = —1/2.
A+ %Ao =0
De (5.33), vemos que:
Ay A
Fl)=3+ 2+ A+ Az
z z

é a série de Laurent de f (z), de modo que Res (f;0) = A; = —1/2.
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5.4.1 Calculo de Integrais Reais

Nesta sec¢ao, veremos como usar o Teorema dos Residuos (5.4.1) no célculo de integrais impréprias

de fungoes reais. No cédlculo em uma varidvel real, aprendemos que a integral imprépria

/Zf(x)da:

de uma fungao real continua y = f (z), —oo < & < 00, é convergente quando os limites

R
lim /0 f(z)dz e lim/ f(z)dx
-R 0

R—o0 R—o0

existirem. Neste caso:

/_Zf(x)d:c: lim /_ORf(x)d:c+ lim /ORf(m)dx'

R—o0 R—o00

Por outro lado, o Valor Principal da integral imprépria (5.34) é definido por:

R—o0

[ R
(VP)/ f(z)der = lim /Rf(:p) dz,

(5.34)

(5.35)

(5.36)

caso o limite exista. E oportuno ressaltar que os conceitos (5.35) e (5.36) nio sdo equivalentes, como é

fécil ver considerando f (z) = z. De fato:

R 0 R

(VP)/ f(zx)dx = lim rdr=0 e / f(z)dz = lim x dr+ lim
— o0 R—oo J_p o R—oo J_p R—oo [

Naturalmente, se f é uma funcao par, entao:

/_;f(a:)daz:;/_];f(:c)d:c:/oRf(m)dx

(VP)/_OOf(x)dx<oo(:>/_oof(m)d:c<oo.

e, portanto:

T dr = 0.

No que se segue, f (x) representa uma funcao racional f (z) = p(x) /q (z), e para a integral imprépria

(5.34) convergir, vamos admitir que os polinémios p (z) e ¢ (x) sejam primos entre si e que satisfagam

as condicoes seguintes:

(i) O polindmio ¢ (z) nao possui zeros reais, isto é, a equagao ¢ (x) = 0 ndo tem solugao real.

(ii) Grau(q) > 2+ Grau (p).
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oo
1. INTEGRAIS DO TIPO: / f(@)de
— 00

Com estas hipéteses mostraremos que o valor principal da integral imprépria pode ser calculado com
auxilio do Teorema dos Residuos. Inicialmente, deixe-nos considerar a fungao racional f (z) definida no
dominio D = {z € C: q(z) # 0}, e sejam vy € 7* 0s arcos:

Yr = {2€C:Imz>0, |z| =R}

v = {(z,0): —R<z <R}

ilustrados na Figura (5.9).

YR
“
it
Figura 5.9:
Consideremos R > 0, de tal forma que as singularidades z;, za,...,z; de f(z) sejam interiores ao

contorno v + v* e, assim, podermos usar o Teorema dos Residuos 5.4.1:

k
f(z)dz+ %*f (2)dz =2mi Y _Res(f;2) (5.37)
TR v j=1

e notando que 7* é o intervalo [—R, R] sobre o eixo x, segue de (5.37):

R k
/Rf (x)dx = QM;RGS (f; 7)) — f;Rf (2)dz. (5.38)

Da hipétese (ii), a respeito do grau dos polinémios p (z) e ¢(z), resulta que existe M > 0, tal que
|22f (z)‘ < M, com |z| = R, e, portanto:

< }{R 122f (2)| | 5| < M7£R

Assim, tomando o limite em (5.38), com R — 0o, encontramos:

dz
22

dz
22

2w M
=T — 0, com R — oo.

R

f(z)dz
R

o k
/ f(a:)da;:QTrz'ZRes(f;zj).

— 0 =
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EXEMPLO 5.4.5 No semiplano [Im z > 0] a fung¢ao complexa f (z) = (1 + 22)_1 possui singularidade

no ponto z1 =i, de modo que:

*  dx 2mi Res (f;4) = 2 lim ( ) f(2) = 2mili z—1
= N = 1m — = 1m
L Txa? wi Res (f;1 mz_)i z—1 z mz_)i 21
. z—1 .
= 2mlim —+——— = 27t lim - = 7.
z—i (2 +1) (2 — 1) =iz + 1

EXEMPLO 5.4.6 As singularidades isoladas da fungao f (z) = (1 + 24)_1 ocorrem nos pontos exp (Lim/4)

e exp (+i37/4) e sdo do tipo polo simples. No semiplano [Imz > 0] estio os pélos z = €™/* ¢

29 = B37/4 . de modo que:

/Z 1 jl_zx4 = 2mi [Res (f; 21) + Res (f; 22)] .

Um cdlculo direto nos da:

p(2) 1 1 .
R N = = — = — —3 4
* (f7 21) q (Z) z=2z1 4z° z=emt/4 4 P ( 7”// ) ‘
p(2) 1 1 .
Res(f; z = = — = —exp(—9mi/4).
(f 2) q (Z) 2=29 4z3 z=e37i/4 4 Xp( " / )

e, consequentemente:

*  dz 1 (2 V2
|t V2
/_ool+a:4 m[4(2“2>+

Obtém-se 0o mesmo resultado, se considerarmos os pdlos zz = exp (—in/4) e z4 = exp (—i3w/4), situados

no semiplano [Imz < 0]. Comprove!

0o 2d
EXEMPLO 5.4.7 Para calcular a integral imprépria / Lot 5 usando o Método dos Resi-
—oo (224 9) (22 4 4)
52

duos, consideramos a fungao complexa f (z) = , a qual tem pdlos simples em z = £33

(224 9) (22 +4)?

e pdlos de seqgunda ordem em z = £2i. No semiplano [Im z > 0] estao os polos z1 = 2i e zo = 3i e,

assim:
00 2d
/ Tar 5 = 2mi [Res (f;2i) + Res (f;37)] .
—oo (22 +9) (22 + 4)
‘ 13 L3 .
No Ezemplo 5.3.21 encontramos Res (f;2i) = ——— e Res (f;3i) = — e com isso, obtemos:

200 50

> 2d 3 13i
/ = omi | =~ | = 7/100.
oo (22 4 9) (22 + 4) 50 200
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EXEMPLO 5.4.8 Usando o contorno v = vy + vy + v3, dlustrado na Figura 5.10, e a funcao auxiliar

1
z) = vamos calcular a integral impropria
41
z

/°° dx
0 .’L’3 =+ 1 )
Este exemplo difere dos anteriores porque o denominador tem uma raiz real em z = —1.

yA

71
Y2
27/3
V3 R x
Figura 5.10:

A dnica singularidade de f (z) interna ao contorno v é o polo simples z1 = %—i\/§/2, de modo que:
d

(i) Sobre o Arco ~,: Sobre o arcoyy:z=R ¥, 0<60<2r/3, temos:

/ dz - / |dz| < TR 0 R

< < — 0, com R — oc.
5 21 G 122+ 7R3 -1
(ii) Sobre o Arco ~,: Sobre o arco vy :z=rexp(i2n/3), 0 <r < R, temos:

d R 27/3) d R g
/ 3 z = _/ exp ('L 71'/3) g = —exp (2271'/3)/ - 3
e 20 11 0 14 (rei27/3) o 1+

Do teorema dos Residuos, obtemos:

dz L L
e 9 _mr T o .
[h pe exp (i 7r/3)/0 1+r3+/0 a3 miRes (f;21),

e notando que Res (f;21) =2 (=3 + i\@)_l chegamos a:

dz L 479
L i l—exp z'27r3/ - . 5.39
/%Z?,+1 1 —expize/3)] [ i = (5.39)

Em (5.39) fazemos R — oo e encontramos:

*© dx

3
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oo oo
2, INTEGRAIS DO TIPO: / f(x)coszdz e / f(z)senz da
— 00 — oo

Aqui nao é adequado considerar a funcdo complexa f(z)cosz ou f(z)senz, por que as fungoes
|cos z| e |sen z| ndo sdo limitadas no semiplano [Im z > 0] . Observamos, entretanto, que os integrandos
sdo a parte real e a parte imagindria da fungao f (z)exp (iz) e |e*| = e™¥ é limitada no semiplano
Imz > 0].

f(z)exp (ix) = f (z)cosx + if (x)sen .

EXEMPLO 5.4.9 Neste exemplo vamos mostrar que

o0
d
/ senx dx — /2.
0

X

z

Seja f(z) = e e consideremos o contorno v = vy + Yo + Y3 + 74 da Figura 5.11. Temos:
z

(i) Sobre o Arco ~, : Euiste, pelo Teorema do valor Médio, 0y, com 0 < 6y < m, tal que:

T
/ efRsenede _ ﬂ_efRsenOQ’
0

de modo que:

iz
e
/ —dz
71 z

(ii) Sobre o Arco vz : Sobre o arco v3:z =0, —1 <60 <0, temos:

™
< / e ftsenb gy — ge=Fsenbo 0 com R — oo.
0

iz ™
lim [ —dz=—ilim [ exp(—dsenf +idcosf)df = —mi
6—0 Vs z 6—0 0

iz
e considerando que a fun¢ao z — — ¢é analitica no semiplano [Im z > 0], seque que
z

1z k
]{edz = QWiZRes (f;25) =
ol z j=1

-6 iz R _ix iz iz
/ € dw +/ C dw = —/ € dz —/  dr=mie (5.40)
_R T Fy x " z Y3 z

Fazendo R — 0o e d — 0 em (5.40), resulta:

oo ix
/ eda:—/ .’L’_7TZ<:>/ da::m<:>/ senxd :z.
0oz 0 2

e, portanto:
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yA
Y1
&
N 1
R -3 R
Figura 5.11:

EXEMPLO 5.4.10 Agora, vamos calcular a integral impropria

/OO cosx dx _/°° Re (') da
oo (22 4+1) s (22 4+ 1)?

considerando a fungao complexa f (z) = ((3);1)(112)2 e o contorno v = yp+v* da Figura 5.9. No semiplano
ze +
Imz > 0] a fungdo f(z) tem um pélo de ordem 2 na singularidade z1 = i, de modo que:

R T -
/ AT i Res (f54) —/ xp(iz)
“R(z2+1) v (22 +1)
O residuo de f mo ponto z =1 é:

d > _ 2 ZZ
lim = [eXp (“’)2] _im L2 e — 2 _ —i/2
z2—1 dZ (ZQ _|_1) z2—1 (Z+Z)

Res (f;1) =

2
e sobre o controno v : |z| = R, temos ‘(z2 + 1)2‘ > (|z|2 — 1) = (R2 — 1)26, assim:

exp (iz) < ‘eiz‘ ey 1
(2+1)%| 7 (R2—1)> (R2-1)> "~ (R2-1)*
Logo:
/ exp (iz) dz dz / |dz| _ TR 0, com R — oo
TR 22 + 1 TR (R2 - 1)
e, consequentemente:
R ei:c dzr
lim / I i (—if2e) = m/e. (5.41)
R—oo J_pg (22 4+ 1)

O lado direito de (5.41) sendo um nimero real, temos que:
/ cosz dx d:z:
(VP) =r/e

é par, resulta:

* cosz dr
ST

COS T

e como a funcdo r— ——
(22 +1)°
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27
3. INTEGRAIS DO TIPO: / g(cos 0, sen 0) df
0

Considerando z = ¢, obtemos:

1 1 1 1
cosr=—-|z+ — e senx=—|z——
2 z 21 z

e quando 6 varia de 0 a 27 a varidvel z descreve uma vez a circunferéncia v : |z| = 1. Assim, temos:

27 n
f(cos@,senf)df = 7{]" [3(z+1/2), % (2= 1/2)] (—i/2)dz = 2m’ZRes (95 25),

onde g (2) = f[3(2+1/2), 5 (z—1/2)] (—i/2) e z; sdo as singularidades isoladas de g, internas ao

contorno .

EXEMPLO 5.4.11 Como ilustracao, deize-nos mostrar que:

/2” db _Am

0 2+send /3
De fato, neste caso temos:

—i/z 2

zZ) = =
9(2) 24 £ (z—1/z) 22+4iz—1

e as singularidades de g (z) sdo z1 = (—2++/3)i e 20 = (—2—+/3)i. Apenas a singularidade z; é interna
ao contorno vy e:

2 2
Res(g;21) = lim (z — 2 z) = = .
(g l) iz ( 1) g( ) 21+ (2 + \/g)z Z\/g

Logo:
dr

/2Trd0—2iRes(' )= —
o 2+senf T 9% RV

ESCREVENDO PARA APRENDER (Exercicios 5.4)

1. Com auxilio do Teorema dos Residuos, calcule a integral / f (2)dz, em cada caso.

|z|=1
e’ _ cosecz _1/e _ e?
@ F) =S 0 F) =57 @@=z (@ () =-——
2. Repita o exercicio precedente com as fungoes:
z+1 z 1 _ senh (z)

(a) f(z):m (b)f(Z):m (C)f(z):ZQ_QZ (d) £ (2) % — i
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. (323 + 2) dz

3. Calcule a integral 5 , sabendo que:
L (z2=1)(22+9)

(a) vy éocirculo |z —2| =2 (b) 7 ¢ o circulo |z| =4

. . . dz )
4. Repita o exercicio precedente para a integral [ —————= e os circulos:
423 (2 +4)

() |z+2/=3 (b)|z] =2

-2
5. Seja f(z) = ij— i designe v a circunferéncia de |z| = 2. Calcule /f (z) dz, utilizando os
g

seguintes argumentos:

(a) O Teorema dos Residuos, considerando os pélos simples z =0 e z = 1.

(b) A representacao de Laurent de f (z) no dominio |z| > 1. Nesta representacao, o coeficiente by
nao ¢ o residuo da fungao na singularidade zg = 0. Recorde-se que o residuo é o coeficiente

by gerado na representacao de Laurent, no anel 0 < |z — z| < R.
6. Seja v o circulo |z| = 2, percorrido no sentido positivo. Em cada caso, calcule /f (2)dz.

1 cosh (7z) B 1

(@) [) =tz () /()= a0 G = pary @ ()=

z2senh z”

7. Use o Teorema dos Residuos para calcular as integrais reais.

@ [ o [ O o O G

8. Ainda com auxilio de residuos, calcule as integrais:

()/ dx (b )/ sen xdx
x2—|—2x+2 2244 +5

9. Calcule as integrais impréprias, envolvendo as fungoes senx e cosz.

()/Zuflw ® [ v oy @ [ T ()/ s

cos (2z) daz x sen 2xdx *° sen (3x) dx 2
()/ +4 ()/ Y (k)/oO$2Jr4 (1)/0 e~ %" cos brdx
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10. Calcule as integrais definidas.

2 do T de T do
W my [ Y v
(2) /0 5+ 4sené ( )/0 2+ cos () /ﬂ1+sen20

11. Mostre que:

o) kad —kR [e%S) kad o)
(a) / cospadr _ me (b) / k) (c) / cos w2dx = \/7/8.
—00 —00 0

a? + x2 a a? + x2
12. Integre exp (—22) sobre o retangulo de vértices +a e +a + ib e, em seguida, fagca a — oo para

encontrar o valor de:

/ e cos (bx) dx.
0

R
d
13. Use o contorno indicado na Figura 5.12 abaixo e calclule lim v 5 .
R—oo _R($+ 1) (Q? —|—2>

ylk

Y1

-k v, =1 Ya R %

Figura 5.12:

RESPOSTAS & SUGESTOES

5.1 SERIES COMPLEXAS & CONVERGENCIA UNIFORME

1. Trata-se de uma série geométrica divergente, ji que a razdo w = 1 + i ¢ tal que |w| = V2 > 1.

o 9 \ k1
2. Comz:2—i,asériesereduza22( ) de soma S = 2 — 4.

=\ 2
o o
3. Seasérie Y (zr + wy) fosse convergente, entdo > wy também seria, ja que wy, = —zp+ (2K + wi) -
k=1 k=1

4. Basta o Critério da Comparagao para séries reais, notando que se |z + 2| < 4, entao:

1
T (k+1)*

(z+ 2)’“
(k+1)% 4k
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. . . X exp(En
5. Na faixa |Im (2)| < In2 as séries reais ) pény)
n=1
Teste da Razao, e, por comparagao, obtemos a convergéncia da série

, y = Im (2), convergem absolutamente, pelo

3 lexp (n2) —2nexp (=n2)|

n=1

6. (a) Se |z| < R, entdo
(1A R)"

n!

<

A
n!

e a série 3 Mécon t
Z o vergente.

n=1

r

n
R> , a qual é convergente, pelo Teste da Razao.

(b) Use a série de prova Z nk (
n=1

7. Para estabelecer a convergéncia uniforme da série, notamos que:

1

sen (nz
(n2) = onfl lexp (nz) — exp (—nz)| = M,

2n

oo

e pelo Exercicio 5 deduzimos que a série numérica real > M, é convergente. Logo, a série
n=1

& sen (nz

complexa sen (n2)

o converge uniformemente e define uma fungao analitica.
n=1

5.2 SERIES DE POTENCIAS
1. (a) R=2 (b)R=1 (¢c)R=1 (d)R=1 (e) R=1.
2. A série representa o nimero complexo exp (im) e a soma da série € S = exp (ir) = —1.

3. No disco |z| < 1, temos:

142

1 o0
—Z(—l)kzk:1—2+z2—23+--'
k=0

1 3 . ’ .
4. Expresse — = ———— e use a série geométrica para chegar ao resultado.
z 1+(z-1)

5. Use a série geométrica, notando que:

® 2= | rrern) ¢ ® b el
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10.

11.

. Considerando que cos z = —sen (z — 7/2), obtemos:

0 k+1 2k+1
-1 —m/2
COsS z = ( ) (Z / )

|
= (2k +1)!
Por outro lado, senh z = % (e* — e~ %) e d4i resulta:
00 \2k+1
(z — mi)
senhz = — _
e
Basta notar que:
1 1 1

4z — 22 4z1—(z2/2)

. No disco 0 < |z — 1] < 2, temos:

o 00 5 — k—1
f<z>=1—32(2kl_)1'

2(z—1) —
No disco |z — i| < v/2, temos
> (z — z)k
9(2) = v
S

e 1 1 1 & (=1)kk-3
(a)7:7_7+7+2¥’ 0 < |z] < o0.

23 23 22 22 — k!
(b)ij:iklzzlm, 0 < |z] < 0.
k=3
(C)w:;_l+§wv 0 < |z] < o0.
(d)m:—;:;:;f, 0< |2 < 3.

195
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA
. senz | L.
A funcao é representada pela série
0 k 52k
sen z Z
= 0<|z| < o0 5.42
% L o O<lel <, (5.42)

=0

e, considerando que f (0) = 1, a série em (5.42) representa a func¢ao f (z) em todo plano C. Ocorre

que uma série de poténcias representa, no seu disco de convergéncia, uma fungao analitica.

Notamos que:

() f(z)= =22 o<z <1

k=0
s 1 1 k3
(u)f<z>=—;3-1_1/zz-zz s
k=0

A representacao de Laurent é tinica num determinado anel. O que vemos acima é duas represen-

tagoes da mesma funcao, em dominios diferentes. Portanto, nao hé violacao da unicidade.

(k+1) 1 1
k+1
(a)z k(z—1)", |z2—1| <1 (b)zw, 2=1>1 (¢) =5+, |2[>0.
Usando as representacoes de Taylor:
(k) (4
f(z) = CLU+a1(2—2’0)+a2(2—20)2+~"7 ap = ! k$ 0)
(k) (4
g(2) = bo+bi(z—20)+by(z—2) >+, b= g ks 0)
encontramos:
lim f(2) — lim a;+az(z—20)+--- _ o
z—z0 g(2) 2=z | b1 +ba(z—20)+ - by
No disco de convergéncia da série de Taylor de f (z), temos:
o0
= Zan(z—zo)",
n=0
(n+k+1) (ZO)
onde a, = n=20,1,2,3,.... Como g (z) é representada por uma série de Taylor,

(n+k+1)°
em torno de zg, segue que g (z) ¢ analitica em zp. (compare com o Exercicio 12)

A série de Maclaurin de g (z), obtida a partir da série de sen z, vem dada por:
o (_1)k Ak+2

9(2) = (2k + 1)!

k=0

onde vemos que as derivadas ¢g?*=1 (0) e ¢(**) (0) sio nulas, para k =1,2,3,....
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18. f"(0) = —2/3.
19. (a) Note que zg é um zero de ordem m da funcio analitica f (z) se, e somente se (™) (z9) # 0 e
%) (2)=0,k=0,1,2,...,m — 1 e, assim:

f(m+2) (ZO)
(m+ 2)!

f(m) (ZO) N f(m+1) (ZO)

(2= 20) " f(2) = ) (m+1)!

(z — 20) + (z—20)2+ -

(m)
Portanto, lim (z —29) ™" f (2) = fi(zo)

220 m!

£0.

(b) Suponha que zp seja um zero de ordem m de f (2). Entao f (z) = (z — 20)™ ¢ (2) , sendo g (2)

uma funcao analitica e nao nula em 7 e no seu interior. Entao:

) _mE—20)""9(=)+E-20)"¢(F _m L9 ()
f(z) (z—20)" g(2) (z—20) g(2)

e integrando sobre o contorno 7y, encontramos:

$ree =g i+ $ 55 = mim

=271 =0

5.3 SINGULARIDADES & POLOS

1. Recorde-se que uma singularidade removivel é apenas aparente e que zy é uma singularidade

removivel de f (2) se, e s6 se, f(z) é limitada em alguma vizinhanga de zy. Veja o Lema 5.3.13.

2. As singularidades sao os pontos que anulam o denominador de f (z).

(a) z=0e z =2 sao polos simples (m = 1) de f(z), com Res(f;0) =1/2 e Res(f;2) = 3/2.
(b) f(2) tem pdlos simples nos pontos z; = (k + 1/2) i, com Res (f;z;) = 1.

(c¢) z=0 ¢é um pélo de ordem m = 3, com Res (f;0) = —4/3.

(d) z, = km +7/2, k € Z, sio os polos simples de f (z); Res (f;z;) = (=1)* (kn +7/2).

—147i
3. A singularidade z = ¢ é um pélo simples, com Res (f;7) = 21: !

1
2571. Logo, Res (f;i) + Res (f;2) = 0.

. A singularidade z = 2 é um

pélo duplo, com Res (f;2) =
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4. Que zp ¢ um polo simples de g (z) decorre de

lim [(z — 20) g (2)] = h (20) # 0.

Z—2Z0
Se h(z) = €* — 2z + 2, entao:

lim[z-g(z)}:ii_r%(ez—Qz—l—Q):?).

2—0
5. z1 = 0 é um pdlo simples e zo = 2 é um pdélo de ordem 5.
6. Nos casos (c) e (d), a fungao tem uma singularidade essencial em z = 0.
(a) f(z) tem um pélo simples em z = 0.

(b) f(z) tem um pélo de ordem m = 2 em z = 0 e tem po6los simples nos pontos z, = 2kmi, k € k.

(e) f(z) tem um pélo de ordem m =2 em z = 1.
7. Admita que zp seja um poélo de ordem m e use a série de Laurent de f (z), sob a forma:

Fe) = — [+ b1 (2 = 20) -+ b (2= 20)” + b1 (2 = 20)™ | + Y an (2 = 20)*
(z — 20) =0

Agora, use a desigualdade |z +w| > |z] — |w]| .

8. (a)0 (b)1/6 (c) —1/2.

9. Usando as séries jé estabelecidas, encontramos:

z

e
=1 2,234 ...
(a) p— +z+2°+52°+
z

(b) —— =1+322+ 2"+

1 1,1,
© e-n = n et (=0

1 1

1
—%;JF%H---. (]z| > 0)

(d)

z2senhz 23

10. Veja o Exercicio 19 da Segao 5.2.

5.4 TEOREMA DOS RESIDUOS & APLICACOES
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10.

11.

. (a) e ?/2%dz = 2miRes (f;0) = 2mi lin% (—e™?) = —2mi.

|z|=1

(b) mi/3 (c) mi (d) .....

(a) 3mi/2 (b) 27i/9 (c) —mi (d) mi.
(a) 0 (b) mi/32.

. (a) 27/3  (b) 87/V3 (c) 7V2.

1073.

(a) —4mi (b) —mi (c) 4mi (d) —mi/3
(a) 7/6 (b) 7/6 (c) mv/2/4 (d) /4.
(a) /5 (b)

(@ me*a )0 (c)7/2 (d) V7/8 (e) /2 (f) se %sena (g) —(m/e)sen2.

(1) Integre exp (—22) sobre o retangulo de vértices a, —a, a +ib e —a + ib e faga a — oc.

(a) 27/3 (b) 87/V3 (c) mV2.

Fazer o item (a) como ilustracao
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