VARIAVEL COMPLEXA 5. SERIES, RESIDUOS & POLOS

5.1 Séries Numéricas & Séries de Funcoes

o0
1. A série Z (1+ z)k é convergente ou divergente?
k=1

(z + Z)k

2. Determine o disco de convergéncia da série Z 21 i) g

3. Calcule a soma da série do exercicio precedente, no ponto z = 2 — 3.

(o ¢] (o @] o0
4. Se Z 2 € convergente e Z wy, é divergente, mostre que a série Z (zx + wg) é divergente.
k=1 k=1 k=1

5. Em cada caso, determine o raio de convergéncia da série.

k Sk k+1 ok

()Z “,;Z ()ZLOw (c)Z —~ <d>22m ()Z

O (L 1VF (ri)F
6. Calcule o valor da soma infinita Z ()I<:'(m)
k=0 ’

(z+ 2)k

7. Mostre que a série Z W

converge absolutamente no disco compacto D : |z + 2| < 4.

8. O TESTE M DE WEIRSTRASS Seja (f,) uma sequéncia de fun¢oes de D — C e suponha que

\fn ()| < M,,, ¥n, VzeD.

[e.@] e @]
Se a série real Y M, é convergente, mostre que a série . f, (2) converge uniformemente em D.
n=1 n=1

9. Usando o Teste M de Weierstrass, estabeleca convergéncia uniforme das séries, no dominio indicado.

2\ )
(a)z T lz| < R (b)z R”’ |z2| <r <R (C)Z 2+ ——; [ <R, 2#in, n€Z

(d)z cosnz l<R<1 (e)zne "cosn 2l <R (f)z

1< < 2.
n2 41 2|

2+ 2
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10.

11.

12.

o0
Seja (fn) uma sequéncia de fungoes analiticas de D — C e suponha que a série Z fn (2) seja

n=1
uniformemente convergente em . Mostre que a funcao f : D — R, definda por:

f(z) = an (2)
n=1

¢é analitica em D.

o0
, sen (nz - " :
Mostre que a série ) # define uma funca@o analitica na faixa |Im (2)| < In2.
n=1 2
o0
, sen (nz , , o
Mostre que a série > # converge uniformemente no eixo real e que a convergéncia nao é
n=1 n

uniforme em regiao alguma do plano C.

5.2

Série de Taylor & Série de Laurent

. Represente a fungao f (z) = (1 + z)_l em série de poténcias de z. Indique o dominio de convergéncia.

. A partir do desenvolvimento de Maclaurin

1+ 2z Pt

1 o0
=Y (=DFk 2 <

obtenha a representagcao:

i:i(_1)k(2_1)k, 2 — 1] < 1.

k=0

. Mostre que:

1 oo
(a) —2:1+Z(n—|—1)(z+1)", no disco |z + 1] < 1.

o n=1
L1 I ) (-
(b) 22_4+4nz::1 5 , no disco |z — 2| < 2.

. Desenvolva cos z em série de Taylor em torno de zp = 7/2 e sinh z em torno de zg = mi. Com o

resultado, deduza que:

h
(a) lim 2% — 1 ¢ (b) lim 0~

z—>7r/22*7'('/2 zomi 2 — T
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5.

10.

11.

12.

13.

No disco 0 < |z] < 4, mostre que

1 o0 sn—1
4y _ 22 :Z4n+1'
n=0
: ~ 1 . .
. No disco 0 < |z — 1| < 2, represente a fungao f (z) = m em série de peténcias de z — 1.
z—1)(z —
1
Idem para a funcdo g (z) = em série de poténcias de z — 7.

1—=z2

1+z2
Represente a funcao Log <1+> em série de poténcias de z.

. Em cada caso, desenvolva a fungdo w = f (z) em série de Laurent na regiao 0 < |z| < r.

e * el/?* cos (22) 1
. Usando derivacao termo a termo, prove que:
1 = 2 =
(a) 5= (-1)"nznt (b)) ——— =) (-1)"n(n—1)""2
(1+2) —_ (1-2) nZQ
. - sen z
Use a série de Taylor de sen z e mostre que a fungdo f : C — C, dada por f(z) = —— , z# 0 e
z
f(0) =1, é inteira.
1
Dé dois desenvolvimento em série de Laurent, em poténcias de z, para a funcao f(z) = m e
21—z

especifique onde os desenvolvimentos sao validos. A unicidade de representagao em série de Laurent
¢é violada?

-1
Considere a funcao f (z) = z 5
z

(a) Obtenha o desenvolvimento de f (z) em série de Taylor em torno de zp = 1.
(b) Represente f (z) em série de Laurent, no dominio |z — 1] > 1.

(c¢) Qual o desenvolvimento de Laurent de f (z), no disco |z| > 07

Suponha que f (z) e g (z) sejam fungdes analitcas em zg e que f (z0) = ¢ (z0) =0 ¢ ¢’ (20) # 0. Prove

a REGRA DE L’'HOPITAL:

o £ (o)

=20 9(2) g (20)
Se ocorrer f'(20) = ¢’ (20) =0 e g” (20) # 0, entéo:

o FB) L FE) ()

=0g(z)  ==g(2) g7 (20)



4 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

14. Se f(z) ¢ analitica em zy e f(20) = f'(20) = --- = f*) (20) = 0, mostre que a funcdo g : C — C
definida por:
F(2)(z—20)"", sez# 2
FED () [(k+ )7, se 2=z

é analitica em z.
15. Sabendo que g (z) = sen (2?), use a série de Maclaurin de g (z) e mostre que:

(24 1) gV (0) + (4 — 3i) ¢“9 (0) = 0.

16. Certa funcdo inteira f(z) é tal que f(z) = (4z) 'sen(2z), nos pontos do contorno 7 : |z| = 2.

Calcule o valor de f” (0).

17. 0S ZEROS DE UMA FUNCAO ANALITICA Um ponto zy denomina-se um zero de ordem m de uma

funcado analitica f (z) quando:
f(z0)=f'(20) = .. = [V (20) =0 e [ (20) #0
e em torno de um zero de ordem m a série de Taylor de f (z) se reduz a:

©  £(k) (,,
f(Z)—;fka)(z—zO)’“-

(a) Mostre que os zeros de uma fungao analitica, nao identicamente nula, sao pontos isolados. Na

demonstragao, expresse f (z) sob a forma
f(2)=(2—20)"g(2),

com g (z) analitica e g (z) # 0, em alguma vizinhanga do ponto zp.
(b) Mostre que zg ¢ um zero de ordem m de f (z) se, e somente se, (z — 2z9) " f (z) tem limite finito

e diferente de zero, com z — 2.

(¢) Suponha que zy seja o unico zero de uma fungao analitica f : D — C. Se v é um contorno em
D, simples, fechado e regular, envolvendo o ponto zp, com orientagao positiva, mostre que:

1 [f(2)
dz
2mi J, f(2)

coincide com a ordem do zero em questao.
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5.3 Residuos & Pdlos

10.

. Classifique as singularidades da fun¢ao f (z) =

. Determine e classifique os pélos da funcao f(z) =

. Mostre que uma singularidade isolada zg da funcao f (z) é removivel se, e s6 se, lim f(z) existe e &

Z2—20
finito.

. Em cada caso, mostre que as singularidades da funcao f (z) é do tipo pélo; determine a ordem m do

pdlo e o valor do residuo de f.

(@) F()= S0 (@) f)=tahz () f(2) = P () pp= 2

22 — 2z cosz

1
(;)2—1_(.) e mostre que Res (f;7)+Res (f;2) = 0.
z— z—1

h
. Se h(z) é analitica em 2y e h(z9) # 0, mostre que a fungao g (z) = ﬁ, tem um polo simples em
Z— 20

2o e que Res (g, 20) = h (20). Comprove esse resultado com a funcao g (z) = (e* — 2z + 2) /z.

L3
2(z—2°  (z—2%

. Em cada caso, determine e classifique as singularidades da funcao w = f(z).

1 1 1
a) w=z+- (b)w=—— (c) w=sen(1/z? dw=e+e/* (&) w=——.
. Se zp ¢ um polo de uma fungao f (z), analitica no disco 0 < |z — 29| < R, mostre que lim |f (2)| = oc.
z—20
1 1
Comprove esse resultado com a fungao f (z) = — +

z 22

. Calcule Res (f;0), em cada um dos seguintes casos:

(a) f(z) =cosec’z (b) f(z) =z 3cosec (2?) (c) f(z)=zcos(1/z).

. Em cada caso, mostre que as singularidades da fungao f (z) sao pélos e calcule o residuo de f em

cada um deles.

(@) F(2)=5rs M) f()= (@) ()= ——

COoS 2 (2_1)2'

323 +2)d
Calcule a integral / ( z ) : , sabendo que:

LD (2 +9)

(a) yéocirculo |z —2| =2 (b) 7 ¢é o circulo |z| =4
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11.

12.

13.

14.

. . . dz i
Repita o exercicio precedente para a integral | ———— e os circulos:
23 (z +4)

(@) |2+2/=3 (b) |z =2.

oz — 2
Seja f (z) = zj — ¢ designe v a circunferéncia de |z| = 2. Calcule /f (z) dz, utilizando os seguintes
g

argumentos:

(a) O Teorema dos Residuos, considerando os pélos simples z =0 e z = 1.

(b) A representacao de Laurent de f(z) no dominio |z| > 1. Nesta representagao, o coeficiente by
nao ¢ o residuo da fungdo na singularidade zg = 0. Recorde-se que o residuo é o coeficiente by

gerado na representacao de Laurent, no anel 0 < |z — 29| < R.

0_PRODUTO DE CAUCHY O Produto de Cauchy das séries

=Y an(z—20)" e g(2)= bal(z—z)"
n=0 n=0

(0. ] n
é a série an (z — 20)", onde p, = Z axby—. Em cada ponto z do disco D¢ (f) N De(g), esse

n=0 k=0
produto converge uniforme e absolutamente para f (z)-g (z). Quando g (z) nao se anular no dominio
oo

de convergéncia, o quociente das séries de f e g é a série E gn (z — 20)", determinada pela relagao:
n=0

E:mlz—zo (}:%Lz—% ) (E:b 2 — z0) >.

a a aob
Se, por exemplo, by # 0, temos: gy = 20 Q= 1 071
bo by bo

os primeiros termos das séries de poténcias de z das seguintes fungoes:

. Use o quociente de séries para encontrar

e? z 1

(b) f(2) = (c) f(2) =

oS z sen z z (e —1)

(a) f(z)=

(d)

22senh z senh 2

UM ATALHO PARA O CALCULO DO RESIDUO  Suponha que p(z) e ¢(z) sejam analiticas em zq e

p(z)
q(2)

(a) Mostre que as singularidades isoladas de f (z) sao precisamente os zeros de ¢ (z) .

designe f(z) =

(b) Se q(z0) =0ep(20)q (20) # 0, mostre que zp ¢ um pélo simples de f (z) e que:

Res (f;20) = 5,((200))
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(c) Seq(20)=¢ (20)0ep(20)-q (20)# 0, mostre que zy ¢ um polo de ordem m = 2 de f (2) e que:

2p' (20)  2p(20) ¢" (20
Res (f;20) = //( ) _2p( ”) (2)
¢"(20)  3[q" (20)]
15. Com auxilio do Teorema dos Residuos, calcule a integral f (2)dz, em cada caso.
|2|=1
e ” cosec z e”
= b —zelt/* (d = )
(@) f) =5 1) F(5) =52 (@) Fe) =2 () f(z) = -
16. Repita o exercicio precedente com as fungoes:
z+1 z 1 senh (7z)
@ () =5 B =1 s @)=y (@) ()=
17. Seja « o circulo |z| = 2, percorrido no sentido positivo. Em cada caso, calcule /f (2)dz.
v
1 cosh (7z) 1
=t b = — =———= (d =
@) 1) =tz () ()= s (1) =S5 g (@) ()= o
. . 1
18. Se f (z) ¢ analitica em |z — 29| < R e zp ¢ um zero de ordem m de f, mostre que a fungao g (z) = 15
z
tem um pélo de ordem m em zj.
5.4 Calculando Integrais Reais
1. Cada integral imprépria dada a seguir ¢ do tipo / Z)Egdm’ eogr(p(z)) > 2+gr(p(x)). Use
0
residuos para calcular cada uma delas.
x d:): *® dz * dx © 22y
a c — (d — (d —
()/ 1+:Jc6 ()/ (22 +1) (22 +4) ()/0 1+at ()/0 (1+22)° ()/0 (1+22)°
2. Ainda com auxilio de residuos, calcule as integrais:

()/ dx (b )/ sen xdx
:1:2+2x+2 224+ 42 +5
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3. Calcule as integrais impréprias, envolvendo as fungoes senx e cos .

*° cos (kz) dz *° sen (kz) dx *senx o0
(a) /Ooa2(+3:2 (b) /ooCL2(+9)32 (c)/0 . dzx (d)/o cos (:z:2) dx

*° cos zdx °° zsen (ax) dx ®  senzdr ©  zsenzdr
© [ e e il B el e

4. Calcule as integrais definidas.

2 db T df T db
Y owy [ Y v
(2) /0 5+ 4send ( )/0 2+ cos @ () _.1+sen26

5. Integre exp ( —z2) sobre o retangulo de vértices +a e +a+1ib e, em seguida, faga a — oo para encontrar

o valor de:

/ e cos (bx) dx.
0

R d
6. Use o contorno indicado na figura abaixo e calclule lim * 5 .
R—o0 7R(CC+1) (I +2)

yA

V3

-k YZ -1 y4 R X

RESPOSTAS & SUGESTOES

5.1. SERIES NUMERICAS & SERIES DE POTENCIAS

1. Trata-se de uma série geométrica divergente, ji que a razdo z = 1+ é tal que |z| = v2 > 1.
2. O disco de convergéncia ¢ |z + i| < v/5.

3. No ponto z = 2 — ¢ a soma da série é:

o0
E: - =2 — 4i.
1

2+z

4. Fazer em sala de aula.
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A soma da série ¢ S = —1.

5.2.

SERIES DE TAYLOR & SERIES DE LAURENT

. No dominio |z| > 1, temos:

1 & (-F
1+Z_Z Zk+1 "

k=0
1 1 . e
. Expresse — = ————— e use a série geométrica para chegar ao resultado.
z 14+(z-1)
. Use a série geométrica, notando que:

® 5= |Ser) ¢ O F b el

. Considerando que cosz = —sen (z — 7/2), obtemos:

& (L) (5 - )2t
COSZ_kZ:O 2k + 1)!

Por outro lado, senh z = % (e* — e %) e d4i resulta:

i)2k+1

Z(z—7
senhz:—g —_
|
=~ (2k+1)!

. O ponto de partida é a série geométrica, notando que:

wo (@) el

. No disco 0 < |z — 1] < 2, temos:

No disco |z — i| < v/2, temos

9
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7. Por integragao da série geométrica, encontramos:

0o 1k k1
Log(Hz):Z[( & 1} +, 2| < 1.

1—2z — k+1
e—? 1 0 k k 3
8. —_— = — .
(a) 5= 5 —I-Z , 0<z] <0
k=3
/z2 [ele] 1
e
(b) => s 0 < [l <oo
k=3
cos(2z) 1 2 (—1)kH gk 2k
—t = -1 - 0 .
(c) 5> 2 + ; k). , < |zl < o0
1 o0 Zk—2

9. Use as seguintes regras de derivacao:

@ i () o ® e ()

sen .
10. A fungdo — é representada pela série
z

o0 k 2k
sen z
2;) 2]<:+1" 0 < |z] < o0, (5.1)

e , considerando que f (0) = 1, a série em (5.1) representa a fun¢ao f (z) em todo plano C. Ocorre

que uma série de poténcias representa, no seu disco de convergéncia, uma funcao analitica.

11. Notamos que:

(i) ()= —Y k2 o<l <l

k=0
s 1 1 o~ k3
<n>f<z>=—;'1_1/z=—zz CHL
k=0

Ressaltamos que nao hd violagao da unicidade de representacao em série de Laurent, porque as

representagoes acima ocorrem em dominios disjuntos.

(k+1) 1 1
12. (a)z DM e, |2-1<1 (b)zw, z=11>1 (¢) =5+, |2 >0.
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13.

14.

15.

16.

Usando as representacoes de Taylor:

(k) (
(k) (5
g(z) = bo+b(z—2)+by(z—20)2+---, b= ngO)
encontramos:
hmf(Z):hm (11+a2(z—z0)—|—... :ﬂ
z—20 g(Z) z—20 bl —|—b2 (Z—ZO) 4. bl
No disco de convergéncia da série de Taylor de f (z), temos:
o
= an(z—=)",
n=0
(n+k+1) (Zo)
onde an = , n=0,1,2,3,.... Como g(z) ¢ representada por uma série de Taylor, em

(n+k+1)!
torno de zp, segue que g (z) é analitica em 2. (compare com o Exercicio 10)

A série de Maclaurin de g (2), obtida a partir da série de sen z, vem dada por:

k Ak+2

Z;) 2k+1

onde vemos que as derivadas ¢g*=1 (0) e g**) (0) sio nulas, para k =1,2,3,....

£7(0) = —2/3.

5.3.

RESIDUOS & POLOS

. Recorde-se que uma singularidade removivel é uma "falsa"singularidade e que zp é uma singularidade

removivel de f (z) se, e s6 se, f(z) é limitada em alguma vizinhanga de z.

. As singularidades sdo os pontos que anulam o denominador de f (z).

(a) z=0e z =2 sao polos simples (m =1) de f(z), com Res(f;0) =1/2 e Res(f;2) = 3/2.
(b) f(z) tem polos simples nos pontos z; = (k + 1/2) wi, com Res (f;z;) = 1.
(¢) z =0 é um pélo de ordem m = 3, com Res (f;0) = —4/3.

(d) z, = kr +7/2, k € Z, sdo os polos simples de f (z); Res(f;z) = (—1)F (kr + 7/2).
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3.

10.

11.

12.

13.

1 ]

A singularidade z = ¢ é um poélo simples, com Res (f;1) = 2—15_ 71. A singularidade z = 2 é um pdélo
17

duplo, com Res(f;2) = 2572. Logo, Res(f;i) + Res(f;2) = 0.

. Que zg é um pélo simples de g (z) decorre de

lim [(z — 20) g (2)] = h (20) # 0.

z—20
Se h(z) = €* — 2z + 2, entao:

lim[z-g(z)}:;i_r%(ez—Qz—l—Z):&

z—0

. 21 =0 & um pdlo simples e zo = 2 é um polo de ordem 5.

. Nos casos (c) e (d), a funcao tem uma singularidade essencial em z = 0.

(a) f(z) tem um pélo simples em z = 0.
(b) f(z) tem um poélo de ordem m = 2 em z = 0 e tem pdélos simples nos pontos z, = 2kmi, k € k.

(e) f(z) tem um pélo de ordem m =2 em z = 1.

Admita que zp seja um pélo de ordem m e use a série de Laurent de f (z), sob a forma:
1 B 00
f(z)= ) [bm‘kbmfl (z—20) + 4+ b2 (2 — 20)* + b1 (2 — 20)" 1] +Zak(z—zo)k-
k=0

Agora, use a desigualdade | X + Y| > |X| —|Y].
(a) 0 (b)1/6 (c) —1/2.

(a) mi  (b) 6mi.

(a) 0 (b) mi/32.

Similar ao anterior.

(a) Use o teorema dos Residuos.

(b) Use a Férmula Integral de Cauchy em cada termo da série de Laurent de f (z).

Usando as séries ja estabelecidas, encontramos:
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z

e
=1 242,34 ...
(a) p— +2+2°+352° +
< 1 34,4
(b) Sen 2 —1+§Z2+ﬁz R
1 1 4,1
1 1 41 -
14. Temos que Res(f;0) =2, Res(f;1) = 3 e a integral é igual a 10mi.
15. Use o produto de Cauchy ou faga o cdlculo direto usando a relacao
Res (f;2z0) = lim an! ! (z—20)" f (2)
0T 2k \dem T [(m = 1) 0 ’

para um polo de ordem m.
16. (a) Se q(z0) # 0, existe § > 0, tal que g () # 0, Vz € Vs (20), e, portanto, f (z) é holomorfa em z.

(b) Nas condigoes descritas, resulta que zp é um zero de ordem m = 1 de ¢(z), de modo que

q(z) = (2= 20)h(z), com h(z)) #0e lim h(z) =q (20). Assim:
z—20
. . [p()] _ p(=0)
Jim (z —20) f (2) Eavs [h(z)} 7 (20) #
e, portanto, zp ¢ um pélo simples de f (z). Quanto ao residuo, note que:
. p(z) _ p(20)
R : =1 — =1 = :
es (f; 20) zgrzlo (z —20) f (2) ZLHZIO h(z) ¢ (20)
17. (a) =27 (b) 7i/3 (c) mi.
18. (a) 3wi/2 (b) 27i/9 (c) —mi (d) mi.
19. (a) —4mi (b) —mi (c) 4mi  (d) —mi/3.
20. Use o Exercicio 17 da Segao 5.2.
5.4. CALCULANDO INTEGRAIS REAIS
1. (a) /6 (b)7/6 (c) 7v2/4 (d) 7/4.
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2. (a) /5 (b)
3. (a) meF/a (b)0 (c)m/2 (d) \/7/8 (e) m/2e (f) Ze “sena (g) —Zsen2.

4. (a) 2m/3 (b) 87/V/3 (c) mV2.
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