VARIAVEL COMPLEXA 4. INTEGRAGCAO COMPLEXA

4.1 Funcao Complexa de uma Varidvel Real

1. Calcule as seguintes integrais:

/4 00 2 )
(a) / etdt (b) / e Wdt, (Rew >0) (c) / emte=mtdt  m,n € 7.
0 0 0

2. Calcule as integrais trigonométricas:

v LA ™
(a) /0 texp (it?) dt (b)/0 (e" + isent) dt (c)/0 cos (it) dt.

4.2 Contornos
1. Represente as seguintes arcos sob a forma z (t) =z (t) + iy (t), a <t <b.

(a) O segmento de retade z=0a z=1+ 2i.

(b) O segmento de retade z=—2+1i a z=—2+4i.
(c) A circunferéncia |z — 2i| = 4.

(d) A circunferéncia de raio 5 e centro na origem

(e) O arco da parabola y = 22 de (0,0) a (3,9).

(f) A elipse 22 + 9y% = 9.
2. Em cada caso, identifique e esboce o gréfico do contorno ~ descrito por:

(@) v:2(t)=3i+3e", 0<t<m.
(b) y:z(t)=t+3t2, 1<t<2
(c) v:iz(t)=t+(2—-1i)t, 0<t<1

(d) v:z(t)=t+iv1—-1t2, —-1<t<1.
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(€) v:z(t)=1+2i/t, —oco<t<O.

£) v:z@t)=v1—-t2+it, —-1<t<L1

3. Sejay:z(t)=x(t)+iy(t), a <t <b, um arco suave contido no dominio de uma fungao analitica

w = F (z). Mostre que
d

G EM] =) ).

Use o resultado para concluir que /f’ (z(t) 2" (t)dt = f(2(b)) — f (2(a)).
g

4.3 Funcao Complexa de uma Varidvel Complexa

1. Em cada caso, calcule /3z2dz, onde y é:
¥

(a) o segmento de —i até ¢
(b) oarco |z|=1, Rez>0

(c) o arco da parabola y = x2 de (0,0) a (3,9).

2. Calcule / |z| dz, onde 7y é o arco |z| =1, Rez < 0. E se  fosse o segmento de —i até ¢, qual seria o
gl

valor da intgral?
3. Calcule /ﬁ dz, onde vy é 0 arco z = exp (i6), nos seguintes casos:
gl
(a) —m/2<60<7w/2 (b)0<f<2r (c)m<6<3m.
4. Calcule as seguintes integrais:
(a) / [m2 —y? 4+ ($2 — y2)] dz, ~ é o segmento de 3 + 2i até a origem.
¥

244
(b) / (y — 332) dz, ao longo da poligonal constituida do eixo y e da reta y = 1.
0

(c) Log zdz.
|z|=R

1
d
(d) / 7{, ao longo do arco de circunferéncia |z| = 1, Imz > 0.
_1V~Z
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2
(e) /Z + dz, ao longo do arco z =2exp (if), m < 0 < 2.
z

.
(f) 2™ (Z)" dz.

|z|=1
(g) / exp (z) dz, ao longo da poligonal de 7i até 1, sobre os eixos coordenados.

-

2
(h) / cos zdz.

™

(i) /0 " cos () d-.

. Dado z = = + iy, defina a fun¢ao w = f (z) por:

4y, sey >0
f(z) =
1, sey<0.
Se v é o arco ao longo da curva y = 23, de z = —1 —i a z = 1 + 14, calcule fyf(z) dz.

. Sem calcular a integral, mostre que:

(a)

o[

Se a funcao w = f (z) é continua em z = 0, mostre que:

d

/Z' <1, sendo vy o segmento de z =1 até z =1+ 1;
z

~

™ ,
< 7 sendo 7y o arco do circulo |z| =2 de z = 2 até z = 2i.

2w
lim f ('re’e) df =2nf(0).
r—0 Jo
. Se v o triangulo de vértices z = 0, z = 3i e 2 = —4, com orientacao positiva, mostre que:

< 60.

/7 (expz — z)dz

. Se v €é o circulo |z| = R, R > 1, orientado no sentido positivo, mostre que:

(a) dz = 0.

L 2 1 L
/ 052§ 2, < m(m+1nR) (b) lim og z
g ? R R—co [, %

Se f(z) é continua no circulo 7, : |z — zg| = r, mostre que:

/%f (z)dz = ir/027rf (zo + re“’) edo.

Use esse fato e deduza que:

3
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d
(a)/ © o (b)/ (z—20)" 1dz =0, n=+1,+2,43, ...
v, % TR0

T

4.4 Teoremas Cléassicos & Consequéncias

1. Determine onde a fungdo w = f (z) é analitica e usando o Teorema de Cauchy-Goursat deduza que

(2)dz=0:
|z]=1

22 1 z

2_3 (b)w:m (C)w:expz (d)w:zLOg(z—i-QZ) (e)w:tanz.

(a) w=

2. Seja R a regiao compreendida entre o circulo |z| =4 e o quadrado de vértices (£1,0) e (0,£1), com

a fronteira R orientada no sentido positivo. Em cada caso, explique por qué / f(z)dz=0.
OR

1 z+2 z
(a) f(z)= 3211 (b) f(2) = m (c) f(2) = m-
3. Calcule (z) dz, sendo w = f (z) dada por:
|z|=1
1 1 exp (22) cos z e’ —1 cosh (3z2)
@ 2 00 O D=/ ©5—= O —/—

2
4. Calcule / 4z 1dz, sendo v o circulo |z — 1| = 1/2.
z
g

5. Seja 7 o contorno |z| = 3, com orientagao positiva, e defina a fungao

2_ J—
g0 = [ B2 B2,
Y

Calcule os valores de g (2) e g (4i). Qual o valor de g (z), para |z| > 37

2
2
6. Seja vy um contorno simples, fechado, regular e defina a fungao g (z) = / ?Lfdﬁ . Quais os possiveis
—z
.

valores para g (z)? Note que g nao esta definida nos pontos do contorno +.

7. Seja R a regiao delimitada pelo quadrado de vértices z = +2 e z = £+2¢ e considere a fronteira OR

com orientacao positiva. Calcule / f (2) dz, sendo:
OR

z _ tan (z/2)

(a) f(z):m (b) f &) =57 () f() (z — 20)*’

|ZO| < 1/2.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Seja v o circulo unitdrio z = e

Seja w = f (z) uma fungao analitica na regido delimitada por um contorno simples fechado 7 e seja

AMdz = [y(zf—(;)))de.

, orientado de § = —7m a @ = w. Se A é uma constante real, mostre

zo um ponto fora de . Mostre que

10

erz dz ™

que / = 2mi e usando o resultado conclua que / e* s cos (Asen §) df = .

z
gl 0

Seja w = f (z) uma fungao analitica em um dominio limitado D e suponha que f seja continua e nao
constante no compacto D e que f (z) # 0, em todo ponto z de D. Mostre que o valor minimo de

|f (2)| ndo é atingido no interior de R. A condicdo f (z) # 0, Vz € R, pode ser removida?

Iustre o Exercicio 10 no caso em que f(z) = (z + 1)2 e R ¢é a regiao delimitada pelo triangulo de

vértices z =0, 2 =2¢e 2z = 1.

Seja f (z) = u(z,y) + v (z,y), nas condi¢oes do Exercicio 10. Mostre que o valor mdximo e o valor
minimo da fun¢ao harménica u (x,y) é atingido em dD e nunca em um ponto interior da regiao, a

menos que u seja constante. Ilustre a situagao com os dados: f(z) =e*eR:0<zx<1; 0<y <.

Seja w = f(z) uma fungao analitica e limitada no disco |z — 29| < r. Se 0 < § < r, mostre a

desigualdade de Cauchy:

n!max |f (z)]

5 ., n=0,1,2,3,.... (4.1)

£ z0)| <

Usando (4.1), com n = 2, mostre que se f for inteira e |f (2)| < a|z|, Vz, entdo: f = 0 ou existe

A # 0 tal que f(z) = Az, Vz.

Seja w = f(z) uma fungdo analitica no disco |z| < 1, no qual se tem |f (z)| < =T Usando a
— |z
Férmula Integral de Cauchy no contorno v,, : |z| = %, deduza que:
n
() (o 1\"
! '() S(n—l—l)(l—i—) , n=1,2,.... (4.2)
n! n

Calcule as seguintes integrais:

(52 _ 2 2 :
(a) cos (z + 3z 1) dz b j{ Log (z + 2) dz (c 7{ (z +z+ z) dz.
‘ |z[=1 |z]=1

2|=3 (2z + 3)* (3z — 2)? (4z —i)®
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17. Suponha que a fungao f (z) = v/22 + 4 seja determinada pela condigao f (0) = —2. Se v é o quadrado

de vértices z = 1 + 4, com orientacao positiva, calcule:

”/&214523 ()/422 452 ()/222;2:52 ()

18. Seja f () = u (x,y) +iv (z,y) uma funcio inteira e suponha que u (z,y) seja limitada em R2. Mostre

que u (z,y) é constante.

19. Se y é o contorno |z — i| = 2, com orientagdo positiva, calcule o valor de / g (z) dz, sendo:
g

1 1

(b) g(2) =

(@) 9() = 5 Ert

RESPOSTAS & SUGESTOES

4.1. INTEGRANDO FUNGAO DE VARIAVEL REAL
1. Usando primitivas, obtemos:
(a) —v2/2+ (1-v2/2)i.
(b) 1/w.

(c) A integral é igual a 27, se m = n, e igual a 0, caso contrério.

2. (a)i (b)2+2i (c) (e —em).

3. 1 =2+ 3.

4.2. CONTORNOS
1. Usando a parametrizagao canonica.

(@) z(t)=t+2it, 0<t<1.
(b) z(t)=—2+it, 1<t<4

(c) z(t) =4cost+ (2+4sent)i, 0<t<2m.
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(d) z(t) =bcost+bisent, 0<t<2m.
(e) z(t)=t+it?, 0<t<3.

(f) z(t) =3cost+isent, 0<t<2m.

. Em construcao

. Se F(z) =u(x,y) +iv(z,y), entdo:

d d

SIEEO)] = L),y 0)+is

[v(z ),y ()]

= ugx + uyy/ + 1 (vx:p/ + vyy/)

= (ug+ivg) 2’ +1i (vy — Tuy) Y

= f=) (@ +if) =F (1) 2 (t).

4.3.

INTEGRANDO FUNCAO DE VARIAVEL COMPLEXA

(a) —=2i (b) =2 (c) 27(1+4)>.

igual a 3.

(a) 2v/2i/3 (b) —4/3 (c) 4i/3.

. Em alguns caso, pode-se usar primitivas.

(a) 3(1+5i).

(b) -2+ 1.
(c) 0.

(d) 2 - 2i.
(e) 4—2mi

(f) A integral vale 27i, se m =n — 1 e vale zero, caso contrério.

(g) 1+e.

(h) 0.

7

. Ao longo arco |z| = 1, Rez < 0, a integral ¢ —2i e ao longo do segmento de —i até i a integral é
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(i) —3sen (7?).
5. I =2+ 3i.

6. (a) No arco +, temos que |1/z| <1 e, portanto:

/d"’ g/'dz’g/ydz\:L
v ? v 17l gl

(b) No arco 7, temos |1 + 22’ > |21 — 1 = 3. Logo,

dz |dz| 1 1 T
- d =—.

” |1+22|
7. Dado € > 0, seja 6 > 0, tal que {f (rew) — f(O)‘ <eg VOel<r<d. Assim,

/O%f <7~ei9) o — 2 f (o)‘ < /O

8. No triangulo 7, temos x = Re (z) < 0, de modo que e <1 e [Z] = |z] < 4. Assim:

L(ez —%)dz

9. (a) No contorno vy : z = Rexp (i), —m < 6 < 7, temos:

L
/ og z "
S

2

f (rew) — f (0)‘ df < 2me.

sl<ew+\z|>|dzs/<1+4>|dz|=5'L<v>=6o.

Y

[log 2| |dz| : L
) L N ﬁ |lnR+zey d2] < 55 ; (In R +{6]) |dz|
R R

1
= R2(lnR+7T)/Y \dz|:§(lnR+7r).
R

(b) Segue de (a), com R — 0.

4.4. TEOREMAS CLASSICOS & CONSEQUENCIAS

1. Se uma fungdo w = f (z) é analitica em uma regido delimitada por um contorno =, simples, fechado
e suave (curva de Jordan), entao / f(2)dz = 0. Em cada caso, representamos por R a regiao onde
f (2) € analitica.
(a) R={2€C:2z#3}.
(b) R={2€C:z+#-1+iV2}.
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(c) R=C. (a funcao f(z) é inteira.)
(d) R=C\E. (a funcao f(z) é analitica fora do semi-eixo K =[x < 0ey = —2].)

() R={2z€C:z#kr+m/2}.

. As singularidades da funcao estao fora da regiao R U OR.

Nos casos (a), (d), (e) e (f) o resultado segue da Férmula Integral de Cauchy. Em (b) e (c) a integral

é 0, pelo Teorema de Cauchy-Goursat.

(a) 2w (d) 2w (e) wi(y/e—1) (f) 2mi.

22

. Fatorando o polinémio 2% — 1 e considerando f(z)= . - encontramos:
234022 —z—1
2d d
/ — :/ F@dz __orif () = s
5 25— 1 Ny 20
. Temos que g (2) = 8mi e se |z| > 3, entdo g (z) = 0.

. g(2) =0o0u g(z) = £2mi (2% + 22) .

(a) m (b) —mi/2 (c) misec? (z0/2)

. Resolva por etapas, observando a posicao do ponto zy em relagao a regiao R delimitada por 7.

(i) Se o ponto zy for exterior a regiao R, entdo os integrandos sdo analiticos e as integrais serao

nulas.

(ii) Se o ponto z é interior & regiao, segue da Férmula integral de Cauchy que as duas intgerais

valem 27if’ (29) .

. Diretamente da Férmula Integral de Cauchy, com f (z) = exp (Az), encontramos:

/ exp (Az) _ oni
”

z

Aplique o principio do Médulo Méximo a funcao analitica g (z) = [f (2)] . O maximo de |g ()| é o
minimo de |f (z)|. A condigao f (z) # 0, Vz, nao pode ser removida, como fica evidente considerando

a fungao f (z) = z, no disco |z| < 1, para a qual |f (z)| atinge seu valor minimo na origem.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Temos |f (2)|* = (z 4 1)*+4? e o valor maximo de |f (z)| € M = 4, atingido nos pontos z =1e z =i
da fronteira de R.

Note que u (z,y) = e cosy nao tem pontos criticos no interior da regido R, de modo que os extremos

sao atingidos em pontos da fronteira da regiao.

Consequéncia direta da Férmula Integral de Cauchy.

=n+ 1 e da Férmula Integral de Cauchy, resulta:

1 n+1
</ LGN, < <"+>
Tn B n

- <n+1>n+1(n+1)L('yn):27r(n+1) <1+

Sobre o contorno 7,, temos |7
— |z

27 | £ (0)]
n!

|dz|
1=z

)

T~

S|

(a) 0 (b) 47i/33 (c) mi/32.

E fundamental a escolha do ramo de Log z, para podermos aplicar a Férmula Integral de Cauchy.

Apés a fatoragao do denominador, encontramos:

V2244 dz R
— o | YT (b —r/2v1 v
(@) 4(z+3/2)(z—1/2) m 4(z+3/2) i Iri (b) —7m/2V15  (c) miy/2/7
Se u(z,y) ¢ limitada, entdo a funcdo g(z) = exp[f(z)] ¢ inteira e limitada, ja que |g(2)| =

exp [u (x,y)]. Segue do Teorema de Liouville que ¢ (z), e, portanto, u (z,y), é constante.

(a) 7/2 (b) 1/16.
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