VARIAVEL COMPLEXA 3. AS FUNCOES ELEMENTARES

1.1 Funcao Exponencial
1. Escreva as fungoes abaixo sob a forma u (z,y) + iv (x,y) .
(a) w=exp(2z) (b)w=-exp(z?) (c)w=exp(iz).
2. Em cada caso, determine as solucoes da equacgao:
(a) exp(22) =—1 (b)exp(z) =i (c)exp(z)=-2 (d)exp(z?)=1 (e)exp(2z2—1)=1.
3. Repita o exercicio precedente com as equagoes:

(a) Re(e*) =0 (b)e*+6e =5 (c)exp(3z—4)=—1 (d) exp(z) =1+3i.

4. Determine os valores de z para os quais se tem exp (iZ) = exp (iz).
5. Mostre que |exp (—2z)| < 1 < Re(z) > 0.

6. Esboce graficamente o conjunto S = {z € C : |exp (iz)| < 1} e identifique sua fronteira. O conjunto

S é aberto?
7. Simplifique a expressao exp (2z + i) + exp (izQ) para deduzir que

lexp (22 + ) + exp (i2°)| < exp (2Re z) + exp[—2Re (2) - Im (2)].

8. Se exp (z) € real, mostre que Im (z) = k.

e“+z—1
9. Determine onde as fungoes f (z) =exp (Z) e g (2) = —:71 sao analiticas.
e J—

10. Se f (z) € analitica em um dominio D, mostre que F' (z) = exp [f (z)] também o é. Como consequéncia,

deduza que as fungoes f (2) = exp (2?) e g (z) = exp (+iz) sdo inteiras.

11. Mostre que a funcao ¢ (z,y) = Re (el/z) ¢ harmonica em C\ {0} .
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12. Suponha que f(z) = u + iv seja analitica em D. Explique a razao das fungoes
U(z,y) = e“@Y cosv (x,y) e V (z,y) = @Y senw (,7)

serem harmonicas em D e V (z,y) ser harmonica conjugada de U (z,y) .

-1
13. Determine as singularidades da fungao w = exp (z n 1) .
z

1.2 Funcoes Trigonométricas
1. Encontre as solugoes das seguintes equacgoes:
(a) senz=2 (b)cosz=5 (c)cosz=+2 (d)cosz=1/2.
2. Verifique que as fungoes Re (cos z) e Im (sen z) sdo harmonicas.
3. Estabeleca as seguintes identidades trigonométricas:

(a) sen (iz) = isenh z.

(b) cos (iz) = cosh z.

(c) 1+ cotg?z = cosec? z.

(d) |cosz|* — |sen? z| = cos (2Re z)..

(e) cos(z 4+ w) = cos zcosw — sen z sen w.

(f) sen(z 4+ w) = sen z cosw + sen w cos z.

4. Determine os valores de z para os quais cos z ¢ real.

) R e +z—1 L
5. Determine onde a funcao f (z) = W é analitica.
e —1)cosz

6. Dado z = x + iy, comprove as seguintes desigualdades:

(a) |senhy| < |sinz| < coshy (b) [senz| <|senz| (c) |cosz| < |cosz|.

7. Determine os valores de z para os quais:
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9. FUNCOES HIPERBOLICAS As fungées hiperbélicas senh z e cosh z sao definidas por:

10.

(a) cos(iz) = cos(iz) (b) sen (iz) = sen (iz).

1

. Dado z = x + iy, mostre que log z = 5 In (x2 + y2) + iarctan (y/x) .

senh z = (ez — e_z) e coshz=

N | —
N | =

Como base na defini¢ao (1.1), mostre que:

d d
(a) 7 (senhz) =coshz e - (cosh z) = senh z.
(b) cosh?z — senh? z = 1.

(c) senhz =senhxzcosy + i (coshxseny).

(d) coshz = coshzcosy —i(senhzseny).
Em cada caso, determine as raizes da equacao.

(a) 2coshz=1 (b)senhz=1¢ (c)coshz= —2.

(ez + e_Z) .

(1.1)

1.3

. Dado z = re*

Logaritmos e Expoentes

. Em cada caso, determine as solugoes da equacao

(a) logz=1in/2 (b)logz=1+1m.

Determine todos os valores e o valor principal de:
(a) log(—1) (b)logi (c)log2 (d) log(v%).
0

, —7 < 0 < 7, mostre que:

1
Re[log (z — 1)] = 3 In (1+7%—2rcos 9).

Por que a fun¢ao w = Re[Log (z — 1)] deve atender a equagao de Laplace nos pontos z # 17
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L 4
4. Determine as singularidades da fungao w = Og2(j_+,).
22+

5. Determine o valor principal de:

(@) @ (b) (1—)" (c) V2i (d) (1—)" (e) (1 —iv3)m.
6. Dados z € C, z # 0, e a € R, mostre que |2 = |z|*.
7. Mostre que a fungdo w = Log (z — i) é analitica fora do eixo E = {z: Re(z) <0e Im(z) =1}.
8. Usando o ramo principal de log z, obtenha uma expressao para vz — 1.
9. Investigue a existéncia ou nao do limite

lim Log z.
z——1
A funcao Log z é continua no ponto z = —17
10. SOBRE O PARADOXO DE BERNOULLI Identifique onde estd o erro na sentenca abaixo:
(—2)2=22=2-log(—2) =2-logz = log (—z) = log .
RESPOSTAS & SUGESTOES
3.1. FUNCAO EXPONENCIAL

1. Considerando z = x + iy, encontramos:

(a) exp (2z) = €% cos (2y) + ie®* sen (2y) .

(b) exp (2?) = eV’ cos (2xy) + ie” Y sen (2zy) .

(c) exp (iz) = €Y cosx + ie¥ sen x.
2. Para resolver a equacdo e = pe'¥ designamos z = x + iy para obter e* = p ey = ¢+ 2knm, k € Z.

(a) exp(22) = —1 & €2® =0 e 2y = 7 + 2knm. As raizes sdo z = (kv +7/2) i, k € Z.
(b) exp(z) =i e* =0ey=m/2+ 2kw. As raizes sao z = (2kn +1/2) i, k € Z.

(c) z=In2+ (2k+ 1) mi.
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10.

11.

(d) z=+VEkr £ivkr, k=0,1,2,3,....

() z=3+kmi, keZ

. Considerando z = x + 1y, temos:

(a) Re(e*) =0 & e*cosy = 0 & y = kr + w/2. Assim, as solugoes da equagdo sdo z = x +
(km+7m/2)i, k € Z.

? =5 é equivalente a:

(b) Se A = e*, a equagao e® 4 6e~
(A—5/2)* =1/4,

isto &, A\=30u A =2. Logo, z =1n3+ 2kwi ou z =1n2 + 2nxi, k,n € Z.

. A igualdade exp (E) = exp (iz) ¢ vilida seja qual for o nimero complexo z.
. Se z =z + iy, entdo |exp (—22)| < 1 & e 2 <14 —2x < 0. Logo, = > 0, isto &, Re (z) > 0.

. O conjunto aberto S é o semiplano superior {(ac, y) ERZ:y > 0} .

Considerando z = z + iy, temos que |exp (2z +i)| = exp (2z) e |exp (iz?)| = exp (—2zy) e, usando a

desigualdade triangular, resulta:

IA

|exp (22 + i) + exp (222)| lexp (22 4 i)| + |exp (zzz) |

= exp(2z) +exp (—2zy) .

. Para z = x + iy, temos que exp (z) € R < e*seny = 0 e dai resulta y = k.

. A funcdo f(z) nao é analitica em ponto algum, enquanto g (z) é analitica nos pontos z # 2kmi.

Temos uma consequéncia da Regra da Cadeia. A funcao F'(z) é a composi¢ao das fungoes analiticas

2

f(2) e wr exp(w). As fungdes z — z° e z — iz sdo0 inteiras e 0 mesmo ocorre com as composigoes

z > exp (22) e z — exp (iz) .

Nos pontos z # 0 a fungdo f (z) = exp(1l/z) é analitica e suas componentes Re[f (2)] e Im[f (z)]

sao, portanto, harmoénicas conjugadas.
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12. As fungoes U (z,y) e V (z,y) sdo, respectivamente, a parte real e a parte imagindria da funcao

analitica F' (z) = exp [f (z)] sendo, portanto, harménicas conjugadas..

13. A tnica singularidade é o ponto z = —1.

3.2. FUNCOES TRIGONOMETRICAS
1. Em cada caso, consideramos z = = + iy e A = e'*.
(a) Temos

senz = 2 A —4iA—-1=0

= (A—2i)2:ii\/§<:>)\:(2i\/§>i.

Retornando & varidvel z, encontramos:

y:—ln(2:|:\/§)

¢ = <2j:\/§>i<:>e_yem - (2i\f3) /2 o
x=2kn+mw/2, keZ.

Assim, as solugoes da equagao senz = 2 sdo z = 2kr £ 7/2 —iln (2 + \/§) , keZ.
(b) Se fizermos A\ = €%*, a equacdo cos z = 2 torna-se equivalente a (A — 2)2 = 3. Logo,

cosz = 2<:>eiZ:Log<2:|:\/§):ln<2:|:\/§)

P izzln(2j:\/§> +2km‘<:>z:2k7r—iln(2j:\/§>, keZ.
2. Do Lema (?7?) resulta que
u(z,y) = Re(cosz) = cosxcoshy e wv(z,y)=Im (senhz) = coszsenhy,
as quais sdo func¢des de classe C? e temos:
Au =45 +uyy = (—coszcoshy) + (cosxzcoshy) =0, em C.

De forma similar, mostra-se que Av = 0, em C.

3. Primeiro, veja os conceitos das funcoes trigonométricas e hiperbdlicas.
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(a) Temos

sen (iz) = l (%) e_i(iz)} = l [e? — €] = - [¢® —e 7] =isenhz.

(b) Similar ao anterior.

CoS z
(c) Partindo de cotg z = , temos:
sen z
2 2
cos“z  sen”z 4 cosz 1
1+Cotg2z:1+ 5 = 5 = 3 = cosec? z.
sen? z sen? z sen? z
(d) Do Coroldrio ??, temos
cosz|? — |senz|> = cos?z + senh?y — (sen® z + senh?
|cos z[” — |sen 2| y y
= cos?z — senh? = cos (2z) .
(e) Temos:
coszcosw = i {ei(”w) + i) i) ei(“’*z)}
sen zsenw — 1 [ei(z+w) _ eiztw) 4 gi(zmw) ei(wfz):|
4

e, portanto,

[ei(zﬂ“) + e*i(”w)} =cos (z +w).

N

COSZCOSW —senzsenw =

(f) Proceda como no caso precedente.

(g) De acordo com a defini¢ao, temos:

286H (Z + w) sen (Z o ’U)) — 9. 27 (ezz-i—zw _ e—zz—zw) . 27 ( 1Z—1W e—zz+zw)
1 1
1 . . . .
— _5 (8212 + e—2zz _ eZzw _ 6—21111) = — coS (22) + cos (2’[0) .

(h) Proceda como no caso precedente.

4. Temos que

cosz € R&Im(cosz) =0« senz (e —e) =0

& x=kr ou y=0.

Assim, cos z é real se, e s6 se, z é real ou z = kw + iy, y € R.

7
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5. A fungao f (z) é analitica em qualquer ponto z, tal que (e — 1) cos z # 0, isto é, nos pontos z # 2kmi

ou z # km+7/2.

6. As desigualdades decorrem do Corolério 77

7. A igualdade cos (i - Z) = cos (iz) ocorre para qualquer z. Por outro lado,

sen(i-z) — son(iz) & 2% lexp (=2) — exp (2)] = —2%, [exp ()~ (7]
& g lexp(=2) —exp ()] =~ fexp (-2) — exp (2)

& exp(—2)—exp(z) =0« z=kmi, keZ.

8. Temos que

sen z = cosh 4 < senx coshy + ¢ cos x senh y = cosh 4

e, portanto:

senx coshy = cosh4 (I)

coszsenhy = 0. (1I1)
De (II) resulta que y = 0 ou = k7 + 7/2, com k € Z, e a opgao y = 0 nos conduz ao absurdo
senx = cosh4, j& que cosh4 > 1. Assim, x = kr + 7/2 e usando a equagao (I), considerando que

(—1)k = *£1 e cosh4 > 0, encontramos:

sen (km +m/2)coshy = cosh4 < (—1)" coshy = cosh4
& coshy = cosh4
& oy = 14,

Assim, as raizes sao z = 2nw + /2 + 4i, n € Z.

9. Consequéncia direta da definigdo. Como ilustracao, vejamos a parte (e).

(e) Temos:

(ez+7ri _ e—z—m) _ % (ez . e7rz' _e . e—wi)

(—ez + efz) = —senh 2.

senh (z + i) =

N = DN =

10. Em cada caso, vamos considerar \ = e~.
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11.

(a) A equacdo 2coshz =1 é equivalente a A2 — A 4+ 1 = 0, com rafzes A\ = e=™/3, Logo:

1 4
eZ:2j:Z\2/§<:>z:i(2kﬂ':t7r/3), ke Z.

(b) A equagao senhz = ¢ é equivalente a A2 —2iA —1 =0, com raiz A = i = ¢/2, de onde resulta

z=12kr+7/2), k € Z.

(c) Neste caso, temos:
2 \/5 i
coshz= 26\ +4A+1=0e A= -2+ = (2i\/§/2> e
e as rafzes sao z = In (2 £ v2/2) + (2k + 1) i, k € Z.

Se z = = ¢ um niimero real, ¢ sabido que cos? z +sen? z = 1. Reciprocamente, se z = = + iy ¢ tal que

|cos z|2 + |senz|2 = 1, segue do Coroldrio ?? que senh?y = 0 e, portanto, y = 0 e temos que z é real.

3.3.

. Recordemos que se z = re’

LOGARITMOS & EXPOENTES

% ¢ nao nulo, entdo logz = Inr +i (0 4+ 2kw), k € Z, e temos a seguinte

propriedade: exp (logz) = z.

(a) Temos:

logz=1in/2 = z=exp(in/2) = z = 1.

(b) logz=1+ir = z=exp(l+im) = 2z= —e.

. Dado z = re® # 0, o valor principal de log z é Log z = Inr + 6.

(a) log(—1) =log (¢'™) = (2k+1)m e Log(—1) = mi.
(b) logi =log (¢!™/?) = (2k+1/2)mi e Logi = ir/2.
(c) log2=1log (2¢"%) =In2+2kmi e Log2=In2.

(d) log (i'/?) =log [exp (3logi)] = (k+ %) mi= e Logv/i=ir/4.
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3. Se z = x + iy, ao calcular log (z — 1), encontramos:
log(z—1)=In|z—=1|+i(p+2kn), ke€Z, o=Arg(z—-1),
e, portanto,

Re(log(z—1)) = In|z—1] —ln< (x—1)2+y2>
1 1
= 5ln(mz—l—yQ—i—l—230):511&(1—1—7“2—2?"0039).

A fungdo w = Re[Log (z — 1)], z # 1, é a parte real da fun¢ao analitica z — Log (z — 1) e, portanto,

é uma fungao harmonica.

4. A funcio Log(z + 4) é analitica fora da semireta S : Re (z) < —4, Im(z) = 0, enquanto 22 + i se
Log (z +4)

. . 1 A s
anula nos pontos z # +7 (1 — ). Assim, a funcao w 2

¢é analitica na regiao:
— . 1 ;
R—{zeC.z%iﬁ(l—z) ez¢s}.
5. O valor principal de z* é dado por:
2 =exp(ALogz), z#0.

(a) ' =exp(—7/2).

(b) (1—i)* =exp(r+ilnd).

(c) (20)"? = exp [ Log (2i)] = exp [L (In2 +in/4)] =1 +i.
(d) 1—i)""" =2exp(n/4) - exp[i (In2 — 7/4)].

(e) (—1—iv3)"™ = exp [2n2 + (3rIn2) 1] .

0

6. Se z =re", e considerando que « é real, temos:

12%] = lexp(aLogz)| = |exp (aln |z| + i)| = |e* 2] . ¢

eocln|z| — eln|z\a _ |Z|a.

7. Recorde-se que Log z ¢ analitica fora do eixo L = {(z,0) : x < 0}.
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8. Considerando z = x + 1y, temos:

Vz—1 = (z—=1)"*=exp[ILog(z —1)]
= exp [ln Vie—1>2+1y2+ %arctan <aj1>}

= (x—1)2 +y2-exp [; arctan <y>} , T # 1

z—1
9. A fungao f (z) = Log z nao é continua em ponto algum do eixo L = {(z,0) : x < 0}.

0

10. O erro ocorre ao usar a propriedade log (22) = 2.log z, a qual nao é valida em geral. Se z = re?, r >

2

0, —m < 0 <, entdo 22 = r2e?% de modo que:

log (2%) =2Inr+i (20 + 2km), keZ
2-logz=2-[Inr+i(0+2nm)] =2Inr+i(20+4nw), necZ.

Os conjuntos {20 + 2k : k € Z} e {20 + 4nw : n € Z} sao distintos!
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