VARIAVEL COMPLEXA 2. FUNGCOES ANALITICAS

2.1 Exemplos de Funcoes Complexas
1. Sabendo que f (2) = 322 + z, calcule f (2 +1) e f (3i).
2. Se z = x + iy, como se expressa a funcio f (z) = 2% — y? — 2y + i (2x — 2zy) em termos de 2?

3. Considerando z = x + iy, determine o dominio méximo das seguintes fungoes:

2 24 (z—1)° y i
@ 16 = e 07O e @ fe =t
4. Determine a parte real ¢ a parte imaginaria de w = f ().
(a) w=2:2—32 (b) w=|z|+2Re(z) (c)w= % (d) w = 1;1522

5. Em cada caso, esboce o dominio D da fungao w = f (2).
() w=22+1; D:|z/|<2 (b)w=3z D:larg(z)|<7/2 (c)w=2% D:l|z|>3

1 1 Y2
(d)w:;; D:Re(z)>1 (e)w:;; D:|z|>1 (f)w:|z|—hily(z);

6. Em cada caso, identifique a imagem do conjunto S pela fungao w = f (z).

D :Im(z) > 1.

(a) w=3z S:|arg(z)|<7w/2 (b)) w=2% S:|z|>3
1 1
(c)w:?; S:lz|>1elargz| < m/4 (d)w:;; S :Re(z) > 0.
7. Qual a imagem da faixa horizontal S = {z € C:0 <Im(z) < 7} pela funcio w = €* - e¥? E se S

fosse o retangulo

S={2€C:1<Re(2)<2e0<Im(z) <7}
qual seria a imagem w (5)?

8. Identifique a imagem do conjunto S ={z € C: 0 < |z| <1, 0 < Arg(z) < 7} pela fungdo w = z+1/z.
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2.2 Limite & Continuidade

1. Se lim f(z) = wo, mostre que lim |f (2)| = |wo|.
z—20 z—20

2

2. Usando a definigao, prove que a fungao f (z) = z° ¢ continua.

3. Usando a defini¢ao de limite, prove que:

. . 2 _ .
(a) lim. (2z + iy?) = 4i.
(b) lim (22 +1) = 0.
(¢) lim (Re(2) +|z]) = Re(z0) + |20l
(d) lim [o+i(20+y)]=1+i.

(e) lim z = 7.

(f) lim (2* —14) = —2i.

4. Usando as propriedades bésicas do limite, verifique que:

1 43_1 3_ .
(a) lim = = —1 (b) lim > =3 (c) lim ~—>

. 12
z—1 2 z—i 2 —1 z——2i 2+ 21

5. Suponha que g (z) seja uma funcao limitada, isto é, que exista uma constante M > 0, tal que
lg(2)] < M, Yz € D(g). Se lim,_,,, f(z) = 0, mostre que lim [f(2)g(z)] = 0. Note que nao é
z2—20

necessério a funcao ¢ ter limite em zg.

6. Se f(z) =1/z, z# 0, calcule o limite

lm L& =F0) Ly
Z—20 Z— 20
7. Verifique se a funcao f (z) = - ZO, definida para z # zg, tem limite quando z — zg.
z— 2
8. Calcule, caso exista, o limite
(142
lim ————.
z—0 z
9. Verifique se a fungao
22+ 4

tem limite quando z — 21.
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10. Mostre que lim f(z) = wq se, e somente se, lim f(z,) = wo, seja qual for a sequéncia (z,) no
2—20 Z—20

dominio de f (z), com z, — 2.

11. Estude a continuidade, no ponto z = 0, da fungao w = f (z), sendo f (0) =0 e, para z # 0:

~ Re(z) ~ Im(z) _ Re (2)? _ Re(2?)
2.3 Derivacao no Plano C
1. Mostre que a funcdo f (z) = |z +i|® é derivavel apenas no ponto z = —i.

2. Em cada caso, mostre que a fungdo w = f (z) nao é derivavel em ponto algum do plano C.
(a) f(2) =Im(2) (b) f(2) =€ (cosy —iseny) (c) f(z) =2—-7%

3. Em cada caso, calcule f” (z), sendo:
(8) f(z) =iz+2 (b) f(2) = e (cosy —iseny) (c) f(2) = °

4. Determine, onde existir, a derivada da funcao f (z).

@ f(zx)== () f(x)=a?+iy® (c) f(a)=2Im(z) (d) f(2)=2"+1 (e) f(2)=

z z—1
5. Para a funcdo f (z) = 2% — i (y — 1)?, mostre que u, + iv, = 3z2. Por que 3z2 representa a derivada

dessa fungéo apenas em z = ¢?
6. Mostre que a fungao f (z) = zRe(2) ¢é derivavel apenas na origem e calcule f’(0).
7. Mostre que as fungdes f (z) =3z +y+i(3y —z) e g(2) = (2% — 2) e e~ sdo inteiras.
8. Mostre que as funcdes f (z) = eYe™ e g (z) = xy + iy ndo sdo analiticas em ponto algum.

9. Se uma funcao complexa w = f (z) ¢é analitica em uma vizinhanga de um ponto zg, exceto em zg, o

ponto zg recebe o nome de singularidade ou ponto singular da fungao f.

(a) Um polindémio P (z) ndo tem ponto singular, por ser uma fungao inteira.
P(2)
Q(2)

(b) As singularidades de uma func¢ao racional f (z) = sao as raizes do polinémio @ (z) .
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(¢) A funcdo f (z) = z nao tem sigularidade, porque nao ¢ analitica em ponto algum.

Determine, caso exista alguma, as singularidades das seguintes funcgoes:

2241 _ P4 _Re(z) . _
(a)f(z)—m (b)g(z)—m (c) h(z) = B —ilm(z) (d) f(2) =2Re(2)
1

Calcule a derivada e as singularidades da fungao f (z) =

z(z—1) (22 +1)
Dado z = 7€, r > 0, —7/2 < § < 7/2, designe F (z) = Inr + if. Mostre que a funcdo F assim

definida é analitica no dominio indicado e F' (2) = 1/z.

Se f(z) = 2% e k ¢ uma constante real, verifique que as curvas u(x,y) = k e v(z,y) = k, onde

u=Re[f ()] e v =Im|[f (2)], sdo ortogonais. Idem para a funcao g (z) = 1/z.

Seja f (2) = u (r,0) +iv (r,0) uma fungio analftica em um dominio' D que nio contém a origem. Use

as equacoes de Cauchy-Riemann para provar que as funcoes u e v satisfazem a equacao de Laplace:

7‘2(I>M +7rd, + $gy = 0.

Se as fungoes f (z) e f(z) sao analiticas em um dominio D, mostre que f é constante.

Suponha que uma funcdo f (z) seja analitica em um dominio D. Mostre que f ¢ constante em D se,

e somente se, |f (z)| é constante. E se Re[f (z)] for constante?

Determine onde a fungao w = f (z) é analitica:

(@) f(2)=2"+z (b) f(2)=(1-2)"" (c) f(2) =22 (d) f(2) =arg(z).
Verifique que a funcdo f (z +iy) = 23 — 3zy? +i (31’23/ — y3) ¢ inteira e calcule [’ (a + ib) .

Se uma fungdo w = f(z) é holomorfa em um dominio D e f'(z) = 0, Vz € D, mostre que f ¢

constante em D.

Se f(z) é uma funcgao inteira, mostre que g (z) = f (z) também ¢é uma funcao inteira.

Se f(z) é analitica em z = 0 e h(z) = f(z), mostre que h(z) é derivavel em z = 0 se, e s6 se,

£/(0) =0,

'Por dominio entende-se um subconjunto do R? aberto e conexo.
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21.

22.

23.

Mostre que a funcao f(z) = +/|zy| satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann em z = 0 e, contudo,

nao é derivavel, e muito menos analitica, em z = 0.

Se f = u + iv é uma funcao holomorfa em zy e 0 representa o dngulo de uma diregao 7j com o eixo

positivo dos x, mostre que:
o [ Ou ov
! __—if .
flw)=e <3ﬁ+10ﬁ)'

Se f e g sao fungoes derivaveis em zg, com [ (z09) = g (z0) = 0 e ¢’ (20) # 0, mostre que:

i £6) _ £ ()
() g0

2
|

|z
Use o resultado e calcule lim —.
z—0 z

24

Funcoes Harmonicas

2

Mostre que a funcdo u (z,y) = 22 — 3? é harmonica em todo C e construa uma funcdo analitica

w = f(2), tal que Re[f (2)] = u (z,y).

Mostre que u = = — 5zxy é harmonica em todo plano, determine sua conjugada v (z,y) e expresse

f =u+iv em termos de z = x + iy.

. Repita o exercicio precedente com a funcdo u (z,y) = €* cosy.

. Mostre que a fungao v (x,y) = — sen z senh y é harmonica e construa uma funcao analitica f (z), com

v(z,y) =Im[f(2)].

Repita o exercicio precedente com a fun¢do u (z,y) = 2% — 3xy2.

Mostre que a forma mais geral dos polindmios do terceiro grau, homogéneos e harmonicos é
u(z,y) = ax® — 3bzy — 3azy® + by

Determine a harmoénica conjugada v (z,y) e a fungao inteira correspondente f (z) = u + iv.

. Se f(z) é uma funcio de classe C? em um domfnio D, mostre que

A <|f (z)|2> =4|f (z)|2, nos pontos de D.
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RESPOSTAS & SUGESTOES

2.1.

EXEMPLOS DE FUNCOES COMPLEXAS

CF(240)=11413i e f(3i)=—27+3i.

. Um célculo direto nos d4:

f(z) = 22 —9y* =2y +i(2z —2zy) = 2% — y? — 2izy + 2z — 2zy

= (z—iy)® + 2 (z + iy) = 2% + 2iz.

. Sendo z = x + iy, temos:

(a) D(f)={z€R:z#i e z#knmi}.
(b) D(f)={z€eR:Im(2) #kr+n/2 e Im(z)#2kn}.

(c) D(f)={2€R:Re(z)#0 e Im(z)#1}.

. Considerando u (z,y) = Re[f (2)] e v(z,y) = Im[f (2)], com z = z + iy, temos:

(@) u(z,y) =222 —-2y> -3z e v(x,y)=2zy— 3y.
() u(z,y) =22 +y2+2% e v(z,y) =y

1—-2z
c) u(z,y) = ———s5——
© uley) =
22y — ¢
xt + yt + 62292 — 4oy + 1

S ey

1— 22y
x4+ yt + 62292 —day +1°

(d) u(z,y)= v(z,y) =

. Figuras em Construgao

. Figuras em Construgao

As partes real e imagindria da funcio w = f (z + iy) = e - €¥ sdo, respectivamente:

u(z,y) =e“cosy e v(x,y) =e"seny,

de modo que u? + v? = €2* (circunferéncia de centro zg = 0 e raio r = €%). E oportuno ressaltar que
y é, a0 mesmo tempo, a parte imagindria de z e o argumento de w. No caso da faixa horizontal S,
vemos que:

|lw| =€e* — 400, comx—o0, e 0<Arg(w)<m.
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e a imagem w (S) é o semiplano v > 0.

V4 VA
in
w
_—
S w(S)

No caso do retdngulo R, a imagem estd ilustrada na figura abaixo.

y A
] VA
it
w
_—
R PR
1 2 ; e & U

8. Olhando as componentes u (x,y) = Re(w) e v (z,y) = Im (w) ao longo do eixo real e imagindrio,

respectivamente, vemos que:

u(x,o):m(1+$12> e v(O,y)ZIm(w)=y<1—12)

de onde resulta lir%u(x,O) = 400 e v(0,y) < 0, com lim+v(0,y) = —o0. A imagem w(S) ¢ o
T— y—0
semiplano inferior v < 0.

VA
y
w
a S
-1 1 X i)

2.2. LIMITE & CONTINUIDADE

N 4

1. Use a defini¢ao de limite e a desigualdade ||f (2)| — |wo|| < |f (2) — wo] -
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2

2. E suficiente provar que lim 22 = zg, seja qual for o ponto 2y do plano C. Seja, entao, € > 0 dado e

Z—2Z0

determinemos § > 0, tal que:

|z—zo|<(5:>}z2—z§‘<5.

O raio d procurado pode depender do € dado e do ponto zy e, considerando § < 1, teremos:
|z — 20| <0 = |2+ 20| <|2— 20|+ |20] <+ |20] <14 |z20].
Assim, se |z — zp| < ¢, entdo:
|22 = 28| = |z + 20| |2 — 20| < (1 + |20]) - |2 — 20 < (1 + |20]) - &
Para concluir, basta escolher o raio § de modo que:

d <min{l,e/(1+|z0|)}-

3. Comprovar limite pela defini¢do torna-se uma cagada ao J. Para que se tenha lim f(z) = wo,
zZ—20

procuramos, a partir de um € > 0 dado, um § > 0, tal que:
|f () —wo| <&, sempreque ze€D(f) e 0<|z— 2z <.
(a) Se f(z) = 2® — i, entdo:
f(z) +2i| = | +i| = |(z —0) - (P +iz—1)| < |z —i||2| |2 +i| + |2 — ] . (2.1)
Considerando ¢ < 1, entdo |z — i| < § acarreta:
2| <|z—i|+1<2 e |24 <|z—14+2<3

e de (2.1) chegamos a:
|f(2)+2i| <T|z—i| <76

e para concluir, basta escolher ¢ < min{1,7/e}.

(b) Se d < 1, temos:

|z2+1‘:\z—i\]2+i]<3(5, se |z—i| <0

e dado ¢ > 0, escolhamos ¢ < min {1,e/3} para concluir que |z —i| < § = ’22 + 1‘ <e.
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(c) Supondo |z — 2| < 0 e considerando § < 1, temos

[Re (2) + |z|| = |Re(z—20)+ Re(z0)+ |z — 20 + 20]|

< |Re(z = 20)| + [Re (20)[ + [z — 20| + |20]

A

|z — 20| + 2 |20] < 14 2]z .

Escolha ¢ < min{1,e/(1+ 2|z|)}.

(d) Sezp=1—14, wo=1+1ie f(z) =x+1i(2x +y), entdo:
|f (2) —wo| = |2z — 20 +2iRe (2 = 20)| < |z — 20| +2|Re (2 — 20)| < 3|z — 2]

e para concluir, seja § = /3.

(e) Temos

|@? = @)?| = Iz = 20l |2 + 20

e considerando 0 < min {1,e/ (1 4 2|zp|)} comprovamos a definicao.

4. Em alguns casos, o resultado é obtido por substitui¢do direta; em outros é necessario fatoracao.

1 1
lim— = — =—1
(@) Im 5 =5
.3_1 . . 2+. _1
(b) hmZZ :limz(z ) (z .zz ):limi(z2+iz—l):—3.
z—1 2 — 1 zZ—1 Zz—1 zZ—1

(¢) Usando a fatoragao do Exercicio ?? do Capitulo 1, temos:f(2)

38 2+ 2i) (22— 2iz — 4
im z ,Z = lim ( ) ( - ) = lim (22 — 21z — 4) = —12.
2——2i 2+ 21 z——2i z+ 21 2——2i

5. Um célculo direto nos da:

— -1 1
LG C N S §
z2—20 Z — 20 Z2—/20 2 20 ZO.

No caso em que f (z) = 2", usamos a identidade (??) e chegamos a:

fim L) = F0)

Z—Z0 Z— 20 2920 2 — 20

2" =2y

=Nz, .

6. O limite nao existe, tendo em vista que:

(i) sobre a trajetéria v, : Re (z) = g o valor do limite é —1.
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10.

11.

(ii) sobre a trajetéria 7, : Im (2) = yo o valor do limite é 1.

Se w = (1 + 2)'/* entdo z = w? — 1 e, portanto:

(A4t -1 w-1 1 1
lim ———— = lim = lim - - = —.
2—0 z w—-lwt—1 wol(w—19)(w+d)(w+1) 4

Considere as trajetérias v; : Re(z) =0 e v, : Im (2) = 2, ao longo das quais o limite tem valores 4i

e —41, respectivamente. Dai conclui-se que o limite nao existe.

. A fungao f (z) sera continua em z = 0 quando liH(l)f (z) = 0. Sejam u (z,y) = Re[f (2)] e v (z,y) =

Im [f (2)], sendo z = = + iy.

nao tem llimite em (0,0) e f(z) é descontinua em z = 0.

(@) u(z,y) = \/TTZ/Q

0
(b) Neste caso, u (z,y) = 0 e, na forma polar, v (z,y) = ol

147

— 0, com r — 0. A funcao é continua

em z = 0.

1:2

continua em z = 0.

(c) Temos u(x,y) = — 0, com z — 0, e v(z,y) = 0. Assim, lin[l)f (2) = 0 e a funcao é

22— 2

(d) A componente u(z,y) = o nao tem limite em (0,0) e a fungao ¢ descontinua em z = 0.
Ty

Suponha que lim,_,,, f () = wo e seja (2,) uma sequéncia no dominio de f, convergindo para zj.
Dado ¢ > 0, existem § > 0 e um nimero natural ng, tais que:

(i) [f(z)—wo|<e, se zeD(f) e 0<|z—2)| <0

(i) |zn—20/ <6, se neN e n>np.

e daf resulta que |f (z,) — wo| < €, se n € N e n > ng. Isto nos diz que lim f (z,,) = wp. A reciproca é
provada por contradigdo. Supondo que f (z) ndo tenha limite wg, com z — 2z, existe um raio gy > 0

e para cada indice n escolhemos um nimero complexo z, no dominio de f, tal que:
2a =20l <1/n e [f(20) — w0l = 0.

Dessa forma, construimos uma sequéncia (z,) no dominio de f, convergindo para zg, sem que f (zy)

convirja para wg, contradizendo a hipétese.

Sao continuas as funges em (b) e (c).
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2.3.

DERIVACAO NO PLANO C

1. Temos f (z +iy) = 22 + (y + 1)* e as componentes de f (z) sio:

2. Basta comprovar que o sistema de Cauchy-Riemann nao é satisfeito em ponto algum do plano C.

u(z,y) =2+ (y+1)" e v(ry) =0.
(a) O conjunto imagem de w = f (z) é:

Z(f)={z€C:Im(z)=0e Re(z) >0}.

(b) No ponto zy = —i, temos:
P i G I s V) el i o) IO 1 V- B
fi=i) = Jim, Az = A TR T A (A9 =0

(a) Temos u(z,y) =y, v(z,y) =0 e, portanto, u, # —v, em todo ponto z.

(b) Temos u(x,y) = e®cosy e v(z,y) = —e*seny e o sistema &, neste caso:

e’ cosy = —e® cosy CcosSYy = — Cos Yy
= &Scosy=0 e seny=0.
—eTseny = e’ seny —seny = seny

um tal y ndo existe!

(c) Neste caso, u(z,y) =0ev(z,y) = 2y. A equagdo u, = v, nao é satisfeita em ponto algum.

. O célculo pode ser feito via regras de derivagao ou com a férmula (77).

(a) f(z)=iz+2= f"(2)=0.
(b) f(2) =exp(=z) = f"(z) = exp(—2).

Para usar a férmula (??), notamos que:

F(z2) = upg+ivg=U+iV = f"(2) = Uy + iVy = Ugz + 10z oOU

f// (z) — Vy — ZUy = ny — iumy-

() f(2) =2 = f"(2) = 62.

11
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4.

10.

Usando regras de derivagao ou a férmula (?7), temos:

-1

(a) Se z #0, entao f'(z) = =L

(b) A derivada existe nos pontos da reta S : Re (z) = Im (z) e é dada por: f'(z) = 2z + 2iy.

(c) As componentes de f (z) sdo as funcdes u = zy e v = y2, de classe C*, e o sistema de Cauchy-

Riemann é atendido apenas em z = 0. Temos f’ (0) = 0.

(d) f'(z) =22, zeC. (fungao inteira)
-1
(e) Se z# 1, entdo f'(2) = —.
(z—1)
As componentes v = 23 e v = — (y — 1)3 sdo de classe C! em todo plano C, mas, as equacoes de

Cauchy-Riemann sdo satisfeitas apenas em z = i e neste ponto temos f’ (i) = 3z2.

. Temos f (z) = 2% +izy e as equacdes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas apenas em z = 0. A derivada

& f'(0) = ug (0,0) + vy (0,0) = 0.

Verifique que o sistema de Cauchy-Riemann ¢é satisfeito em cada ponto (z,y) do plano C. Note que

2

a fungao g (z) é o produto da fun¢ao inteira z* — z pela fun¢ao e™#, também inteira.

. As componentes da funcao f (z) sdo u = e¥cosz e v = e¥senx, que nao satisfazem ao sistema de

Cauchy-Riemann em ponto algum, ja que as funcoes cos z e sen x ndo se anulam simultaneamente. A
funcao f (z) nao ¢é derivdvel, e muito menos analitica, em ponto algum. J4 a fungao g (z) é derivdvel

apenas em 2z = ¢, mas, nao é analftica em ponto algum.

A inexisténcia da derivada no ponto zy nao indica singularidade nesse ponto. Recorde-se que zg é

uma singularidade de f (z) quando f for analitica em alguma vizinhanga de zp, exceto no ponto zp.

(a) z =0 e z = +i sdo as singularidades de f (z).
(b) z=0e z =2 sao as singularidades de g (z) .

(c) A func@o h(z) nao ¢é analitica em ponto algum e, portanto, ndo tem singularidade.

A derivada pode ser calculada por meio de regras de derivagao. As singularidades sdo: z =0, z =1

ez:j:%(\/ijtiﬁ).
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COMPLEMENTOS & EXERCICIOS

Sendo F (z) = Inr+i6, entdo as componentes u (1,6) = Inr e v (r,6) = 0 sdo de classe C' e facilmente

11.
comprovam-se as equagoes de Cauchy-Riemann:
1 1
Up = —Vg € Vp = ——Ug.
r r
A derivada é dada por:
. o 1 1 1
! __—1i0 : _ —if _ _
F'(z)=e" (up+iv,) =e"' e Bl
12. No caso de f (z) = 22, temos u (z,y) = 22 —y? e v (v, y) = 22y. As curvas u (z,y) =k ev(z,y) =k
s@o ortogonais se, e s6 se, Vu (z,y) - Vv (z,y) = 0. Temos:
Vu(z,y) = (22 i— 2y ;
(=9) = )_, ( )_' = Vu(z,y) - Vv (z,y) = 4oy — dzy = 0.
Vo (z,y) = (2y) i+ (2x) 7
Repita o processo com a fungao g (z) = 1/z, nos ponto z # 0.
13. Partindo das equagbes de Cauchy-Riemann, encontramos:
1 1 1 2
Up = [V§ = Upp = —ﬁvg + ;’Uer = I Upr = —Vg + TVgy
U = —Tvy = Ugy — —T Vg,

e daf resulta:
20y + T, + ugp = (—vp + TV, ) + v + (—Tve,) = 0.

Procedimento similar se adota para a fungao v (r,6) .

Como f(z) =u+ive g(z) = u—iv sao analitica no dominio D, resulta das equagoes de Cauchy-

14.
Riemann que:
Up =Vy € Up = —Uy
Uy = —Uy € Up=Uy
e daf segue que as derivadas primeiras de u e v sdo nulas em D. Logo, u e v (e portanto f (z)) sao
constantes em D.
15. Se f(z) = u + v é constante, é claro que |f (z)| também é constante. Reciprocamente, se |f (2)| é

constante, digamos |f (z)| = k, obtemos por derivagao implicita:
U- Uy +V-v, =0

U Uy +v-vy =0
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16.

17.

18.

19.

e usando as equagoes de Cauchy-Riemann, chegamos:

(u? 4+ v?) - (u2+0v2) =0, em D (2.2)
(u?+2) - (12 +02) =0, em D. '

Das equacdes (2.2) segue que ou u? + v? = 0, e isto acarreta f = 0, ou as derivadas u,, Uy, Vg € Uy

s@o todas nulas em D o que nos dd u e v constantes e, portanto, f (z) constante.
Se u(z,y) = Rel[f (2)] for constante, digamos u = k, teremos u, = u, = 0 e, consequentemente,

Uy = —uy =0 e vy = u; = 0. Logo, f(z) é constante.

Se A representa o conjunto onde f (z) é analitica, entao:

(a) A=C,isto é, f(z) é uma funcdo inteira.
(b) A={ze€C:z#1}.
(c) A={ze€C:2z#0}.

(d) A= g, isto é, f(z) nao é analitica em ponto algum.

As componentes u (z,y) = 2% — 3zy? e v (x,y) = 322y — y® sdo funcdes polinomiais e, portanto, de
classe C*™ em R2. Além disso, as equacdes de Cauchy-Riemann sio satisfeitas em todo plano. Logo,

f (2) é uma funcao inteira. A derivada no ponto z = a + ib é igual a:
f' (a+ib) = 3 (a® — b*) + (6ab) .

Sendo f’(z) =0 em D, entao
Uy + 10, =0, em D

Uy — vy =0, em D.

Daf resulta u e v constantes. Logo, f (z) é constante.

Basta observar que se f(z) = u(z,y) + v (x,y), entdo g(z) = f(z) = U(z,y) + iV (z,y), onde

Ul(z,y) =v(z,—y) eV (z,y) = —u(zr,—y). Agora, comprovemos as equagoes de Cauchy-Riemann.

U (z,y) = vz (2, —y) = —uy (z,—y) =V (2,y)
Ve (@,y) = —ug (z,—y) = —vy (x, —y) = Uy (z,9) .
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20. Se f =wu + iv, entdo h = u — v e supondo que h (z) seja derivdvel em z = 0, teremos:

uz (0,0) = —vy (0,0)

(2.3)
uy (0,0) = v, (0,0).
Mas, sendo f (z) analitica em z = 0, temos:
ug (0,0) = v, (0,0
(0.0) = v, (0,0) o

uy (0,0) = —v; (0,0).

Comparando (2.3) e (2.4) deduzimos que ug, uy, v; € vy sdo nulas em (0,0) e, portanto, f'(0) = 0.

Reciprocamente, se f/(0) = 0, entao:

lim = lim
Logo, h(z) ¢ derivavel em z =0 e b’ (0) = 0.

21. Temos que u (x,y) = +/|zy| e v (z,y) = 0, de modo que:

A
w001 g PBE oo
A
u, (0,0) = Jim / (i’y Y) _ 0= v, (0,0).

Por outro lado, no ponto z = 0, temos

lim Af _ lim 7f (Az, Ay) lim Y— Az - Ayl

Az—0 FSC - Az—0 Ax + ZAy - Az—0 Ax + ZAy

e para comprovar que o ultimo limite ndo existe, considere a trajetéria v : Az = Ay, ao longo da

qual o limite pode ser i% (1 — 1), conforme Az > 0 ou Az < 0.

22. A partir das equacdes de Cauchy-Riemann e notando que 7j = (cos0) i + (sen 6) j, obtemos:

0

8—1_{ = Vu-ij=ugzcost +uysend = u, cos — v, sent
n

ov .

o = Vv -1 =v;cosb + v, sent = v, cost + u, sen
n

e daf resulta:

o [ Ou ov 0 [
_i0 . __—i0 | _i0 ; — v, = f!
(G i) = [ et ] = pin = 1 o)
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23. Considerando que f’(z9) = ¢’ (20) = 0, temos:

(PR @S fE=f0) 2z f(a)
o <g<z>>‘zl~zog<z>—g<zm T T GG —g() ¢ ()

z—20

No célculo do limite

consideramos f (z) = |2|? e g (z) = z para encontrar

2P _ () 0

z—0 z g/ (Zo) N 1 N

2.4. FUNCOES HARMONICAS
Lov(z,y) =20y+C; f(z)=22—9y*>+i(2xy+0O).

2. As harménicas conjugadas sdo v (z,y) = % ($2 — y2) + y + k. Considerando k = 0, temos a fungao

analitica correspondente

f2) = z—5bay+i[3(2®—v°) +y| =z +iy+id (2* — y* + 2ayi)

= z+ %izQ.

3. Harmonica conjugada v (z,y) = e”seny e a funcdo analitica é f (z) = exp (2) .
4. A harménica conjugada u (z,y) = cos z coshy e a fungdo analitica é f (z) = cos x cosh y—i sen z senh y.
5. v (z,y) =322 —y® e f(2) = 2% — 3ay® + i (322y — y¥).
6. Considerando o polinémio do terceiro grau homogéneo e harmoénico:
u(z,y) = ax® + by® + cx’y + day?
e usando a equagao de Laplace Au = 0, obtemos:
(6a +2d) x + (6b+2c)y =0 (2.5)

e de (2.5) chegamos a d = —3a e ¢ = —3b. O polinomio ¢ u (x,y) = az® + by® — 3bx%y — 3azy?,
com harménica conjugada v (z,y) = bz + 3az?y — 3bry? — ay?, e a fungo inteira correspondente &

f(2) = (a+ib) 2>,
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7. Se f(2) = u+ iv é analitica em D, entdo u e v sdo harmonicas conjugadas e |f (2)]* = u? + v2. logo:

A(|f(z)|2) = A(u2)+A(02):2(u§,—|—u§)—|—2(ui+u§)

= 2(ui+v§)+2(u§+v§) :4|f’(z)|2.
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