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Prefacio

Este texto é produto da experiéncia dos autores quando ministraram, por diversas vezes, disciplinas
envolvendo cdlculo diferencial e integral para os cursos de Ciéncias Exatas e Engenharias da UFPB e
de Licenciatura em Matemdtica a Distancia da UFPBVirtual.

O principal objetivo deste texto é fazer com que os alunos compreendam com clareza os conceitos
envolvendo fungoes de vérias varidveis, de um ponto de vista geométrico e algébrico, e desenvolvam a
capacidade de modelar problemas matematicos e provas envolvendo conceitos topolégicos, bem como
as nocoes intuitivas de limites, continuidade, derivadas parciais, diferenciabilidade, comportamento de
funcoes, integrais de linha e de superficie.

O publico a que o livro se destina sao os estudantes com conhecimento prévio de calculo diferencial
e integral, equivalente a um periodo letivo, familiarizados com as ideias de derivada e integral, em
seus aspectos fundamentais, e com uma nocao razodvel sobre simbologia e légica matemadtica, de
modo a compreender etapas que vao da formulagao & demonstracao de resultados matemaéticos pouco
sofisticados. Conhecimentos bésicos sobre cédlculo vetorial, retas, planos, conicas e quadricas sao

recomendados, mas nao indispensaveis.

E nossa expectativa que este texto assuma o carater de espinha dorsal de uma experiéncia perma-
nentemente renovavel, sendo, portanto, bem vindas as criticas e/ou sugestoes apresentadas por todos
- professores ou alunos que dele fizerem uso.

Os termos ou expressoes que consideramos pouco comuns foram grafados em itdlico e indicam
que estao sendo definidos naquele ponto do texto, ou que serao formalizados nas se¢oes ou capitulos
posteriores. Como parte do processo de treinamento e para desenvolver a capacidade do estudante de
pensar por si mesmo em termos das novas defini¢oes, incluimos no final de cada secao uma extensa
lista de exercicios.

O livro é composto de uma parte sobre cdlculo diferencial e outra sobre cédlculo integral, onde
apresentamos os conceitos e métodos fundamentais, com vistas as aplicagoes. Por se tratar de um
texto de cdlculo, julgamos conveniente omitir a demonstracao de alguns resultados, principalmente
na parte de calculo integral, mas levando em consideracao dois aspectos: primeiro, a formulagao
matemadtica adequada e, depois, a exemplificacao de como utilizé-los.

No capitulo 1 apresentaremos algumas defini¢oes e resultados sobre conceitos topoldgicos, fungoes
reais de duas ou mais varidveis reais, limites e continuidade, que serao necessdrias para o entendimento
dos préoximas capitulos.

No capitulo 2 apresentaremos as definicbes de derivadas parciais, diferenciabilidade, Regra da
Cadeia, derivada direcional e gradiente que serao necessdrias para as aplicagoes.

No capitulo 3 apresentaremos os problemas de maximazagao e minimizagao, o Método dos Multi-

plicadores de Lagrange, derivacao implicita e transformagoes.
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No capitulo 4 apresentaremos algumas definicGes e resultados sobre integrais miltiplas e mudanca
de coordenadas.

No capitulo 5 apresentaremos algumas definigoes e resultados sobre campos de vetores, fungoes
vetoriais, integrais de linha e independéncia do caminho.

Finalmente, no capitulo 6 apresentaremos os conceitos de superficies parametrizadas e integrais de
superficie, além dos teoremas cldssicos do célculo integral: Teorema de Green, Teorema da Divergéncia

de Gauss e o Teorema de Stokes.

Antonio de A. e Silva
Marivaldo P. Matos
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1. Campos Escalares -

Quando falamos que uma coisa é funcao de outra, queremos dizer, simplesmente, que a primeira
delas depende da segunda. Situagoes de dependéncia, ou vinculagido, estao presentes constantemente
em nossa vida. Por exemplo, a drea de um tridngulo ¢ igual a metade da base vezes a altura, ou seja,
depende da base e da altura do tridngulo.

A partir de agora, vocé estd convidado a nos acompanhar neste passeio pelo mundo das fungoes reais
de vérias varidveis reais. Juntos analisaremos detalhadamente suas regras, conheceremos dominios,
grificos e curvas de nivel, verdadeiras ferramentas de decoracao utilizadas para exposicao de mapas,
e aprenderemos os conceitos de limites e continuidade de funcoes reais de vdrias varidveis reais.

A adequacao de uma investigacao sistemética, empirica ou critica, nos leva & problematizagao ou
a formulacao de problemas com enunciados que devem ser explicitados de forma clara, compreensivel
e operacional. Portanto, um problema se constitui em uma pergunta cientifica quando explicita a
relagao entre as varidveis ou fatos envolvidos no fenémeno.

Como é comum no nosso dia-a-dia, os problemas envolvendo as fungoes reais de vérias varidveis
reais independentes aparecem com mais frequéncia do que as fungoes reais de uma varidvel real, e seu
cédlculo ¢é ainda mais extenso. Suas derivadas s@o mais variadas e mais interessantes por causa das
diferentes maneiras como as varidveis podem interagir. Considere, por exemplo, uma placa metdlica
circular com um metro de raio, colocada com centro na origem do plano xy e suponha que ela seja

aquecida, de modo que a temperatura em um ponto P(zx,y), medida em °C, seja dada por
T(z,y) = 1622 + 24y + 40y,

com x e y medidos em metro. Um problema interessante de cdlculo consiste em determinar os pontos

da placa onde a temperatura é mais baixa e onde ela é mais alta.

1.1 Conceitos Topolégicos

Nesta secao introduzimos os conceitos topolégicos importantes para o estudo de fungoes reais de
vérias varidveis reais, mais precisamente funcdes com imagens contidas em R, e cujos dominios sao
subconjuntos do espaco R™, com énfase no plano cartesiano R? e no espaco R3. Sempre que possivel,
¢ interessante esbogar graficamente um conjunto, que pode ser o grafico de uma equagao ou de uma
inequacao, porque a visualizacdo geométrica nos propicia informagoes relevantes sobre esse conjunto.

Por Conjunto de Pontos, ou simplesmente Subconjunto X do R", entendemos qualquer colecao,

finita ou infinita, de pontos.

Exemplo 1.1 Sdo conjuntos de pontos do plano cartesiano R? =R x R :
X ={(1,0),(0,1)}, Y={(,y) eR*:y =2} ¢ Z={(z,y) eR*: 2> +¢* < 1}.
O primeiro com dois elementos (pontos) e os outros dois com uma infinidade de pontos.

Dados um ponto P(a,b) € R? e um nimero real § > 0, denomina-se §-vizinhanga (circular) de P,

em simbolos Vs(P), ao conjunto de todos pontos Q(z,y) € R? tais que:

dist(P,Q) = /(z —a)? + (y — b)2 < 6.
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Se representarmos por |Q — P| a distancia, em R", entre os pontos P e @, entao
Vi(P) = {Q € R": [Q - P| < o).

No R2, a é-vizinhanca (retangular) de P, também representada por Vs(P), é o conjunto de todos
pontos Q(z,y) do R?, tais que
|z —al| <d e |ly—0b] <.

Em sfmbolos, temos:

Vs(P)={QeR?:|z—a|<d e |y—b| <d}.

Abaixo ilustramos graficamente no R? as vizinhancas circular e retangular de um ponto P.

A
:.0 y\‘ b +6 ....... :. .................. E
1 PPy 1 :
L b i EE
e b-5 A ...........:
a X a-o a a+d 'x

Figura 1.1: Vizinhancas circular e retangular em R2.

1.1.1 Posicao Relativa Ponto x Conjunto

Dados um conjunto & e um ponto P do R", o qual pode estar em X ou nao, apenas uma das

situacoes abaixo ocorre:

B Situagao 1: existe um raio § > 0, tal que a vizinhanca Vs(P) estd inteiramente contida no

conjunto X.

B Situagao 2: existe um raio § > 0, tal que a vizinhanca Vs(P) estd inteiramente contida no

complementar! de X, isto é, ndo tem ponto em comum com o conjnuto X.

B Situacao 3: seja qual for o raio § > 0, a vizinhanga V5(P) toca o conjunto X e também o
seu complementar.

Quando ocorrer a situagao 1, diremos que o ponto P é interior ao conjunto X’; na situagdo 2 o
ponto P é exterior ao conjunto X e, quando ocorrer a situacao 3, diremos que o ponto P estd na
fronteira do conjunto X.

Imagine-se viajando do estado da Paraiba (conjunto X’) para o vizinho estado de Pernambuco
(conjunto Y') e, de repente, surge uma placa de sinalizagdo informando: divisa de estado PB-PE. A
linha que separa os dois estados (conjuntos) é a fronteira; de um lado vocé estd dentro (no interior)
da Paraiba e do outro vocé estd fora (no exterior) da Paraiba.

Na Figura 1.2 ilustramos graficamente as situagdes que descrevem a posicao relativa de um ponto
em relagao ao um conjunto X e na sequéncia formalizaremos os conceitos de conjunto aberto, conjunto
fechado, conjunto compacto e dominio. Vemos que o conjunto X tem um buraco, contornado pelo
arco Ls, e a fronteira do conjunto X é composta dos arcos L1 e Lo.

Um subconjunto X do R™ denomina-se Aberto se para cada ponto P € X, existir uma J-vizinhanca

'Por complementar de X entendemos o subconjunto R™ — X, dos pontos do R™ que néo estdo em X.
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Vs(R) .7 Ponto exterior

[~

Ponto interior

Pontos de fronteira

V5(0)

Figura 1.2: Posicao relativa ponto x conjunto.

de P inteiramente contida em X, isto é:

VP eX, FVs(P), tal que Vs(P) C X.|

Neste caso, vemos que todos os pontos de X sao pontos interiores.

Exemplo 1.2 Consideremos os sequintes subconjuntos do R? :

X ={(z,y) eR?: 22 + 42 < 1}
V={(z,y) eR?:|z| <1 e |yl <1}
Z ={(z,y) €eR*:y >0}

e verifiquemos que em R?2, X e Y sdo abertos, enquanto Z ndo é um conjunto aberto.

Solugdo Dado um ponto P(a,b) € X, temos que a®? + b?> < 1 e se considerarmos § = 1 — Va2 + b2,
entdo a d-vizinhanga Vi(P) estd contida em X. De fato, dado Q(z,y) na vizinhanga Vs(P), entao
|@Q — P| < ¢ e, sendo assim,

Va2 +y2=|1Q-0|=|(Q—-P)+(P-0)|<|Q—-P|+|P-0|<d+Va?+b2=1.

Portanto, @ € X e X é um conjunto aberto em R?. Agora, dado um ponto P(a,b) € ), temos
que 0 < |a] < 1, 0 < |b] < 1 e para construirmos uma d-vizinhanca Vs(P), contida em ), basta

considerarmos
0 = min{d1,d2}, sendo d; =min{l|a|,1 —|a|} e J2 = min{|b|,1 —|b|},
e teremos V5(P) C ), pois se Q(z,y) € V5(P), entao |Q — P| < ¢ e, portanto:
lz—a| <|Q—-P|<d=|x—a|<d;=|z|<|z—a|+]|a] < +]a| <1
Da mesma forma, obtemos:
ly—b <[Q-P[<d=[y—b <dp= |y <1

Assim, Q@ € Y e Y é um conjunto aberto em R?. Finalmente, para comprovar que Z nio é um
conjunto aberto em R2, basta observar que nio existe uma é-vizinhanca Vz(P), § > 0, do ponto

P(a,0) do conjunto Z, inteiramente contida em Z. [
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Um subconjunto & em R™ denomina-se Fechado se seu complementar R™ — X for aberto. Por
exemplo,
X ={(z,y) €R? 22 447 > 1)

¢ um conjunto fechado em R?, pois seu complementar
R?2 - X = {(z,y) e R?: 22 + 42 < 1}

¢ um conjunto aberto em R2.
Um ponto P € R™ é um Ponto de Fronteira de um conjunto X em R"”, se qualquer d-vizinhanca

de P contém algum ponto de X e algum ponto do complementar de X. Em sfmbolos:
Vs(P)NX #@ e Vs(P)N(R" — X) # @.

A Fronteira de um subconjunto X em R™ é, por definicdo, o conjunto de todos os pontos de
fronteira de X. Normalmente a fronteira de X' ¢ denotada por d(X) ou Fr (X). E claro que 9 (R™) &
o conjunto vazio & e para qualquer conjunto X temos que 9(X) = 9 (R"™ — X)), isto é, um conjunto
X e seu complementar R” — X tém a mesma fronteira. Podemos utilizar a fronteira de um conjunto
para determinar se ele é aberto ou fechado. De fato, um conjunto X é aberto se ele nao tiver ponto
em comum com sua fronteira e ele serd fechado quando sua fronteira estiver inteiramente contida nele.

Em simbolos, temos:

‘X é fechado@@(X)gX.‘ e ‘X é aberto@@(X)ﬂXz@.‘

Exemplo 1.3 Consideremos em R? os sequintes subconjuntos:
X={(z,y) ER*:y>0} e Y={(z,y) eR?: 2 +9? < 1}.

Temos que
AX)={(z,y) eR?:y=0} e ) ={(z,y) eR?: 22 +¢* =1}

Solugao Para comprovar nossa afirmacao, fixemos um ponto P(a,0) do eixo x e seja § > 0 dado. Se
0 <y < J, entdo o ponto Q(a,y) estd em X, porque 0 < y, e também na vizinhanga Vs(P), de onde
resulta que V;(P) toca o conjunto X. Por outro lado, o ponto P € V5(P) N (R? — X) e isso mostra
que V5(P) toca o complementar de X. Logo, o ponto P estéd na fronteira de X. Reciprocamente, dado
P(a,b) € 0X, se b < 0, a vizinhanca V5(P), com 0 < § < —b, estd contida em R? — X', o que é
impossivel pois P € 9 (X); se b > 0, a vizinhanca V5(P), com 0 < § < b, estd contida em X, o que é

impossivel, pela mesma razao. Logo, b = 0 e a fronteira de X é o eixo z, isto é:
O(X) = {(z,y) € R? 1y = 0}.

Na Figura 1.3, esbogamos a costrucao feita acima. O conjunto X e sua fronteira 0 (X) ndo tem ponto
em comum e, por essa razao, X é um conjunto aberto. Procedendo de forma similar, encontramos
() = {(z,y) € R? : 22 + 32 = 1} e observamos que Y N3 (YY) = @, de onde resulta que ) é um
conjunto aberto. |

Um conjunto & em R™ denomina—se Limitado se existir um raio R > 0, tal que |P — O| < R, seja
qual for o ponto P em X. Dito de outra forma, o conjunto X estd inteiramente contido na vizinhanca

Vi (O), de centro na origem O e raio R, isto é:

X C VR(O).



CAPITULO 1 - CAMPOS ESCALARES 5

YA

Figura 1.3: A fronteira de X.
Em R? um conjunto X ¢é limitado quando existir » > 0 tal que /22 + 32 < r, seja qual for o ponto
(z,y) do conjunto X. De forma equivalente, X serd limitado quando existir um nimero r > 0 tal que
lz| <7 e |yl <r V(z,y) € X.

De maneira intuitiva, em R? um conjunto X ¢é limitado quando ele puder ser envolvido por uma

circunferéncia ou por um retangulo.
Exemplo 1.4 Vamos analisar, quanto & limitacdo, os sequintes subconjuntos do R? :
X={(z,y) eR*:|z|<1 e —1<y<2} e Y={(x,y) €ER?:2 >0}

Solucao Nas Figuras 1.4 e 1.5 ilustramos graficamente os conjuntos X e ), onde observamos que o
conjunto X é um retangulo com lados de comprimentos ¢ = 2 e b = 3. Alids, um retangulo do plano

R? nada mais ¢ do que o produto cartesiano de dois intervalos.

Yy
yA
’l \‘ ‘.‘l .ui:-- -..".
= TER 'y — >
1 F b ¥ P X
o 4
Figura 1.4: X é limitado Figura 1.5: Y nao é limitado

Por exemplo, sdo retangulos do R? os seguintes subconjuntos:
(0,1) x[1,2] = {(z,y):0<zx<1l e 1<y<2}
(—1,3] x[-2,2) = {(z,y):—1<z<3 e —-2<y<2}.
Assim, considerando R = max{2,3} = 3, obtemos
X CV3(0) ={(z,y) e R* : 2” +3* < 9},

Portanto, X é um conjunto limitado em R2. Por outro lado, para cada r > 0 o ponto P (r + 1,0) esta
no conjunto ) e nao estd na vizinhanga V,.(O) de raio r e centro na origem. Isso mostra que nao é

possivel se ter Y C V,.(O) e, sendo assim, ) ndio é um conjunto limitado em R2. |
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Um conjunto X em R™ denomina-se Compacto se ele é, ao mesmo tempo, limitado e fechado em

R™. O conjunto X do Exemplo 1.4 é compacto. Também é compacto o conjunto
X ={(z,y) e R [ax| + |y < 1}.

O conjunto Y = {(z,y) € R? : < 0} ndo é compacto, porque nao ¢ limitado, embora seja fechado.
Ja o conjunto Z = {(z,y) € R? : 22 + 42 < 1} néo é compacto, porque nao é fechado, embora seja
limitado.

Um ponto P € R™ é um Ponto de Acumula¢do de um subconjunto X do R", se para qualquer
nimero real § > 0, tem-se:

[Vs(P)—{P}nX # 2.

Isto significa que toda vizinhanga do ponto P contém um ponto de X, diferente de P. Um ponto de
acumulacao de X pode estar no conjunto X ou nao. Por exemplo, a origem é um ponto de acumulacao

do conjunto
X ={(z,y) eR*:y >0}

e nao pertence a X. Observamos, ainda, que todos os pontos desse conjunto X sdo pontos de acu-
mulagao de &'. No conjunto R dos niimeros reais, o subconjunto Z dos niimeros inteiros nao possui
ponto de acumulacao, pois dado = € Z, se considerarmos ¢ = 1 vemos que [Vg(:v) - {w}] NZ = &.
Um ponto P € X que nao é um ponto de acumulagao de X recebe o nome de Ponto Isolado de X;
isto significa que existe um raio ¢ > 0, tal que V5 (P) N X={P}. Todos os pontos do conjunto Z dos
nimeros inteiros sao pontos isolados.

Um subconjunto X do R™ denomina-se Conezo se quaisquer dois pontos distintos P e Q de X
podem ser ligados por uma linha poligonal inteiramente contida em X (por linha poligonal entendemos
uma curve constituida de um nimero finito de segmentos retilineos em sucessao, tais que a extremidade
de cada um coincida com a origem do seguinte). Um conjunto aberto e conexo recebe o nome de

Dominio. Por exemplo, o conjunto
X ={(z,y) eR?: 1 <a®+¢? <4}

¢ um dominio em R2. Vale ressaltar que um domfnio nio pode ser formado por dois conjuntos abertos
disjuntos e nio vazios. Assim, o conjunto X = {(x,y) € R? : |z| > 1} ndo é um dominio em R?,
porque

X={(z,y) eR®:z < -1} U{(z,y) eR?:z > 1}

¢ a uniao de dois abertos disjuntos e nao vazios.

Um conjunto X em R™ aberto e conexo (um dominio) acrescido de alguns ou todos os seus pontos de
fronteira denomina-se Regido. Uma regiao X é Simplesmente Conexa em R se qualquer curva fechada
em X pode ser reduzida, de maneira continua, a um ponto em X', sem deixar X. Intuitivamente, uma
regiao simplesmente conexa nao possui buracos e isto significa que uma curva fechada em X’ s6 contém
pontos de X no seu interior. Imaginemos um lago com uma ilha no seu interior; o espelho d’agua pode
ser visto como uma regiao que nao é simplesmente conexa. A titulo de ilustracdo, vamos classificar

topologicamente o conjunto

X={(z,y) eR?:|z|<le —1<y<2},
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ilustrado na Figura 1.6. Trata-se de um retangulo, cuja fronteira é constituida pelos segmentos (lados
do retangulo) Ly, Lo, L3 e Ly. A fronteira de X’ nao estd inteiramente contida em X', fazendo com
que X nao seja fechado; nao sendo fechado nao serd compacto, embora X seja limitado. O conjunto
X nao é aberto, tendo em vista que ele tem ponto em comum com sua fronteira; nao sendo aberto

nao serd dominio. Finalmente, X é um conjunto conexo.

yﬂ L2

v

Figura 1.6: X é limitado e conexo.

Exemplo 1.5 Se X é um conjunto compacto e nao vazio em R?, seu complementar Y = R? — X ndo

é um conjunto simplesmente conexo em R2.

Solucdo Sendo X um conjunto compacto em R2, ele é limitado e, portanto, existe uma vizinhanca
Vr(O) de centro na origem O de R? e raio R > 0, tal que:

X C Vp(0).

Assim, a circunferéncia de centro na origem O de R? e raio R 4 1 est4 contida em ), mas nao pode
ser reduzida de maneira continua a um ponto em ), sem deixar ). Portanto, )} nao é uma regiao

simplesmente conexa em R%. Como consequéncia, deduzimos que o conjunto
V={(z,y) e R?: 1 < 2? +y?}
nao é simplesmente conexo em R?, porque é o complementar do conjunto compacto e nao vazio

X ={(z,y) eR?: 2? +¢? < 1}. |

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.1

1. Em cada caso esboce o conjunto R do plano R? e determine sua fronteira. Classifique R em:

aberto, fechado, limitado, compacto ou conexo.

={(z,y) eR?:y > 0}.
={(z,y) €ER?:2>0e 2?2 +9y% < 1}.
= (1,2) x [0, +00).
y) eR?: 1 <a?+y? <2}
z,y) € R?: 4 < 2? < 9}.
)

ER?2:0<z e 1<y<2}.
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(&) R={(zy) cR:z<y)

(h) R={(z,y) eR?:|z|<1e —1<y<2}

(i) R={(z,y) € R? : 42? + y*> > 9}.

(G) R={(z,y) €R?:senx <y <cosz, 0<xz<m/4}.
(k) R =1[0,1] x [1,2].

() R = {(2,5) € R : [z + [y] < 1.

(m) R ={(z,y) e R?:1 < z? —y?}.

(m) R={(z,y) e R?: (2> +y* — 1)y < 0}.

(0) R={(z,y) e R?: a3 < y}.

(p) R={(z,y) eR?: 2| <2 e 1 <2® +y°}.

(@) R={(z,y) e R*: 2? < y*}.

(1) R={(z,y) eR*: |z[ +[y| <2 e 1 <2’ +y°}.
(s) R={(z,y) €eR?: 22 +4y> <16 e |z| > 2}.

2. Esboce o conjunto R = {(z,y) € R? : (2 +¢y* - 1) [(z — 1)% 4+ 9% - 1] < 0}, identifique sua

fronteira e verifique que ele é aberto.

1.2 Funcoes Reais de Varias Variaveis

O conceito de funcao real de duas ou mais varidveis reais é andlogo ao conceito de fungao real de

uma varidvel real. Por exemplo, a equacao

2= % — 2

exprime z como funcao de x e y. Diremos que z é uma funcdo de = e y quando existir uma regra f
que a cada ponto P(x,%y) de um conjunto X em R?, denominado Dominio de f, associar um tnico
ponto z € R. Para indicar a conexao entre z, y e z usualmente escreve-se z = f(z,y) ou z = z(z,y).

A Figura 1.7 ilustra a definigdo de uma fungdo f de X em R.
y A

® Z

x
Figura 1.7: Ilustrando o conceito de fungao.

Anotamos f : X C R™ — R ou, simplesmente, f : X — R para indicar que f é uma funcdo com

dominio X e contradominio R. E comum usar D (f) para indicar o dominio da fungdo f e no caso em
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que z = f (z,y), diremos que z é a imagem do ponto (x,y) pela funcdo f ou que z é o valor da funcao
f no ponto (z,y). As fungdes f : X C R" — R também sao conhecidas por Campos ou Fungdes

FEscalares.

Exemplo 1.6 A fungdo f definida pela regra f (x,y) = x® +y? tem para dominio todo o plano R?, jd
que a expressio x° + y? pode ser calculada em qualquer (z,y) do R?, e o conjunto imagem da funcéio

f € o intervalo [0,+00) dos numeros reais nao negativos. |

Exemplo 1.7 Consideremos, agora, a fun¢ao definida pela regra f (z,y) = /1 — 22 — y2. Neste caso,
para calcular a expressdo /1 — 22 — y2 devemos impor as varidveis x ey a restricio 1—x2—y? > 0, isto
¢, 22 +y? < 1. Assim, o dominio da fungio f é o disco compacto D (f) = {(z,y) € R* : 2® + y* < 1}

de centro na origem e raio 1. |
Exemplo 1.8 Determinar o dominio da funcdio f: X C R? — R definida pela regra
f(z,y) =1In (36 — 422 — 9y2) .

Solugao No célculo de uma varidvel aprendemos que o dominio da funcdo t —— Int é o intervalo
(0, 400) , dos nimeros reais positivos, e a partir dai deduzimos que o dominio de f é o conjunto de todos
os pontos (x,y) do R?, tais que t = 36 — 42% — 9y? > 0, isto é, D (f) = {(a:, y) € R?: 42?2 + 9% < 36}

¢é o interior da elipse ilustrada na Figura 1.8. |
yu
2
I" D(f) ~\
ud »
- >
3 %

Figura 1.8: Dominio de f(x,y) = /36 — 422 — 9y2.

Dada uma funcdo f : X C R? — R, o Grifico de f, denotado por G (f), é o conjunto de todos os
pontos (z,y, z) € R3 tais que z = f(x,y), isto &:

G(f) = {(z.9.2) €R®: (x,9) € D(f), com z = f(x,1)}.

A Imagem da funcao f, indicada por Im (f), é o conjunto

Im(f) = {z = f(z,y) €R, com (z,y) € D(f)}.|

E oportuno ressaltar que o grafico de uma fungao real de duas varidveis reais representa um objeto do

R3. A Figura 1.9 ilustra a definicido do grafico de uma funcio f: X C R? — R.

Exemplo 1.9 Consideremos a fungio f(x,y) = /22 +y2, cujo dominio é todo o plano R%. A
imagem da funcio f ¢ Im (f) = {z € R: 2 > 0} e seu grifico é a folha superior do cone 2% = x% + y>.

Exemplo 1.10 O dominio da funcdo f (z,y) = In(y/22+y2 ) é o conjunto D (f) = R? — {(0,0)} e
sua tmagem € a reta real R. Nao parece dbvio, mas o grifico da funcdo f é a superficie obtida por

rotag¢ao da curva z = In (x2) , x # 0, do plano xz, em torno do eixo z.
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ZA

,"(xayaj(xay))
z =flxy)

<v

2N
X / A
(x,,0)
Figura 1.9: Griéfico da funcao z = f (z,y).

1.2.1  Curvas e Superficies de Nivel

Consideremos uma funcio de duas varidveis f : X C R? — R, com z = f(x,%). Ao atribuirmos
a z um valor constante k, geometricamente interceptamos o gréafico de f com o plano z = k e essa
intersecao recebe o nome de Conjunto de Nivel, como ilustrado na 1.10, onde exibimos de maneira

intuitiva um conjunto de nivel 7y, e sua projecao no plano zy.

Z“

Yk

(x.,k)

<V

(x.,0)

Figura 1.10: Curva de nivel .

Em geral, a projecao no plano xy do conjunto de nivel

T = {(:L“,y,k‘) GRS : ($,y) € D(f)}

¢ uma curva, denominada Curva de Nivel da fungao f correspondendo ao valor k, e esta é constituida
dos pontos (z,y) de X, para os quais f (z,y) = k.

No caso de uma funcio de trés varidgveis f : ¥ C R® — R, sendo w = f(z,y, 2), ao atribuirmos a
w um valor constante k, o conjunto de todos os pontos (z,y, z) € X tais que w = k é, em geral, uma

superficie Sk, denominada de Superficie de Nivel da funcao f correspondente ao valor k.
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Exemplo 1.11 Consideremos o paraboloide z = x> + y? e vejamos algumas curvas de nivel. No
nivel z = 0, temos x> + 3% = 0 e a curva se reduz ao ponto (0,0,0). No nivel z = k, k > 0, temos
22 4+ y? = k, que representa a circunferéncia de raio Vk e centro C (0,0,k), cuja projecao no plano
zy é a circunferéncia de centro na origem e raio Vk. A Figura 1.11 ilustra alguns conjuntos de nivel

e suas projecoes no plano xy. |

(x,p,k)

4—)/ (xayao)
Figura 1.11: Curvas de nivel de z = z2 + ¢2.

Exemplo 1.12 Seja f : R? — R a funcdo definida pela regra f(x,y) = y*> —x2. As curvas de nivel de
f sao determinadas de forma similar ao caso anterior. No plano xy elas correspondem aos grificos

da equacio y?> — 22 =k, k € R, e hd trés casos a considerar:

(i) se k >0, entdo y?> — x> = k ¢é uma hipérbole com vértices (0, £vVk);
(ii) se k=0, entdo y> — x> =k ¢é o par de retas y = +x;

(iii) se k < 0, entdo y?> — x> = k é wma hipérbole com vértices (£v/—k,0).

Algumas curvas de nivel e o grafico da fungdo f estdo expostos na Figura 1.12. |

Z A

Figura 1.12: Paraboloide hiperbélico z = 3% — z2.

Exemplo 1.13 As superficies de nivel da func¢ao de trés varidveis w = f (z,y,2) = x +y + 2z sao 0s
planos © +y + 2z = k. Ja a funcio g (x,y,2) = 2% + y? + 22 tem para superficies de nivel as esferas
22 +y®+ 22 =k, k>0, de centro na origem e raio Vk. No ntvel k=0 a superficie correspondente
se reduz ao ponto O (0,0,0).
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Exemplo 1.14 A fungio f (z,y) = In(|z| — |y|) tem dominio D (f) = {(z,y) € R?: |z > |y|} € a
proje¢io no plano xy das curvas de nivel de z = f(x,y) sdo descritas por In (|z| — |y|) = k, isto é,
|z| —|y| = exp (k). As constantes ¢ = exp (k) sdo todas positivas e na figura 1.13 ilustramos o dominio

de f e algumas curvas de nivel. |

yA yﬂ

Figura 1.13: Dominio e curvas de nivel de z = In (|z| — |y|).

A

As curvas de nivel nos proporciona uma visao geométrica do grafico da funcao e existem trés entes

geométricos distintos que merecem reflexao: o dominio, as curvas de nivel e o grafico da funcao..

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.2

1. Em cada caso identifique e represente graficamente o dominio da funcao z = f (z,y).
(a) z=\y—22+20x—y (g) =z =arccos(y— )
(b) z=+/]z| -yl (h) z=+(z—-3)(y—2)
() 4x®>+y?+22=1, 2<0 (i) z=arcsen[z/(x — y)]

| JISE
(d) z=In(1-42*—y?/9) (G) = \/gﬁz—yl

() z=+/In(22+y2-3) (k) z= i

senx — senvy

2?2 —1
y? -1

(f) z=uzexp(y) —Inz 1 z=

2. Em cada caso esboce algumas curvas de nivel da funcao z = f(z,y), de modo a obter uma
visualizagao do seu gréfico.

7 =2z (2 + y2)_1

z =1y

z2=14/9— 22 —92

e

~— —

(a) z=2a"+y
b) z=+/22+y?

o= (a2 4y2) "

~—

C

~—
o
~—

d) z:ln(1+x2—|—y2) 1) z:\/l—x2/4—y2/9
) z=z+y m) z=|z—y|
f) z=sen(x—1y) ) z=|z|+ ]y
g) z=lz|—yl n) z=uz+y’

2

h) z=8—-22-2

N N N N N N /N /N

(
(
(
(e
(
(
(

Naaai

0) z=x—y
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3. Esboce a curva de nivel da funcdo z = 2y — 42> que passa no ponto P (1,2). Observe o compor-

tamento da funcao ao longo da tangente que passa no ponto P.
4. Identifique as superficies de nivel da funcao w = 22 + y? + 22, nos niveis 0, 1 e 2.
5. Identifique a superficie de nivel da funcio w = x2 + y? — 22 que passa no ponto P (1,1,1).

6. Esboce o grafico da funcdo z = f (z,y) dada por:

(@) f(z,y)=3 (&) [(zy)=+va?—y?

(b) flz,y)==2 (h) f(z,y) = /16 — 22 — 1632
(© flay)=1-z-y () f(ay) = (@®+y?) "
(d) f(z,y) =seny () flzy)=1-27

(©) floy) = exp(VZT5) &) f(oy) =In(/aTF5?)
(f) f(z,y)=3—2 -y (1) f(x,y) =sen(z? + 3?)

7. Descreva as superficies de nivel da funcao w = f (z,y, 2).

(a) f(z,y,2) =z +3y+52 (©) [z,
(b) [f(z,y,2) =a? +3y* + 522 (d) f(

1.3 Limite & Continuidade

Nesta secao apresentaremos as noc¢oes bdsicas sobre limites que serao necessdrias para a formu-
lacao dos conceitos de continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade de uma funcao real de vérias
varidveis reais. Com o objetivo de tornar o texto mais leve, as demonstragoes de alguns resultados

serao omitidas.

1.3.1 Motivacgao

Para motivar o que serd desenvolvido, vamos considerar a funcdo f (z,y) =

(2,) # (0,0). Quando (z,
e le-se (z,y) tende para (

Ty )
——— definida para
2+ 12 p
y) se aproxima do ponto (1,0), indicamos isso escrevendo (x,y) — (1,0)
0), é razodvel afirmar que os valores f (z,y) se aproximam de 0, que é o
0

L,
valor da fun¢do no ponto (1,0). Expressamos isso escrevendo:

lim z,y) =0 ou lim f (z,y) = 0.
PR A iﬁ:éf( y)

Esse raciocinio nao pode ser usado para investigar o comportamento da funcao na origem (0, 0), porque

a substituicao direta de x e y por 0 na expressao 5 produz a indeterminagao 0 /0. O que fazer

Ty
R
neste caso? KEsta questao serd discutida posteriormente e ressaltamos que, neste caso, o valor do
limite de f (z,y) em (0,0) depende do caminho que conduz o ponto (x,y) a origem. Vejamos o que
ocorre com f (x,y), quando (x,y) tende para (0,0) através de dois caminhos distintos. Suponhamos

inicialmente que (z,y) — (0,0), ao longo do eixo z, isto é, ao longo da reta y = 0. Nesse caso, temos:

. . Ty . 0 .
(it,y)li%(],()) /() a;lélé) <$2 + y2) 200 <9:2> 200
y= =
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Se, por outro lado, (z,y) tende para (0,0) ao longo da reta y = z, temos:

2
. . Ty . T 1 1
1 =1 —— | =1 — ) =lim - = —.
(:5)=(0.0) f @) = [y <w2 + y2> o0 (2:62) P02 2
Yy=x Yy=x
Quando lidamos com o limite 1%im g (t), no cédlculo de uma varidvel, s6 hd duas maneiras do ponto ¢
—a

se aproximar do ponto a: out — a® ou t — a~, que resultam nos limites laterais g (a*) e g (a™) da
fungdo g (t). Se esses limites laterais forem iguais, entao esse valor comum é o limite da funcao g (¢) no

ponto a. No caso do limite( l)Hn( . f (z,y) a situagdo é um pouco mais complexa, tendo em vista que
m7y g a7

hd uma infinidade de caminhos segundo os quais (z,y) se aproxima do ponto (a,b) e é literalmente

impossivel efetuar o cdlculo ao longo de todos os caminhos.

yl
b
- +
t—da g, ate— i /
Figura 1.14: t tende para a (x,y) tende para (a,b).

Para que o limite ( l)nn( . f(z,y) exista é necessdrio que os limites ao longo de todos os caminhos
‘/‘E7y - a7
que conduzem (x,y) ao ponto (a,b) existam e sejam iguais. Dito de outra forma, se o valor do limite

depende da trajetéria escolhida, entao a fung¢do nao tem limite no ponto (a,b).

1.3.2 Conceito e Regras

Sabemos do célculo de uma varidvel que uma fungao real de uma varidvel real y = f (z) tem limite

L no ponto a, e escrevemos

lim f(z) =L,

r—a

se dado um nimero real € > 0, existe em correspondéncia um § > 0 tal que:

se € D(f) e 0<|z—a| <, entdo |f(z)—L|<e (1.1)

Com respeito ao conceito de limite, vale ressaltar o seguinte:

(i) a notacdo z — a indica que a varidvel x se aproxima arbitrariamente de a, sem atingir o valor a.

(ii) a condicdo |f(z) — L| < e deve ser atendida para os valores de = # a, do dominio de f, que

estejam na d-vizinhanga (a — §,a + 9) .
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(iii) n&o é necessdrio que f esteja definida no ponto a para que ela tenha limite neste ponto. Portanto,
a nocao de limite de uma funcdo f em um ponto a estd relacionada ao comportamento de f nos

pontos préximos de a, excluindo o préprio a. Por exemplo,

2
v —4
lim ( —— | =4
z—2 \ 2% — 3z + 2
mas claramente a funcao nao estd definida no ponto z = 2.

O conceito de limite (1.1) se estende de maneira natural para o cdlculo de varias varidveis reais,
substituindo o intervalo (a — d,a + 0) pela d-vizinhanga Vj (P). Assim, dada uma funcao real de duas
varidveis z = f (z,y), definida em um conjunto D, do qual o ponto P (a,b) é um ponto de acumulagao,

entao:

lim r,y) =1L
(wyy)ﬁ(a,b)f( v)

significa que dado um nimero real € > 0, existe em correspondéncia um § > 0 tal que:

se (z,y) € D(f) e 0</(z—a)2+(y—b)2 <4, entdo |flz,y) — L| <e. (1.2)

Dada a arbitrariedade do nimero €, nao hé perda de generalidade se na definigao de limite esse
for substituido por ke, seja qual for a constante k£ > 0. Intuitivamente, o conceito de limite estabelece
que as imagens de todos os pontos da d-vizinhanga Vj (P), exceto, possivelmente, o ponto P (a,b),

estao dentro do intervalo de centro L e raio €, como sugere a Figura 1.15.

VA Az

Figura 1.15: Limite de f (x,y) no ponto P.

As propriedades bésicas do limite no célculo de uma varidvel continuam vélidas no célculo de vérias
varidveis e algumas demonstragoes serao deixadas como parte do processo de treinamento. Usaremos

a letra P para indicar os pontos (z,y) do R? ou (z,v, 2) do R3, indistintamente.

Proposigao 1.15 Sejam f,g: D C R?> — R duas funcdes e seja Py(a,b) um ponto de acumulagio do
junto D. Se i P)=Le li P) = M, entao:
conjunto e Jim f(P) e Pirrlgog( ) , entdo

1. Linearidade: Plin}) [f (P)+X-g (P)] =L+ XM, sendo A uma constante real.
— 10
2.  Produto: lim [f(P)-g(P)] =L M.
P—Py

f(P)

g(P)

4. Confronto: SeL=M e f(P)<h(P)<g(P)emVs(F), entao Plinr]l3 h(P) = L.
— 10

3. Quociente: lim [
P—Py

L
]:M’ desde que M #0 e g(P) # 0.
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Demonstragao Seja € > 0 dado e escolhamos dois raios d1 e d3 de modo que:

|f(P)—L| < e, sejaqualforopontoPem D, tal que 0 < |P —Py| <1 e
lg(P) — M| < e, sejaqual for o ponto P em D, tal que 0 < |P — FPy| < da.

1. Se A =0, nada hd a demonstrar. Suponhamos A # 0 e seja 6 = min{d;, 02}, 0 menor entre os
ndimeros 1 e d2. Se |P — Py| < §, entao teremos simultaneamente |P — Py| < §1 e |P — Py| < d2 e,

sendo assim:
|f(P)+Ag(P)— L—=AM| < |f(P)—L|+ [A[g(P) = M| < (1+[A])e,

seja qual for o ponto P em D tal que 0 < |P — Py| < 4.
2. Observamos, inicialmente, que se P € D e 0 < |P — Py| < 41, entao

[f (P) < [f(P) = LI+ [L] <e+|[L],
e, portanto:

If(P)g(P)—LM| = [f(P)g(P)—=f(P)M+f(P)M— LM|
< [F(P)lg(P) = M|+ [M]|f(P) = L| < (e +[L]) e +[M]e = ke,

desde que Pe D e 0 < |P — Py| <4, sendo k =c+ |L|+ |M].
4. se f(P) < h(P)<g(P),entao f(P)— L <h(P)—L<g(P)— L e, por conseguinte,

—e<f(P)=L<h(P)-L<g(P)-L<e,
desde que |P — Py| < §. Logo, |h (P) — L| < g, se |P — Py| < d e com isso obtemos o resultado. |

Exemplo 1.16 Vamos usar a definicao de limite para mostrar que ( %IH% )(23: +y) =5.
z,y)—(2,1

Solugao Neste exemplo, a = 2 e b = 1 e devemos provar que a cada € > 0 dado, corresponde um
6 > 0, tal que:

0<\V(@—22+(@y—-12<6=>2z+y—5<e.

O foco ¢ a desigualdade |2z +y — 5| < €, que envolve . Temos

22 +y—5=12(x-2)+(y—-1)| <2[z -2+ |y — 1 (1.3)
e observando que

e -2 = V@-22<V(@-22+(@y-1)2<6

ly-1 = Vy-12<V(@-22+(@y-1)?2<3

resulta de (1.3) que |2z +y — 5| < 2|z — 2|+ |y — 1| < 254 0 = 30 e o préximo passo ¢ escolher 0  a
partir do . A desigualdade |2z + y — 5| < 30 sugere que o ¢ deve ser tal que 30 < . Se escolhermos,
por exemplo, § = £/3, teremos |2z +y — 5| < &, sempre que 0 < \/(z —2)2 + (y — 1)2 < 4. [ |

Exemplo 1.17 Imitando o que fizemos no Exemplo 1.16, vamos mostrar que

lim (Az+ By) =aA+bB.
(z.y)—(ab)
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Solugao Neste caso, devemos provar que a cada € > 0 dado, corresponde um § > 0 tal que

0<+(r—a)?+ (y—0)2<d=|Az+ By —aA —bB| <.

A partir da Desigualdade Triangular, encontramos:

|Az + By —aA —bB|=|A(z —a)+ B(y—b)| <|A| |z —a| + |B| |z — b| (1.4)

e observando que:

o —al = V(@-a?<V(z-a)?+(y-0)? e

ly—b = V(y—b

P < V@—aP+ (- 0P

~—

entdo |z —a| < & e |y — b < 4, sempre que \/(z — a)? + (y — b)2 < §. Segue de (1.4) que

|Az + By — aA — bB| < 6 (JA| + |B]), (1.5)

e o § serd escolhido a partir de (1.5), admitindo que A ou B nao é zero, do contrario nada hé a
demonstrar. Escolhemos ¢ = ¢/ (JA| + |B]) e obtemos:

0<+(r—a)2+ (y—0)2<d=|Az+ By —aA —bB| <e,

como exige a definicao. ]

Exemplo 1.18 Usando o Exemplo 1.17 e as propriedades do limite deduzimos que

lim
(z,y)—(a,b)

e, de forma mais geral, se p(x,y) é um polinémio nas varidveis x ey, entao

lim

(z,y)—(a,b)

Por exemplo,

p(x,y) =pla,b).

im (207 ot +yf) =2x 24+ 1x (1)’ + (1) =2 ®

(z,y)—=(1,-1)

Exemplo 1.19 No caso do quociente de dois polindémios

se anula no ponto (a,b), a propriedade do quociente estabelece que

P(%y), em que o denominador q (z,y) ndo
q(z,y)
eoan” Y b

i [p (w,y)] _

228 g (z,y)

Por exemplo,

lim q(z,y) q(a,b)

(z,y)—(a,b)

i 9 2 2 3
p (22 A4y (ny)lfiz,s,)( et y) _2x242x 343t o o
(@) (2,3) z2 —y B lim (22 —y) - 22 3 o
(@.)—(2,3)

Exemplo 1.20 Vamos usar a definicdo para mostrar que  lim (3;32 +y)=5.

(z,y)—(1,2)
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Solugao Devemos provar que dado € > 0, existe um § > 0, tal que:

0<V(@—-124+y—22<d=[32>+y—5|<e.

Como j4 vimos nos exemplos anteriores, o foco é decompor a expressdao 3z2 +y — 5 em parcelas onde

devem figurar apenas os termos |z — 1| e |y — 2|, a menos de constantes multiplicativas. Temos
32 +y—5|=[3(z* - 1)+ (y—2)| <3|z — 1| |z + 1| + |y — 2|. (1.6)

A expressao (1.6) contém o termo |z + 1| que nao figura nos nossos planos e que deve ser majorado
por uma constante. A nocao intuitiva de limite nos leva a concluir que: quanto menor for o raio
maior serd a chance da fungdo f levar a d-vizinhanga Vs (P) dentro do intervalo (L —e,L+¢), de
modo que nao ha perda de generalidade em admitirmos que o ¢ procurado seja menor do que 1. Logo,

se |z —1] <0 ed <1, teremos:
le+1=lr—1+2|<2+|z—-1|<24+§<3,
e, dessa forma, obtemos

322 +y — 5| <3|z — 1| |z + 1| + |y — 2| < 3(30) + & = 106, (1.7)

sempre que \/(z — 1)2 + (y — 2)2 < 6. A desigualdade (1.7) sugere que & deve ser no maximo £/10 e a
condigao § < 1, imposta ao d, nos obriga a escolher § < min {1,£/10}. Com essa escolha do 4, segue
de (1.7) que

322 +y—5| <106 <e, se (z—1)2+(y—2)2<0d.
Portanto, lim (322 +y) =5. [ |
(z,y)—(1,2)
Tivemos oportunidade de ver em alguns exemplos que o cdlculo de limite por meio da definicao
pode ser complexo, até mesmo para fungoes simples, como é o caso de uma fun¢ao quadratica, e o uso

de técnicas facilitam o cédlculo. Vejamos algumas dessas técnicas.
B USANDO OS LIMITES ITERADOS

A fim de que a fungao f (z,y) tenha limite no ponto (a,b) é necessério, mas nao suficiente, que os

limites iterados

lim |lim f(z,y)| e lim [lim f(x,y)]
r—a _y—)b y—)b r—a

sejam iguais. Em outras palavras, se

lim [lim f(z,y)| # lim {lim f(x,y)} ,
y—b

r—a y—b Llx—a

entdao f (z,y) ndo tem limite no ponto (a,b). A igualdade entre os limites iterados, contudo, nao

assegura a existéncia do limite de f (x,y) no ponto (a,b) .

Exemplo 1.21 Investigar, por meio dos limites iterados, que a funcdo real

rT—-Yy
z,y)=——, x+ 0,
fley) =17, y7#

nao tem limite na origem.
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Solucao O resultado do Exemplo 1.19 nao pode ser aplicado porque a substitui¢ao direta de x e y por

0 na expressao 4 produz a forma indeterminada 0/0. Calculando os limites iterados, encontramos

tm (Jm 27 ) = i =1 o i (5 S ) = 1) =
e, sendo os limites iterados distintos, deduzimos que o limite nao existe. [
Exemplo 1.22 Usando o mesmo argumento do Exemplo 1.21, investigar o limite
lim (H) |
(z,)—(0,0) \ 22 + 3y?

Solucao Os limites iterados sao, neste caso:

25—y . (. 2z — P .
t (ty ) = ) =2 e i (b 2 ) = 1) = 179
de onde resulta que o limite nao existe. |

M USANDO TRAJETORIAS PARTICULARES

Como enfatizamos no inicio desta segao, para que f (z,y) tenha limite no ponto (a, b) é necessério,
mas nao suficiente, que o valor do limite seja 0 mesmo ao longo de qualquer curva que conduza (z,y)
ao ponto (a,b) . Essa regra, como no caso anterior, é usada apenas para mostrar que o limite nao existe
e o procedimento ¢é exibir dois caminhos (trajetérias) ao longo dos quais os limites sao distintos.

2z

Exemplo 1.23 Investigar se a fungao f (x,y) = PR
T Y

tem limite na origem.

Solugcao Os limites iterados sdo, neste caso, iguais a zero, mas isso nao assegura a existéncia do
limite e muito menos que ele é zero. Fixemos os caminhos v; : y = 0 e 75 : y = z e calculemos o limite

de f (z,y) ao longo desses caminhos.

aiotor bm ey = I 2ay° i [0 0 — 0
na trajetéria : im z,y)=Ilim | ——>—= ) =lim | — ] =1lm0=0.
! n (z,y)—(0,0) Y a—0 \ 3 + y3 a—0 \ 23 z—0
(mvy)evl ’y:()
9 2 2 3
na trajetéria v, lim f(z,y) = lim i —lim (25 ) = lim1=1.
(z,y)—(0,0) x—0 \ 23 + y3 z—0 \ 223 z—0

Ao longo dos caminhos 7; e 75 a fungdo tem limites diferentes e isso mostra que ela nao tem limite

na origem. |
. o " 2? (y — 1)
Exemplo 1.24 Investigar a existéncia do limite da fun¢ao f (x,y) = W, no ponto (0,1).
x*+(y—
- . 22 (y—1) . . L
Solugao A expressao W torna-se indeterminada ao substituirmos x por 0 e y por 1 e o
=+ (y—

limite no ponto Py (0, 1) serd investigado por meio de trajetérias das quais Py é ponto de acumulagao.

Se considerarmos as retas : 1+ mx e a pardbola sy — 1 = 22, teremos:
71 b Y2 i Y )

2 3
P . . T (y — 1) . mx
na trajetoria : lim z,y)= lim |—————|=lim|—— | =0
! am (r,y)L(OJ) f@y) _ILO LA + (y — 1)2} oty (x4 + m2x2)
traiotor i Flay) = 1 [ 2 (y—1) } i ( z* > 12
na trajetoria : im r,y)= lim |—————— 5| =lim|(—F——- | = .
] 72 (xvy)ﬂ(ovl) Y z—0 2 $4 -+ (y - 1)2 z—0 fL'4 + x4
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Observamos que o limite é zero ao longo de uma infinidade de retas e, ainda assim, o limite nao existe,
porque ao longo da parabola v, o valor do limite é 1/2. |

2,2

Exemplo 1.25 Verificar se a fungao f (z,y) = tem limite na origem.

3 + y3
Solugao Os limites iterados na origem sao iguais a zero, ao longo das retas y = max e das pardbolas
y = kx? a funcio f (z,y) tem limite zero na origem, e, ainda assim, ela ndo tem limite em (0,0). De
fato, considerando o caminho v : y = —ze™® e usando a regra de L'Hopital?, chegamos a:
4 —2z —2x
e ze
lim z,y)= lim |———<|=lm|—+% ] =1/3.
(z,9)—(0,0) / ( y) z—0 |:;U3(1 - e?’x)} z—0 <1 — 63x> /
(@y)ey y=—we "

Logo, o limite nao existe, pois o seu valor depende do caminho que conduz o ponto P & origem. |

B USANDO A LIMITACAO

Suponhamos que exista um 6 > 0, tal que a funcao f (P) seja limitada no dominio V5 (Py) —{Fo}, e
que a funcao g (P) tenha limite zero em Py. O produto h (P) = f (P) g (P) tem limite zero no ponto Py,
mesmo que a func¢do f (P) nao tenha limite em FPy. De fato, sendo Pli_}n}j()g (P) = 0 segue da definigao
que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |g(P)| < ¢, para todo P na é-vizinhanca Vs (Fy), P # Py, e
sendo f limitada, podemos supor, sem perda de generalidade, que existe uma constante positiva M
tal que |f (P)| < M, com P na vizinhanga Vs (Fy), P # FPy. Logo,

[h(P) = 0] = [f(P) xg(P)| =|f (P)| x|g(P)| < Me,
desde que P esteja em Vs (P) e P # Py, isto é, 0 < |P — Py| < 0. Isso mostra que Plirr}l) h(z,y) = 0.
— 10

Ty

Exemplo 1.26 Mostrar que a fung¢ao h(z,y) =
2 +y

= (x,y) # (0,0) tem limite zero na origem.

Y

outra que tem limite zero. Consideremos a decomposicao

Solugao Vamos decompor a fungao h(z,y) = no produto de uma funcao limitada por

Ty B T "
Vet gyt et y?

onde vemos que g (x,y) = y tem limite zero na origem e a funcdo f(z,y) = ¢ limitada,

x
porque w4y
|z Va?
Vatiy? Vet
Logo, lim h(x,y)=0. |
& (z,y)—(0,0) (z.9)

| (2, 9)]

. 3z2y +y23 o .
Exemplo 1.27 Mostrar que funcao f (z,y,z) = PR a tem limite zero ma origem.
2?2+ y?+z

2Guillaume Francois Antoine de L/H()pital (1661-1704), um nobre francés que escreveu o primeiro texto introdutério

de calculo diferencial, em que a regra foi impressa pela primeira vez.
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Solugao De fato,

3z2y +y23 z? 22
S5 = 3Y X 555+ Yz X 5
w2 4y? + 22~ 2?4y 2 < 2?4yt 2

limitada limitada
Logo, lim z,y,2) =0. |
2 oo 1Y)
Exemplo 1.28 A fungio f (z,y) = [2? + (y — 1)] sen(y® + 1/2?) tem limite zero no ponto Py (0,1).
Isto decorre do fato da funcio f (x,y) ser o produto da fun¢do g (x,y) = sen(y>+1/2?%), que é limitada,
pela fungio h(z,y) = 2% + (y — 1), que tem limite zero no ponto Py (0,1). Logo,
lim [1‘2 +(y—1)] sen(y® + 1/2%) = 0. [ |
(z,y)—(0,1)

Observagao 1.29 No FEzxemplo 1.28 nao podemos usar a propriedade sobre o limite do produto,
porque naquela propriedade admite-se a existéncia de cada limite envolvido. Ressaltamos que a funcdo

g(z,y) = sen(y® + 1/2%) ndo tem limite no ponto Py (0,1), embora seja limitada.

B USANDO COORDENADAS POLARES

Certos limites na origem podem ser calculados com auxilio das coordenadas polares = rcosf e
y = rsenf. Como r = /a2 4+ y2, segue que (z,y) — (0,0) se, e s6 se, 7 — 0 e, assim, se o valor do

limite, com r» — 0, ndo depender da direcao 6, esse serd o valor do limite original, com (z,y) — (0,0).

3 2
Exemplo 1.30 Usando coordenadas polares, vamos mostrar que  lim <2a:y2> =0
(z,y)—(0,0) \ 7% + Y

Solugao Efetuando a mudanca para coordenadas polares, obtemos

2 3 2 0 0
lim 3Ty = lim 3rcos” fsend = lim (ST cos? f sen 0) =0,
(2.9)—(0,0) \2* +y*) =0 r2 r—0

independente da direcao 6. Dai segue o que queriamos. |

Observagao 1.31 A mudanca para coordenadas polares pode nos levar a conclusées falsas. De fato,
em coordenadas polares a funcdo
222y

x7 = —
fley) =+ wy

assume a forma:
2r cos? O sen 0

r2 cost 0 4 sen2 4’

f(rcosf,rsenf) = quando r # 0,

e se fizermos 0 constante, de modo que senf # 0, teremos lin%f(r cos@,rsenf) = 0. Esse calculo
r—
induz a afirmagao (falsal) de que o limite da func¢ao na origem é igual a 0. Observamos que ao longo

do pardbola y = x2, isto é, rsen @ = r2 cos? 0, obtemos:
) b M

) . 212 cos2 0 cos? 0
lim f (rcosf,rsenf) = lim ——— i
r—0 r—0 72 cos* 6 + 72 cos? 0

Logo, a funcao f (x,y) nao tem limite na origem.
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1.3.3 Continuidade

Consideremos uma funcdo f : D C R? — R e seja Py(a, b) um ponto fixado no conjunto D, dominio
da fungao f. Diremos que f é Continua no ponto Py, se Py for um ponto isolado ou se Fy for um
ponto de acumulacao de D e 131311130 f(P)=f(F). A condicao ]DILHIgO f(P) = f(F) estbelece que:

(i) A funcdo f tem limite no ponto Py e (ii) O valor do limite é f (Fp) .

Se f é continua em cada ponto P do conjunto D, diremos simplesmente que f é continua em D.
Formalmente, f ser continua no ponto Py (a,b), do dominio D de f, significa que a cada nimero

real € > 0 dado, existe em correspondéncia um ¢ > 0 tal que:

se (,9) € D(f) e 0<+/(x—a)2+ (y—b)2 <4, entio |f(z,y) — f(a,b)| <e (1.8)

E claro que se f é continua no ponto Py (a,b), entao:

(M)H(aﬁb)f( Y) f(:Ha yﬂby) (1.9)

e (1.9) traduz a "permuta da fungdo com o limite".
Geometricamente, a funcao f ser continua no ponto Py significa que, para cada intervalo aberto I,
com centro em f(Fp) e raio € podemos encontrar uma J-vizinhanga V5(Pp) de Py, tal que f(z,y) € I,

para cada (x,y) € V5(Pp). A Figura 1.16 ilustra a definigao de continuidade da fungao f no ponto Fp.

R Az

’\ﬂPu) +e

80} AP,
\yﬂp 0) -€

Figura 1.16: Continuidade de f (x,y) no ponto Pp.

Quando f nao for continua em Py, diremos que f é descontinua no ponto Py e isso ocorrerd se ao
menos uma das condigoes da definicao nao for atendida. O ponto Py é uma descontinuidade remouvivel

de f se existir lim f(z,y), mas lim f(z,y) # f(Po). Quando nao existir o limite lim f(z,y) o
P—Py P—Py P—Py

ponto Py denominar-se-a descontinuidade essencial de f.

Como consequéncia das propriedades do limite, segue o seguinte resultado:
Proposicao 1.32 Sejam f e g fungdes continuas em Py e X é um niumero real.

(i) As fungoes f+X-g, |f| e f-g sio continuas em Py.

(ii) Se g (Po) # 0, entdo o quociente f/g é uma func¢ao continua em Pp. [ |
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Exemplo 1.33 Os polinémios p (x,y) sio fungdes continuas em R?; as funcées racionais (quociente

p(z,y)
q(z,y)

Exemplo 1.34 Estudar a continuidade da funcio f : R? — R, definida por-

de polindémios) s@o continuas nos pontos (x,y) para os quais q (x,y) # 0. [ |

LY

flzy) = =+
0, se (z,y) = (0,0).

Solucao A funcao f tem uma descontinuidade essencial na origem, porque o limite de f na origem
nio existe. Por outro lado, no conjunto aberto X = {(x,y) € R? : (z,y) # (0,0)}, a fungdo f ¢é
continua por ser uma funcao racional com denominador diferente de zero. Portanto, o conjunto de

continuidade de f ¢ R? — {(0,0)}. [ |
Exemplo 1.35 Estudar a continuidade da funcio f : R?> — R, definida por:
322y

f@y) =9 2> +y*
0, se (z,y) = (0,0).

Solugdo No conjunto R? — {(0,0)}, isto é, nos pontos (z,y) # (0,0) a funcio é continua, porque
é uma funcgao racional com denominador diferente de zero. Por outro lado, vimos no Exemplo 1.30,

que ( %iH%O O)f(:l:,y) = 0 = f(0,0) e, portanto, f é continua, também, em (0,0). O conjunto de
x7y - b

continuidade de f é o plano R2. |

Exemplo 1.36 Classificar a descontinuidade da funcao f:R? — R, definida por

L, se (z, 0,0
Fay) = P (z,y) # (0,0)
1, se (z,y) = (0,0)

Solugao A unica descontinuidade de f ocorre em (0,0). De fato, conforme vimos no Exemplo 1.26,

( %m} )f(:v,y) =0 e como f(0,0) = 1, entdao (0,0) ¢ uma descontinuidade removivel de f. Para
z,y)—(0,0

remover essa descontinuidade, basta redefinir a fun¢ao f na origem pondo f (0,0) = 0. |

Exemplo 1.37 (fung¢ao com intimeras descontinuidades) FEstudar a continuidade da fun¢ao f :
R? — R, definida por

22 +9% se 2 4+y> <1

0, se ¥4+ y° > 1,

Solugdo Dado um ponto Py (a,b) na circunferéncia x? 4+ y? = 1, entdo

li — 2 b2 -1 li —0
A, f(@,y) =a”+ e Jim f(z,y) =0,

|Pl<1 |P|>1
e isso mostra que cada ponto da circunferéncia 22 + 42 = 1 é uma descontinuidade essencial da funcio

f (z,y). Nos demais pontos do R? a funcio ¢ continua.
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Funcgoes Elementares do Célculo

t logt, sent, cost, \/t, arccost, etc. sdo funcoes

Sabemos do cédlculo de uma varidvel que e
continuas em seus respectivos dominios. Essas sao algumas das funcoes elementares, uma importante
classe de fungoes do cédlculo. Sao funcdes elementares: os polinomios, as fungoes racionais, exponenciais
e logaritmos, as fungoes trigonométricas, além das composigoes e combinagoes dessas. Por exemplo,
a fungao f(t) = v/sent + cos (t2 + 1) — (sent + et) logt ¢ uma funcao elementar, continua em seu

dominio. O que dizer sobre a continuidade da fungao

f(z,y) =1 — 2% —y? + arctan (zy)

no seu dominio? Sobre a composicao de funcoes continuas temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.38 Sejam f: D CR?> =R eg: 1 C R — R duas fungoes reais e suponhamos que

Im (f) € D(g)-
gof:D — R é continua em Py. [

Se f é continua em Py e g é continua em tog = f(FPy), entdo a fung¢do composta

Com os resultados ja estabelecidos podemos investigar a continuidade das demais fungoes ele-

mentares do cdlculo de vérias varidveis. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 1.39 A funcio f (z,y) = \/1 — 22 — y2 tem para dominio o disco compacto D : x®>+y* < 1
e podemos escrever f (x,y) como composigao de fungoes continuas elementares. De fato, considerando

g (t) = /t, definida e continua parat >0, e p(z,y) =1 — 2 — 32, entdo

(gop) (@ y) =gz, ) =g(l—2*—y*) =1—a2—y? = f(z,y)

e resulta da Proposigao 1.38 que f (z,y) é continua no seu dominio D.

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.3

22y
22 + y2 ’

lim f<1+h71)_f<171) —0 e lim f(O,k)—f(0,0)
h—0 h k—0 k

1. Seja f : R? — R definida por f(0,0) =0e f (z,y) = e (z,y) # (0,0). Mostre que

=0.

2. Em cada caso, mostre que a fungao z = f (z,y) sugerida nao tem limite quando (z,y) — (0,0).

(@) 2= 2t © 2= () »=t¥
a) 2= ——"= e) 2= -—"— i) z=
332+y2 $24,?/4 $2+y
T T 229
b) z2=—— ) z2=—— ) z=
0) == e = IR ===
|QC’ x6 x2_y2
C z = 7 =" k 7= —"""
© ==t ® =rap O =
_ 4 2 2) 3
(@ z:% () Z:xyél(x i/) 1) Lz +y + 9263/
2z4 + 3y zt+y (22 + y2)
3. Verifique que a fungao
22 4y — 22
f(@,y,2) =

a2 4y? 4 22

nao tem limite na origem.
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4. Calcule os seguintes limites:

(a) lim In(zy+1)

lim

exp sen (:1:2y) + cosy

(2.9)—(1,0) (2.9)—(0,0) cos (zy)
2
(y> — 1) senx . 2,2 .2\-1
b -~ 1 /2
(b) (%y)lE%O,O) x (e) (%%Z)EI%O,O,O)ZSGD [(x vt ]
(©) sen (zy) (n) g Y+ 1)sen (zy)
(z,y)—(0,0) sen r sen y (z,)—(0,0) Yy
. 1 —cos \/zy . . 2/3
d 1 — 1 4)+1
( ) (:c,y)En(D,O) senx seny (1) (a:,y)f?(ll,ﬂ) [:E €08 (y/ )+ ]
e lim arct x j lim 3+ 2
(e) oy o T8 (y/x) 8) ey YV y
5. Use a defini¢ao de limite e prove que:
a lim 204+ 3y) =11 lim 22 +y? —dx 4+ 2y) = —4
(@) (z,y)—(1,3) ( ) (z,y)—(3,—1) ( )
3 2
+xz
b li 322 —2y) = —1 h i _yreE o
(b) (:c7y)1£>n(1,2)( ’ v) () (0,2)(0,0,0) 72 + 42 + 22
¢ lim 2?4+ y?) =2 i lim z+y)sen(l/xz) =0
(c) (%y)_)(l’l)( y®) (i) (@y)_}(o’o)( y)sen (1/x)
@ tm STV ) lim (2 ty+z) =4
(z,9)—(0,0) 2 + y2 ) (2,y,2)—(1,1,1) Y
e lim 222 — %) = —1 k lim 22 —y?) = -3
( ) (z,y)%(2,3)( y ) ( ) (Ivy)*)(lvfz)( y )
2(x—1)% (y -2
(f)  lim  (22—-1)=0 1) lim (z . S ly=2) ;=0
(Z,y)—>(1,0) (x,y)—>(1,2) 3 (ZU — 1) + 3 (y — 2)
6. Mostre que
1— Ve
(a)  lim <C()S£L’y) =0. (use 14 cos /zy como fator de racionalizagao)
(2,y)—(0,0) x
(b) lim ven ($2 + yz) = 2. (use coordenadas polares e a Regra de L’Hopital)
(z.9)—(0,0) \ 1 — cos \/x2 + 32
(c) lim ] + Iyl =00 (use a desigualdade /22 + y2 < |z| + |y|)
(2.9)—(00) \ 2% + 32 N
7. Mostre que as funcoes
2
ry Ty
f(x,y):ﬁ € 9($,y):x2_y2
nao tém limite na origem.
3 4,4
8. Seja f : R? — {(0,0)} — R a funcdo definida por f (x,y) = (413/2)3' Calcule os limites de
T Yy

f (z,y) quando (x,y) — (0,0), ao longo dos seguintes caminhos: (a) eixo z; (b) reta y = x; (c)

curva y = z2. A fungdo f tem limite em (0,0)? Por qué?

9. Verifique se a func¢ao z = f (x,y) é continua no ponto P indicado.

(a) z=+/25—22 —y2, P(-3,4).
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(b) z=exp(—zy)log (7+2? —2y), P(0,0).

1Y
= —-——=, FP(0,0).
© == 52 PO0)
(d) z= :cy2 ysey#2zxe f(x,2x)=1, P(1,2).
y— 2x

10. Identifique a fungao z = z (z,y) como combinagao de fungoes elementares do cédlculo e deduza

que ela é continua em seu dominio.
T

(a) z= /Yy (c) z= A1 (e) z=arcsen (y/z)
42 — ¢ 322
b) 2= == @) r=os () s=leg(y-2)

11. Discuta a continuidade das seguintes funcoes:

2 _ 2
ysex#ye f(x,z)=1
-y

(a) f(2,y) ==

(b) f(z,y) =exp [(Z‘Q—i-y?—l)*l},se 2 4+y?<le f(x,r)=0se2®+y>>1.

exp (xz + y2)

() f(zy)= ,se (z,y) # (0,0) e £(0,0) = 1.

.’E2+y2
(d) f(x,y)—Sell(i—;y),sex—i—y%Oef(x,—x)—l.
a2
©) f(@.9.2) = 55— s (2,9.2) #(0,0,0) ¢ £(0,0,0) =0.

= PR se
() f(z,y) =422 +9y% se 422 + 9% < 1le f(z,y) =0, se 422 + 9% > 1.

(g) f(zyy,2) =2+ 92+ 2%, sea® +y>+22<1le f(z,y,2) =0,se 2 +y>+ 22> 1.

12. Sejam g e h funcdes definidas em R? por: ¢ (0,0) = 1, h(0,0) = 1 e para (x,y) # (0,0) considere
32y

Y) = —5——= e h(z,y) = . Verifi d tinuidade d ,
g (z,y) 212 eh(z,y) 21 erifique que a origem é uma descontinuidade de g (z,y)

e de h(z,y). Em que caso a descontinuidade pode ser removida? Recorde-se que remover uma

descontinuidade significa redefinir a fun¢do de modo a torné-la continua.

13. Verifique que a origem é uma descontinuidade da funcao:

sen (2° +y°)
Fay)={ 1—cos/Zt? (z,y) # (0,0)
07 se (l"y) — (0,0)

Essa descontinuidade pode ser removida?

14. Sabendo que

2,2

2,2
t
1 -2y < arctg (zy) <le 2|az:y]—ﬂ <4 —4dcos/|zy| < 2|xyl,
3 Ty 6
arctg (zy) () lim 4 — 4 cos \/|zy|

calcule os seguintes limites: (a)  lim
(xy)—(00)  TY (2.4)—(0.0) |y
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15. Seja f : R? — R a funcdo definida por

-1
floy) = { exp {— (332 + y2) ] , se (z,y) # (0,0)
0, se (z,y) = (0,0).

Verifique que f é continua em todo ponto P (x,%) do R? e calcule os limites

I
16. Seja f : R? — R a funcdo definida por
wy’ 2,3
fag) = Fagp TP
0, se (x,y) = (0,0).

(a) Calcule o limite de f na origem, ao longo das retas y = max.
(b) Calcule o limite de f na origem, ao longo da curva y = —g2/3¢?,
(c) Calcule o limite de f na origem, ao longo da curva 7 : r = cos?0, —m/2 <6 <0.
(d) Investigue a continuidade de f.

lim arctg <|$ i |y|> S
x

(z,y)—(0,0)

18. Use coordenadas polares e mostre que

lim [(azQ +y?) log /22 + yﬂ =0.

(z,)—(0,0)

27

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.1

1. Tabela de classificagdo topoldgica.

Aberto (e) | (g) | (0) | (a)

Fechado | (a) | (i) | () | (&) | () | (m) | (m)

Limitado | (b) | (d) | () | () | (&) | () | () | (5)

Conexo | (a) | (b) | (¢) | (d) | () | (&) | () | () | G) ] ()| M)] ()| ®)]| )]
Compacto | (j) | (k) | (1) | (m)

2. Identificando a fronteira. Como ilustragao, faremos os detalhes dos itens (f) e (s).

(a) OR = {(z,y) € R? : y = 0}.

(b) R ={(z,y) eR?: 2?2+ 42 =1, 2>0}U{(0,y) eR?: -1 <y <1}

(c) R ={(1,9) eR?2:y >0} U{(2,y) eR?:y >0} U{(z,0) €cR?: 1<z <2}
(d) OR = {(z,y) e R? : 2* +y* = 1} U{(2,y) € R* : 2® +y* = 2}.
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(e) OR é constituida das retas v = -3,z = -2, x =2ez = 3.

13 77

(f) Primeiro observamos que a regiao R é descrita por duas sentengas juntas pelo conectivo “e
z>0el<y<2 Ainequagdo z > 0, com y livre, representa graficamente o semiplano a
direita do eixo y, ilustrado na Figura 1.17 (a), enquanto a inequagao 1 <y < 2, com z livre,
representa graficamente a faixa horizontal compreendida entre y = 1 e y = 2, como ilustra
a Figura 1.17 (b). A regiao R estd ilustrada na Figura 1.17 (c), onde vemos uma regiao

ilimitada, nem aberta nem fechada, ndo compacta e simplesmente conexa, com fronteira:

OR ={(0,y) eR?:1<y<2}U{(z,1) eR*: 2 >0} U {(x,2) €R?: 2 > 0}.

y Va y
I z o
R 1 R 1 | = .
(a) (b) (c)

Figura 1.17: Esbogo da regiao R.

OR = {(z,y) e R? : x = y}.

={(xL,y): -1 <y<2}U{(z,-1): -1 <z <1}U{(z,2): -1 <z <1}
OR = {(z,y) € R? : 422 + 2 = 9}.

OR ={(0,y):0<y<1}U{(z,senz):0 <z <w/4}U{(z,cosz):0 <z <m/4}.

OR ¢ o quadrado de vértices (0,1), (0,2), (1,2) e (1,1).

)
) 0
)
)
)
) OR é o quadrado de vértices (0,£1) e (£1,0).
(m) OR = {(z,y) € R? : 22 — 4% = 1}.
) OR = {(z,y) € R? : 2?2 + 9> =1} U {(z,0) € R? : —00 < = < 00}
) OR = {(z,y) € R? 1y = 2°}.
) OR = {(z,y) € R?: [z| = Jy[}.
Y OR ={(z,y) e R?:y =2} U{(x,y) € R?: y = —2}.
) OR = {(z,y) € R?: [z| +|y| = 2} U {(z,y) e R* : 2® +y? = 1}.
)

(z,y)
(%, y)
(z,y)
(z,y)

O conjunto R é o compacto intersecio da regido eliptica z244y% < 16 com os semiplanos = <
—2 e x > 2; afronteira de R é constituida dos segmentos de reta {(:l:l, y): —V3<y< \/3}

e dos arcos

v o {(a:,y)ERQ:x2+4y2:16,x§—26—\/?:Syﬁ\/g} e

Vg {(w,y)€R2zx2+4y2:16, r>2e —\/§§y§\/§},
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3. A fronteira de R é
OR={(z,y) €R*: 2 + 4" = 1JU{(z,y) €R*: (a — 1)° +4° = 1}.

e temos que R é uma regiao aberta, porque RNIR = <.

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.2

1. Nao esqueca de fazer o esbogo de cada dominio!

(a) D={(x,y) eRZ:y>2? e 22>y}

(b) D ={(z,y) eR*: —[z| <y < 2]}

(¢) D ={(z,y) € R?: 42 + 4 < 1}.

(d) D ={(z,y) € R?: da® + £ < 1}.

(e) D ={(x,y) € R?: 2%+ 4> >4}

(f) D ={(z,y) e R?: 2> 0}.

() D={(z,y) eR?:z—-1<y<z+1}.

(h) D={(z,y) eR?:2<3 e y<2lU{(z,y) €ER?:2>3 e y>2}.
() D={(x,y) eR?: —1< ——<1}.

() D={(z,y) eR*: 1 <a?+y? < 4}.

(k) D= {(z,y) eR*:y # (-1)"a +nr}.

(1) D={(x,y) €R2: (a2 —1) (2 —1)"" >0}

2. Em cada caso faca z = k, k constante, para obter as curvas de nivel. Faca um esbogo de pelo

menos duas curvas de nivel!

3. No ponto P = (1,2) tem-se que z = 0 e a curva de nivel por P ¢ y = 223. Neste ponto a reta
tangente é y = 6z — 4 e sobre essa reta z = f(x) = —4x3 + 120 — 8. Assim, quando z — 400, a

funcao f tende para Foo.
4. A origem O = (0,0,0), a esfera 2 + 32 + 22 = 1 e a esfera 22 + y? + 22 = 2, respectivamente.
5. O hiperboloide de uma folha z2? + y? — 22 = 1.

6. Faga um esbogo!

(a) z = 3, representa o plano passando por P = (0,0, 3) e paralelo ao plano zy.
(b) z = x, representa o plano contendo a reta z = x.
(c) z+y+z=1.
(

e

d) z = seny, representa um cilindro em forma de telha com geratriz v : z = seny, z = 0.

N

(e) z =exp(v/z? +¢?).

(f) z=3—-2%2—y* < 22 +y> =3 — 2 (2 > 3), representa um paraboloide.
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7. (a) planos (b) elipsoides (c) hiperboloides (d) cilindros.

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.3

3 2

2 Além dos caminhos candnicos como as retas, considere: y = /z em (e), y?> = 2% em (g), y =z

em (h), y = —2%e” em (i) e y = —we® em (7).

2/3

4 (a) 0, (b) =1, (¢) 1, (d) 3, (e) Z, (f) 2, (g) 0, (h) 0, (i) (1 +v2/2)"".

IS

ke escolhendo k adequado (b) Idem.

7 (a) Considere os caminhos y =0 ey ==
8 ()0 (b)0 (c) 2. A fungdo ndo tem limite em (0,0).
9 (a) Sim (b) Sim (c) Nao (d) Nao.

10 A funcgéo f (z,y) é combinagao de fungoes elementares sendo, portanto, continua em seu dominio.

(a) D={(z,y) eR?:2<0 e y<0}U{(z,y) €R*:2>0e y >0}
(b) D ={(z,y) €R?:y # 2z}

(c) D={(z,y) eR?:y # +£1}

(d) D={(z,y) €R?: (2,y) # (0,0)}.

11 Note que a funcdo estd definida em todo plano R2.

(a) f é descontinua nos pontos da reta y = z, exceto no ponto P = (%, %)
(b) f é contfnua em todos os pontos do R2.

c) f é descontinua na origem.

e) f é descontinua na origem,;

(
(f) f é descontinua nos pontos da elipse 42 + 9y = 1.

)
)
(c)
(d) f ndo tem ponto de descontinuidade, isto é, ela ¢ continua em todo R2.
)
)
(g) f & descontinua nos pontos da esfera x? + y% + 22 = 1.

12 A fungao g é descontinua em (0,0), pois o limite de g (z,y) na origem é 0 e ¢ (0,0) = 1. Para
remover essa descontinuidade basta redefinir g na origem, pondo ¢ (0,0) = 0. A fungao h (z,y)
¢ descontinua em (0,0), pois nao tem limite nesse ponto. Esse é o caso de uma descontinuidade

que nao pode ser removida, ou seja, uma descontinuidade essencial.
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13

15

16

18

Usando coordenadas polares e a Regra de L’Hépital, obtém-se:

2 2
senr 2rcosr
lim  f(z,y) = lim <> = (usar L’Hopital) = lim <>
(2,4)—(0.,0) r—0 \ 1 —cosr r—0 \  senr

, . . 2 cosr? — 2rsenr?
= (usar L’Hopital) = hn%) =2.
r—

CoST

Note que, sendo f(0,0) = 0, a fungdo f é descontinua na origem. Essa descontinuidade pode

ser removida redefinindo f na origem por f(0,0) = 2.

Sobre a continuidade de f (x,y). Fora da origem a fungao f é combinagao de fungbes elementares

sendo, portanto, continua. Na origem, tem-se:

lim f(z,y) = lim <1iT’2> =0=£(0,0).
e

(z,4)—(0,0) r—0

Logo, f ¢ continua em todo plano R?. Pondo h = 1/u, com h > 0, use a Regra de L’Hopital e

CFU0) w1
Jim S = i () = him (o) =0

Em que momento no cédlculo do limite acima foi utilizada a Regra de L’Hopital?

deduza que

(a) Ao longo das retas y = mx, tem-se:

m2z3

lim f(x,mx) = lim ———— =
z—0 ( ’ ) z—0 12 + m3z3
2/363:

(b) Na curva y = —x , use a Regra de L’Hopital e mostre que o limite nao é 0.

Usando coordenadas polares e a Regra de L’Hépital, deduza que:

Inr
. 2 2 2 201 13 2 —1; —
hmo’o) [(m +y )ln\/x +y ] _71~1_I>I(1) (7" lnr) = lim (1/7’2> =0

(z,y)—( r—0

Em que momento no calculo do limite acima foi utilizada a Regra de L'Hopital?
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2. Diferenciabilidade ==

Neste Capitulo vamos apresentar os conceitos e regras envolvendo derivadas parciais, com apli-
cagoes a diversos problemas praticos. Imaginemos que uma situacao prética (por exemplo, uma dis-
tribuigdo de temperatura em uma placa, ou um mapa cartogréfico) seja modelada por uma fungao de
duas varidveis z = f (x,y) e desejamos determinar as dire¢oes nas quais a temperatura f (x,y) cresce
(ou decresce) mais rapidamente, a partir de um ponto P (z,y) da placa, e a taxa de crescimento (ou
decrescimento) nessas diregoes. Este e outros tipos de problemas préticos serdo modelados e resolvidos
oportunamente.

Vamos recordar inicialmente o conceito e as regras bédsicas de derivagao para uma funcao de uma
varidvel real, como motivacao para o cdlculo diferencial de vérias varidveis reais. Consideremos uma
fungdo de uma varidvel y = f (z) definida em um intervalo I e fixemos um ponto x¢ no interior
desse intervalo. Seja h # 0 e suponhamos |h| pequeno o bastante, de modo que z + h ainda esteja no
intervalo I. A declividade da reta que passa nos pontos A (xg, f (z9)) e B (xo + h, f (o + h)) depende,

naturalmente, de h e é dada por

f(wo +h) = f(xo)
- :

m(h) = (2.1)

Quando h tende a zero, o ponto B desliza sobre o gréafico em direcdo ao ponto A e a reta por A e B

se aproxima da reta tangente ao gréfico de f no ponto A, como na Figura 2.1.

N

tangente

»

X0 X0+ h %

Figura 2.1: Visao geométrica da reta tangente.

A declividade da reta tangente é obtida de (2.1), com h — 0, isto é:

f(zo+h) — f(z0)
- :

m = tanf = lim [

Jim (2.2)

Esse limite, caso exista, ¢ a derivada no sentido de Newton-Leibniz® de f no ponto xg, representada
d, . ~ .
por f'(zo), ¥ (zo) ou d—f (x0). Neste caso, diz-se que a funcao f é Derivdvel no ponto x.
x
Sao as seguintes as regras bésicas de derivagao:

1. Poténcia: (27) =rz"!, reR.

2. Linearidade: (f+M\g) = f + \¢’, ) constante.

3Sir. Issac Newton (1642-1727), fisico e matemético inglés e Le Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 — 1716) filésofo,

cientista, matemadtico, diplomata e bibliotecédrio alemao.
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3. Produto: (f-g)=f -g+f-g.
4. Quociente: (f/g) = W, g # 0.

dy dy du

5. Regra da Cadeia: %[f (g(@)]=r"(9(z)) ¢ (z) ou s T g

2.1 Derivadas Parciais

Seja D um subconjunto do R? contendo o ponto P(a,b) no seu interior, e consideremos uma
fungdo f: D C R? — R. Ao fixarmos y = b, obtemos uma fungao real de uma varidvel g (z) = f(x,b)
definida em um intervalo I contendo a no seu interior e a derivada da funcdo g no ponto a, caso exista,
¢ denominada Derivada Parcial de f em relagdo a varidvel x, no ponto P (a,b). Para uma funcao

z = f(x,y) a derivada parcial em relagao a varidvel z é usualmente representada por:

0 0
L b), fulab), o(@0), w(@b), Def(@b) %f(@h) ou filah)

Assim, admitindo a existéncia do limite, temos f; (a,b) = ¢’ (a) ou, de forma explicita:

9 (0,5) = i [0 DD = S0

(2.3)

A derivada parcial f, (a,b) mede a inclinagao da reta T, tangente a curva de intersegdo da superficie

z = f(x,y) com o plano y = b, isto &, tanfd = f, (a,b) .

Figura 2.2: Visdo geométrica da derivada parcial f, (a,b).

De modo similar, definimos a derivada parcial da funcao f com respeito & varidvel y como sendo,

caso exista, o valor do limite:

(a.5) = Jim [[@2F B 2S00

lim (2.4)

of
0y

Outras formas de representar essa derivada sao:

fy(avb)7 g;(a7b)7 Dyf(avb)7 8yf(a7b> ou f2(avb)'
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Observagao 2.1 Aparentemente nao levamos em consideracao o fato do ponto P ser interior ao
dominio D da fungao f. Observamos que, no cdlculo da derivada f, (a,b), é necessdrio calcular
0s valores f (a+ h,b), para h prézimo de zero, e isso é possivel porque o ponto P sendo interior ao

dominio D, os pontos (a + h,b+ k) estao dentro do conjunto D, se h e k sao suficientemente pequenos.

As derivadas parciais das fungoes elementares sao calculadas usando as regras de derivacao do céalculo
de uma varidvel. No cédlculo da derivada f,, olhamos y temporariamente como constante e derivamos
a fungao f como se ela dependesse apenas da varidvel z. Para uma fungao de trés varidveis f(z,y, 2)
o procedimento é similar e, por exemplo, para calcular a derivada f,, olhamos x e y temporariamente

como constantes e derivamos f com relagao a varidvel z, como se fosse ela uma funcao apenas de z.

Exemplo 2.2 Calcular as derivadas parciais no ponto P (1,3) da fungio f : R? — R definida por
f(x,y) = 322 + bay — 492

Solugao Para calcular as derivadas f,(z,y) e fy(z,y) no ponto P(1,3), primeiro obtemos as ex-
pressoes das derivadas e em seguida avaliamos essas derivadas no ponto desejado. Para calcular a
derivada parcial f, devemos manter y temporariamente constante. Se fizermos a = 5y e b = 432,

teremos f(z,y) = 322 +ax —b e, consequentemente:
fa(z,y) = 62 + a = 62 + by.
De forma similar, mantendo z constante, encontramos f, (z,y) = 5z — 8y. Portanto,
fz(1,3)=6-14+5-3=21 e fy(1,3) =5.1-83=-19. |

Exemplo 2.3 Determinar a reta tangente & curva de intersecdo da superficie z = 3z —5zy3 —sen(zy)

com o plano y = 0, no ponto Q(1,0, 3).

Solugdo Consideramos a funcdo f : R? — R definida por f(z,y) = 322 — 5xy3 — sen(zy), cuja
derivada parcial f, (1,0) é a inclinacdo da reta tangente. Derivando parcialmente a fun¢ao em relagao

A varidvel x, encontramos:
fe(z,y) = 62 — 5y° — ycos(zy) e fz(1,0)=6-1—5-0—0cos(0) = 6.

A reta tangente tem declividade f,(1,0) = 6 e é descrita por z = 6z — 3, y = 0 ou, na forma

paramétrica, x =t, y =0, z = 6t — 3. |

Exemplo 2.4 (usando a definicao) Em alguns casos, as derivadas parciais devem ser calculadas
pela definicio. A funcao f : R?2 — R dada por:

fog = | T e @0 # 00

0, se (z,y) = (0,0).
¢ definida por duas sentengas (por isso ela nao é uma fungao elementar) e (0,0) é o ponto de transi¢cao
de uma sentenga para a outra. As derivadas parciais, no ponto de transigao (0,0), devem ser calculadas

pela defini¢do e, neste caso, temos:

. f(h,0) = f(0,0) . 0 _
$0.0) = i E22IDD — 2 — o) o

De forma similar, encontramos f,(0,0) = 0. [
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Do ponto de vista prético, algumas propriedades de simetria da funcao f ajudam no cdlculo das
derivadas parciais. Vejamos dois casos:
B A funcao f é Simétrica:

Se f(z,y) = f(y,x), V (z,y), dizemos que f & Simétrica. Neste caso, temos fy (z,y) = fz (y,x) e

T
permutando x e y na expressao de f, obtemos a derivada f,. Por exemplo, a funcdo f (z,y) = ﬁyQ
Z Y
é simétrica e nos pontos (z,y) # (0,0) usamos a regra do quociente, e obtemos:
2,2 3_ .2
y(@*+y) —ayz) ' —ay
Jx (x, y) = ( ) = (25)

(a? +y2)° @)t

A derivada f, é obtida de (2.5) permutando z e y. Temos,

fy(@,y) = fa(y,0) = —— -

De (2.5) e do Exemplo 2.4 obtemos
3_ .2
y -y
oA G £ 00)
0, se (z,y) = (0,0).

B A funcgao f é Antissimétrica:
Dizemos que f é Antissimétrica se f (x,y) = —f (y,z), V (z,y). Neste caso, fy (z,y) = —fo (y, )

e calculando uma derivada parcial temos a outra. Vamos considerar como ilustracdo desse caso a
2_ .2

i , definida no conjunto D = {(z,y) : x + y # 0} . Temos:
Yy

fungio f (z,y) = =

_y2_$2_ $2_y2 -
f(yax)* Y+ _<x+y> f(may)

e, portanto, f (z,y) é antissimétrica. Pela regra do quociente, encontramos

2 _ 2 _ .2 1 2 2

e a derivada f, ¢ dada por:

7x2 + 12 + 2y

Ty (z,y) = —fa (y,7) = (x_'_y)z

, para (z,y) € D.

2.1.1 Derivadas Parciais de Ordem Superior

A seguir fixaremos a notacao para as derivadas parciais de ordem superior de uma dada funcgao

z = f(x,y). As derivadas de segunda ordem sao:

2

(i) % = % <g£), também representada por fiz, fi1, Ozzf ou Dg.f.
2

(i) gyJ; = 883/ <g£>’ também representada por fy,, fo2, Oyyf ou Dy,f.
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oy O f of )
(iii) 83383/ (9:1: % , também representada por fyz, fa1, Oyf ou Dy.f.

. O’ 9 (oFf
(iv) oydxr Ay <3:17

), também representada por fiy, fi2, Opyf ou Dyyf.

A classe de fungoes para as quais as derivadas parciais mistas f;y e fy; sdao iguais é bem ampla
e inclui todas as fungdes elementares do cdlculo. Existem casos onde essas derivadas sao diferentes,
como veremos no Exemplo 2.7.

As derivadas de terceira ordem sdo indicadas de forma semelhante. Por exemplo:

2
(i) 8303 = 8 (g J;), também representada por  frrz.

w P50 (%
Oydx2 Oy \ 0z2

3
(iii) 83686;896 801“ < ay <g£>>, também representada por  fyyz.

), também representada por  fr.y.

e assim por diante.
Exemplo 2.5 Calcular as derivadas fy, fiy, fzz € fozy, sendo f(z,y,2) = 22 + zy + 222

Solucao Das regras de derivagao, obtemos:
fo =2z 4y + 22, foy =1, for=22 € fry=0. [ ]

Exemplo 2.6 Seja f : R? — R a funcio definida por f(z,y) = x3y> + cos(xy). Trata-se de uma

funcao simétrica e as derivadas de primeira ordem de f sao:

folz,y) = 32%y® —ysen(zy) e fy(z,y) = fuly, ) = 32°y* — wsen(zy).

Derivando mais uma vez, encontramos:
frz = 62y® — y? cos(zy) e foy = 92%y* — sen(zy) — vy cos(zy)

e também

2

fye = 92%y* — sen(zy) — zycos(zy) e fyy = 623y — 2% cos(zy).

Sendo f (z,y) uma fungio elementar, a igualdade fry = fyr jd era esperada. |

2 _ .2
Exemplo 2.7 Seja f : R? — R definida por f (z,y) = m, se (z,y) # (0,0), e f(0,0) = 0.
Z Yy
Calcular as derivadas mistas frpy € fye na origem.

Solugao Nos pontos (z,y) # (0,0), a derivada parcial f, é calculada pela regra do quociente e

obtemos
x4y — y5 =+ 4x2y3

fo(@,y) = (@2 + 42)2

Na origem, usando a defini¢ao, encontramos:

12(0,0) = Jimy h = =0
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de modo que,
wly — yd + 4x?y3
fx($7y) = (562 + y2)2 » S€ (CC,'y> 7é (070)

0, se (z,y) = (0,0).

Sendo f uma fungao antissimétrica, segue que f, (z,y) = —fz (v, ) e, portanto:

1‘5 — ;[;y4 _ 4$3y2
fy(z,y) = @2+ 0 ° (z,y) # (0,0)
07 s€ (Q’J,y) = (0,0)

As derivadas mistas fa, (0,0) e fye (0,0) s@o calculadas pela definicao e temos:

_ 9 BT fx(oak)_fx(ovo) 1 _k5_
fay (0,0) = 5 (£2) (0,0) = Jimy - = lim = = ~1
(§
o) h,0) — f, (0,0 . RS
o (0,0) = - (£,) (0,0) = Jimg DO T 00 gy 0y

Logo, fmy (O, O) # fy:r (O, O) . u
Finalizamos esta secdo com um resultado, devido a Schwarz®, que estabelece uma condicio sufi-

ciente para ocorrer a igualdade fg, (P) = fyz (P) entre as derivadas mistas.

Teorema 2.8 (Teorema de Schwarz) Se as derivadas parciais fy, fy € fuy sdo continuas em uma
vizinhanga do ponto P (a,b), entio fuy (P) = fyz (P).

Demonstracao O fundamento bésico a ser utililizado é o Teorema do Valor Médio (TVM) para
a funcdo de uma varidvel g (z) = f (z,b+ k) — f (z,b) definida em um intervalo fechado contendo a

no seu interior. Segue do TVM que existe ¢ entre a e a + h, tal que:

glat+h)—g(a)=4g(c)h (2.6)
e observando que ¢’ (z) = f; (z,b+ k) — fz (z,b), resulta de (2.6) que
gla+h)—g(a)=[folc,b+k) = folc,b)]h. (2.7)

Usando mais uma vez o TVM, agora para expressao do lado direito de (2.7), no intervalo de extremos

b e b+ k, segue que existe d entre b e b+ k, tal que:
Jo(e,b+ k) = fa(c,b) = fay (c,d) k
e, portanto, g (a + h) — g (a) = fay (c,d) hk, isto é,
[fa+hb+k)—f(a+hb)]—[f(a,b+k)— f(a,b)] = fuy(c,d)hk. (2.8)

Para concluir, usaremos a continuidade de f,, no ponto P, observando que ¢ — a, quando h — 0 e

d — b, quando k — 0. Dividindo (2.8) por k e tomando o limite com k& — 0, obtemos
fy(a+h,b) — f, (a,b) = foy (c,b) h. (2.9)
Agora, dividimos (2.9) por h, tomamos o limite com h — 0 e obtemos:

fym (aab>:fzy(avb)' u

*Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), matemédtico alemio.
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Exemplo 2.9 Vejamos o que ocorre com o polinomio f (x,y) = 3z% —zy® +y*, que é uma funcao ele-

mentar do cdlculo. Derivando a funcao f parcialmente, encontramos as fungoes continuas (polinomiais)
fx:6x_y37 fy:_3xy2+4y3 € fzy:_3y2

e do Teorema de Schwarz seque que fry = fyz.

2.1.2 Exemplos Classicos 1

Nesta secao dicutiremos os primeiros exemplos cldssicos, alguns dos quais jé apresentados nas

secoes anteriores.

B Funcgao descontinua e parcialmente derivavel

No célculo de uma varidvel aprendemos que se uma funcao y = f (x) é derivdvel no ponto g ela é
necessariamente continua em zy. Em outras palavras, uma funcao descontinua em um ponto nao pode
ter derivada, ou nao é derivdvel, nesse ponto.

No nosso contexto, a existéncia das derivadas parciais nao assegura a continuidade da funcao. Esse
¢ o caso da fungdo do Exemplo 2.4, que tem derivadas parciais de primeira ordem nulas em (0,0) e,

contudo, nao é continua na origem.

B Funcao com derivadas parciais continuas e derivadas mistas distintas
Ao contrédrio do que ocorre com as fungoes elementares do calculo, a funcao do Exemplo 2.7 tem
derivadas mistas fzy (0,0) e fye (0,0) diferentes. A comprovacao da continuidade das derivadas f, e

fy deixamos no Exercicio 4, como parte do processo de treinamento.

B Funcao com derivadas parciais descontinuas e derivadas mistas iguais

Seja f : R?> — R a funcdo definida por:

% +y7) sen L se (x
fxy) = S (W) (z,y) # (0,0)
0, se (l’,y) = (0, 0)

As derivadas parciais f, e f, sao calculadas da maneira como fizemos no Exemplo 2.7. Fora da origem,
usamos regras de derivacao e na origem a definicao de derivada parcial. Notamos que essa funcao é

simétrica e é bastante calcular uma das derivadas parciais. Nos pontos (z,y) # (0,0), temos:

T
—9 1 _ 1
fz(way) xsen < w2+y2> 2 + y2 cos < x2+y2>

e na origem usamos a definicdo para encontrar:

1 f(h,O)—f(0,0)_ . h2 N 1 _
f2(0,0) = lim = }lllg%ﬁsen(l/ |h|) = %zr(l)hsen(l/ |h|) = 0.

h—0 h

Logo,

fulw,y) = 2xsen(¢ﬂc;7y2>_¢xffy2cos<\/$fy2>’ s (,y) # 0,0

0, se (z,y) = (0,0)
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e usando a simetria, obtemos:

)
fy(:b',y) _ 2y sen (\/x21+y2) - \/W COs (\/$21+y2> , se (m,y) 7é (070)
0 se (x,y) = (0,0).

A sequéncia de pontos P, (0,1/nm) se aproxima da origem, a medida que n — oo, e nesses pontos
1 ~ . . .

temos f, (P,) = — cos (nm) = (—1)" que ndo se aproxima de 0, como deveria, se f, fosse continua.

Da mesma forma, a derivada f, também nao é continua em (0,0). Um célculo andlogo ao que fizemos

no Exemplo 2.7 nos dé fg, (0,0) =0 e f,,(0,0) = 0. |

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.1

1. Em cada caso, calcule as derivadas parciais z;, 2y, Zzz, Zyy € Zyz-

(a) z=3z2+43 (¢) z=uayexp (z? +y?) (e) z=+22+y2+1
(b) =z = arctg (%) (d) z=sen(zy) + log (z%y) (f) =z = arccos(zy).

2. Calcule a derivada parcial indicada da funcao z = f (z,y) sugerida.

(a) z=wmarcsen(z—y); fo(1,3) () z=+x?2+y?% fuy(1,0) e fue(1,0)
(b) z=-exp(zy)sec(xz/y); fy,(0,1) (d) z=uaylog(z/y); fy,(1,1).

3. Seja f : R? — R a funcio definida por

o (~pa) s s (@) £ 0.0

0, se (z,y) = (0,0).

Determine, caso existam, as derivadas parciais f; (0,0), fy (0,0), fzy (0,0) e fya (0,0).

flz,y) =

4. Considere a funcdo f : R?> — R dada no Exemplo 2.7 e verifique a continuidade das derivadas

parciais f, e f, na origem.
5. Seja f: R? — R a funcio definida por f (x,%) = 22 + 3. Calcule

g‘};( 2+y%y) e ;C[f(w2+y2,y)]-

2

6. Mostre que a fungao z =

satisfaz a equacao diferencial xz, + yz, = 2.
x

2 2

ty

7. Verifique que a funcao

1 2
u(z,t) = %exp )

com t > 0 e k uma constante nao nula, satisfaz a Fquacdo de Transmissao de Calor

"UJtt - k:um = 0‘

0g)

. O operador de Laplace® A em R? é definido por:

(A =0y + Dy |

®Pierre Simon de Laplace (1749-1827), matematico francés.
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Mostre que, em seus respectivos dominios, as fungoes
u(z,y) = arctan (y/z) e u(z,y) =e"cosy
satisfazem a equacao de Laplace Au = 0.
9. Determine condig¢Ges sobre as constantes A, B, C', D, E e F para que a fungao
u(x,y) = Az> + Bzy + Cy? + Dz + Ey + F
satisfaca & equacao de Laplace.

10. Seu (z,y) ev (x,y) tem derivadas parciais continuas até a segunda ordem e satisfazem as equagoes

de Cauchy-Riemann® u, = vy € Uy = —Ug, mostre que u e v satisfazem a equacao de Laplace.

2.2 Campos Diferenciaveis

Na introducao deste capitulo vimos que, se f: I C R — R é uma funcao real de uma varidvel real
derivavel em um ponto ¢, interior ao intervalo I, a reta tangente ao grafico de f no ponto (¢, f(c)) tem

equagao cartesiana y = f(c) + m(x — ¢), onde a declividade m é dada por

fle+h) = f(c)

m= f'(c) = %11% N (2.10)
Se fizermos h = = — ¢, segue de (2.10) que
i[O F@ =T @@=
z—c x—c
e considerando ¢ (z) = f(c) + f' (¢) (x — ¢), obtemos
lim £ 0@ f@ = fO=F )@= oy (2.11)

Tr—cC r —cC Tr—cC Tr —cC

De (2.11) deduzimos o seguinte fato geométrico de fundamental importancia no cdlculo: se a fungao
y = f (x) é derivdvel no ponto ¢, seu gréfico pode ser aproximado, em uma vizinhanca de ¢, pela reta
tangente, de maneira que o erro cometido na aproximacao torna-se arbitrariamente pequeno. Nos

referimos a essa aproximagao linear do grafico como a suavidade ou a diferenciabilidade da fungéao f.

Observacao 2.10 Nas prozimidades de um ponto c, onde certa func¢ao y = f (x) é derivdvel, o erro

E (h) da aproximagao linear do grdfico de f pela reta tangente no ponto A (c, f (¢)) é definido por:

E(h) = fle+h) = f(c) = f'(c) - h (2.12)
e de (2.11) deduzimos que
. (EMR)] _ . [fleth) = fle) = f(eh] _
i [h} = fim [ n =0 (2.13)

% Augustin Louis Cauchy (1789-1857), matemadtico francés e Bernhard Riemann (1826-1866), matematico alemao.
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Essa relagao nos proporciona uma nova versio para o conceito de fun¢ao derivdvel. Sendo ¢ um ponto
interior ao intervalo I, existe § > 0 tal que o intervalo I, de centro ¢ e raio §, estd contido no
intervalo I e f é derivdvel no ponto c se existirem uma fun¢ao E (h) definida em I5 e uma constante

m, tais que:

flc+h)=f(c)+m-h+ E(h) com }lllif% [@} = 0.

E claro que ocorrendo (2.13), teremos

. f(0+h)_f(c)_/
L h = /)

e se identificarmos o nimero m = f’(¢) com a aplicacao linear T, : h — mh de R — R, entdo f é

derivével (ou diferencidvel) em c se

fle+h)=f(c)+Tp -h+ Eh) com lig% {E;h)] =0. (2.14)

Para generalizar o conceito de diferenciabilidade para funcoes reais de duas ou mais varidveis reais,
devemos ter em mente que o quociente de Newton
f(P+H) - f(P)
H

agora nao faz sentido, tendo em vista que H é um vetor, ou seja, um ponto em R"™. Para contornar

essa dificuldade, seguiremos a Observacao 2.10 que sugere um modo de definir a diferenciabilidade
sem envolver a divisao por H.
Consideremos uma funcio f : D C R? — R e seja P (a,b) um ponto interior ao domnio D.

Suponhamos que exista um plano Ty de equagao cartesiana
Tg:z= f(a,b)+ A(x —a) + B(y — b),

passando no ponto @ (a,b, f (a,b)) do gréfico de f, que aproxima f no seguinte sentido:

r—a

v L@ - 0+ (- b

ou, de forma equivalente:

lim f(z,y) — f(a,b) — A(x —a) — B(y — b)
e Vie - + (-5

A equagao (2.15) diz que a por¢ao do gréfico de f, em uma vizinhanca do ponto @, é aproximada

= 0. (2.15)

pela porcao correspondente do Plano Tangente T. Essa é a maneira intuitiva de dizer que a funcao
f (z,y) é diferencidvel no ponto P (a,b). A Figura 2.3 retrata a situagdo geométrica.

Formalmente temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.11 Uma fun¢io f : D C R? — R é Diferencidvel no ponto P(a,b), interior ao conjunto

D, quando existirem constantes A e B, tais que:

lim f(z,y) — f(a,b) — A(x —a) — B(y — b)
e V=) + -0

Se D é um dominio e f é diferencidvel em cada ponto de D, dizemos que f é diferencidvel em D.

=0.
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plano tangente 7,

superficie z = f(x,y)

Figura 2.3: Visao geométrica do plano tangente.

Se fizermos © —a = h e y — b = k, entdao f é diferencidvel em P (a,b) se, e somente se, existirem

constantes A e B tais que:

lim fla+h,b+k)— f(a,b) —Ah—Bk] _0 (2.16)

h—0 1/h2 +k2

k—0

A expressao f(a + h,b+ k) — f(a,b) — Ah — Bk que figura em (2.16) é o erro real ou o resto da
aproximacao linear de f e serd representada por E (h, k). Assim, f é diferencidvel em P (a,b) quando

existirem constantes A e B tais que:

fla+h,b+k)= f(a,b) + Ah+ Bk + E (h, k), com M] =0. (2.17)

)

As fungoes elementares do cdlculo sao diferencidveis em seus respectivos dominios e sao elas que
aparecem nas aplicagdes praticas. Ao substituir o valor f (a + h,b+ k) — f (a, b) pela boa aproximagao
linear Ah + Bk, o erro cometido F(h, k), comparado com v/ h2 + k2, é préximo de zero.

Exemplo 2.12 Verificar que a funcio f(x,y) = 222 + 1>, (x,y) € R2, é diferencidvel em P(3,2).
Solucao Seguindo (2.17) com a = 3 e b = 2, resulta
FB+m2+k) = 2(3+h)°+2+k)>=2(9+6h+h%) + (846K + 12k + k%) =
= 26+ 12h+ 12k + (2h® + 6k* + k) = £ (3,2) + 12h + 12k + E (h, k) ,

. E (h, k)
onde E (h,k) =2h?> +6k®> +k3e lim —Z
() (h,k)—(0,0) v/h? + k2

em (3,2). As constantes A e B que figuram em (2.17) sdo iguais a 12. [

= 0 e, com isso, concluimos que f é diferencidvel

Teorema 2.13 Se f : D C R? — R ¢ diferencidvel no ponto P (a,b) do interior de D, entdo f ¢

continua no ponto P.

Demonstragao Para provar que f é continua em P (a,b) é suficiente provar que

li = .
(hvk)l_’m(mo)f(aJrh,bﬂLk) f(a,b)
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Sendo f diferencidvel no ponto P, segue de (2.17) que:

li h,b+k)= 1 b)+ Ah+ Bk + E (h,k 2.18
i flat bt k)= i (f(a,0) + b+ B+ B (b k) (218)

e tendo em vista que

lim E(h,k)= lim (E(h’k)> Vh?2+ k2 =0

(h,k)—(0,0) (hk)—(0,0) \ Vh? + k2

aplicamos a propriedade da soma de limites em (2.18) e chegamos ao resultado

lim a+h,b+ k)= f(a,b). |
(hJc)H(O,O)f( )= fab)
Teorema 2.14 Se f : D C R? — R ¢ diferencidvel no ponto P (a,b) do interior de D, entio as
derivadas parciais f, e fy existem no ponto P(a,b). Além disso, as constantes A e B que figuram
em (2.17) sdo, respectivamente, fr(a,b) e f,(a,b) e o plano Tg, tangente ao grifico de f no ponto

Q (a,b, f (a,b)), tem equagao cartesiana

z = [f(a,b) + fu(a,b)(x — a) + fy(a,b)(y — b). (2.19)

Demonstracao Suponhamos f diferencidvel no ponto P e sejam A e B nimeros reais que satis-

fazem (2.16). Se considerarmos k = 0 em (2.16), obteremos

. |:f(a+hab)_f(a7b)_"4h:|
lim =0
h—0 h

(2.20)

e de (2.20) resulta

h—0 h

Portanto, f;(a,b) existe e fy(a,b) = A. Considerando h = 0 em (2.16) e fazendo k — 0, deduzimos
que fy(a,b) = B. [ |

. [f(aJrh,b) —f(a,b)] 4

Observagao 2.15 Seja P (a,b) um ponto no interior do dominio D de certa fung¢ao real z = f (z,vy).

(i) Segue do Teorema 2.13 que se f é descontinua no ponto P, entdo f nao é ai diferencidvel.

(ii) Do Teorema 2.14 resulta que se uma das derivadas parciais de f ndo existir no ponto P, entao f

nao é diferencidvel no ponto P

(iii) Para provar que f é diferencidvel no ponto P, é suficiente provar que as derivadas parciais fr e

fy da funcao f existem no ponto P e que

lim {E(h’ k) ]
(h,k)—(0,0) [VhZ + k2

(iv) Se f é diferencidvel em P, o plano Tg, tangente ao grifico de f no ponto Q (a,b, f (a,b)), é

governado pela equacdo cartesiana
Ax+ By+Cz+ D =0,

onde A= f;(a,b), B= f,(a,b), C=—-1eD = f(a,b) —afy(a,b) —bfy(a,b).
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Exemplo 2.16 Encontrar o plano tangente & esfera x2 + 3 4+ 22 = 4 no ponto Q(1,1,1/2).

Solugao Consideramos o hemisfério z = f (z,y) = /4 — 22 — y? que contém o ponto @ e calculamos
as derivadas f; (1,1) e f, (1,1). Temos:

fol@y) = ———e o fy(ay) = ——t

V4 —x?—y? VA= a2 =2
de modo que f; (1,1) = —1/v2, f,(1,1) = —1/v/2 e o plano tangente tem equacio
z:\/i—%(x—l)—%(y—l) ou z+y+V2z—4=0. |
Exemplo 2.17 A fun¢do f : R? — R, definida por f(x,y) = x? + y?%, é diferencidvel em todo o R2.

Solugdao Temos f.(z,y) = 2z e fy(z,y) = 2y e, no ponto P(a,b) do R?, obtemos f.(a,b) = 2a e
fy(a,b) = 2b. O erro E (h, k) da aproximacao linear é

E(h,k) = f(a+hb+ k) — f(a,b) — fo(a,b)h — f, (a,b) k = h? + k?

e, portanto:
E(h, k
hrr(l)(Q’)2 :}ILinr%]\/hQ—l-k2 =0,
eI L o
provando que f é diferencidvel em todo ponto do R2. |

Exemplo 2.18 Vimos no Exemplo 1.34 do Capitulo 1 que a funcdo f : R? — R definida por:

fog - | T e @0 #00

0, se (z,y) = (0,0)

nao é continua na origem, embora as derivadas parciais fy (0,0) e fy, (0,0) existam e sao ambas nulas.
Nao sendo continua em (0,0), a fungao f nao é ai diferencidvel. Fora da origem, isto é, no dominio
R2 — {(0,0)} a funcdo f ¢é o quociente de dois polinémios (uma fungdo elementar) com denominador

diferente de zero sendo, portanto, diferencidvel. |

Exemplo 2.19 A funcio f : R? — R definida por:

2

o)=L Tge @V #00

0, se (z,y) = (0,0)

nao é diferencidvel em (0,0), porque nao é continua nesse ponto. Alids, a funcao f sequer tem limite

2

na origem, jd que ao longo das pardbolas y = mx=, com x # 0, temos:

. z2y ) ma? ) m m
lim (——— ) =lm | —-————-| = lim = .
a—0_ \ z* + 32 =0 [ 241 +m2)| z—0\1+m?2 14 m?
y=maz>
e o valor do limite depende do coeficiente m. Assim, f ndo é continua no ponto (0,0) e muito menos
diferencidvel ai. No dominio R? — {(0,0)} a funcio f é diferencidvel, por ser uma fun¢do racional

(elementar), com denominador ndo nulo. [ |
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Exemplo 2.20 Verificar que a funcio f(z,y) = ¥zy, (z,y) € R2, ndo é diferencidvel em (0,0).

Solugao Primeiro calculamos as derivadas parciais de f em (0,0).

£,(0,0) = lim f(h,0) — f(0,0) £(0,k) — £(0,0)

h0 h k =0

=0 ¢ ,(0,0) = lim

E(h, k)
VeEy

E (h,k) = f (h,k) — f(0,0) — f, (0,0) h — £, (0,0) k = Vhk

Agora, analisamos o limite do quociente com (h, k) — (0,0). Temos

e ao longo da parabola k = h?, encontramos

li E(h, k) li Vhk li h li L 1 (2.21)
im ——== lim —— = lim —— = lim —— = .
h—0F Vh? 4 k2 h—0F Vh2+ k2 h=0t VhZ+ bt ho0t /14 B2
Segue de (2.21) i ZE) 2 tem limit do (h, k) — (0,0) e, portanto, a funga
egue de (2. ue a razdo ————= nao tem limite zero, quando (h, k) — (0,0) e, portanto, a fun¢ao
® a N/ a P ¢
f nao é diferencidvel na origem, embora ai seja continua e tenha derivadas parciais. |

Encerramos esta secdo com um critério de diferenciabilidade, conhecido por Lema Fundamental.
E com base nesse critério que afirmamos que as funcdes elementares do célculo sao diferencidveis em
seus respectivos dominios. Ao fazer tal afirmacao tinhamos em mente o seguinte fato: as derivadas
parciais f, e f, de uma fun¢ao elementar f (z,y) sdo continuas no dominio D de f. Alids, as derivadas

parciais de uma funcao elementar sao ainda fungoes elementares.

Teorema 2.21 (Lema Fundamental) Suponhamos que as derivadas parciais fy e fy de uma fun¢ao
f:D CR? = R existam em uma vizinhanga de wm ponto P(a,b) e sejam continuas em P. Entdo f

é diferencidvel no ponto P.

Demonstracao Consideremos uma d-vizinhanga Vs (P) , onde f é parcialmente derivével e aplique-
mos o TVM. Se 0 < h? 4 k? < §, entdo

fla+hb+k)—f(ab) = [fla+hb+k)—f(a+hb)]|+][f(a+hDb) —f(ab)]
= hfs(c,b)+kfy(a+h,d).

onde c estd entre a e a + h e d estd entre b e b+ k. Logo

E(h,k) = f(a+h,b+k)—f(a,b)—hfy(a,b)—kf,(a,b)
hfz(c,b) + kfy(a+h,d) — hfy(a,b) — kfy,(a,b)

e, portanto,
|E (b, k)| < |h[|fz (c,0) = fa(a,0)| + [K||fy (a + b, d) — fy (a,D)]. (2.22)

Se dividirmos (2.22) por vh? + k? e observarmos que:

Al ||
1/]]2_‘_]<:2§1 ¢ ,/h2_{_k,2§1’
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encontraremos

‘ BB | 1 f, (e0) — fula,b) |+ |fy (@t hod) — £, (a,B)]. (223)

N

Da continuidade das derivadas f, e f, no ponto P (a,b), segue que f; (¢,b) e f, (a + h,d) tendem para

fz (a,b), com (h, k) — (0,0), e podemos tomar o limite em (2.23) para obtermos:

lim EhF) (h k) | _
(hk)—(0,0) | Vh2 + k2
Com isso concluimos a demonstragao. |

Exemplo 2.22 Investigar, via Lema Fundamental, a diferenciabilidade da funcao f definida por:

Solugao Nos pontos (z,y) # (0,0), as derivadas parciais
4 2$4y
(22 +y2)?

2xy

fx(xay) = m

€ fy(xay) =

s@o continuas (fungoes racionais com denominador nao nulo) e, portanto, f ¢ diferencidvel em qualquer
ponto (z,y) # (0,0). Na origem, temos f; (0,0) =0 e f,(0,0) = 0 e, para mostrar que f;, e f, s@o
continuas em (0, 0), basta observar que

275 cos @ sen* 6

lim  fo (z,y) = hr% <

> =0, independente do 6,
(x,y)—(0,0)

v}

e isso mostra que ( %HI% )fm (z,y) = 0= f,(0,0), isto &, f, é continua em (0,0). De modo similar
z,y)—(0,0

mostramos a continuidade de f, em (0,0) . Pelo Lema Fundamental concluimos que f é diferencidvel,

também, em (0,0) . Portanto, f ¢ diferencigvel em R2. [ |

2.2.1 A Diferencial

Seja f : D C R? — R uma funcdo diferenciavel no ponto P(a,b) interior ao conjunto D. Represen-

tamos por Af o incremento da funcao f entre P e P+ H, isto é,
Af=f(P+H)—f(P)=f(a+hb+k)—f(ab).

E comum representar os infinitésimos (quantidades préximas de zero) h e k por dz e dy, respectiva-

mente, e com esta notagao segue da definicao de diferenciabilidade que

E
Af = fz(P)dx+ fy (P)dy + E (dz,dy), com lim (dz, dy)
(=000 () 4 (dy)?

— 0.

A expressao f, (P)dx + f, (P)dy recebe o nome de Diferencial da funcao f no ponto P e ¢ indicada
por df (P). Assim,

Af = fz (P)dz+ fy, (P)dy + E (dz,dy) = df (P) + E (dz,dy) ,



48 CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS A. de A. e SILVA & M. P. MATOS

onde vemos que a diferencial df (P) é uma boa aproximacio de Af e podemos escrever

2= [(a,b) + fa(a,b)(x — a) + fy(a.0)(y — b). (2.24)

Essa aproximagao serd tao melhor quanto menor forem |h| e |k|, isto é, |dz| e |dy| .
Exemplo 2.23 Calcular, via diferencial, o valor aproximado de tan [(2.01) 10g(().99)].

Solugao Consideramos a fungao f(z,y) = tan(zlogy), que é diferencidvel em uma vizinhanga de
P (2,1), e usamos (2.24) com a + h = 2.01 e b+ k = 0.99. Conseguimos isto fazendo a = 2, h =
0.01, b=1¢e k= —0.01, de modo que

£(2.01,0.99) ~ f(2,1) +df (2,1).
Temos que f(2,1) = 0 e por derivagao direta encontramos:
fe(z,y) = sec*(zlogy)logy e f,(x,y) = sec*(zlogy) (z/y),
de onde segue que f;(2,1) =0 e f,(2,1) = 2. Portanto:
df = fz(2,1)dx + f,(2,1)dy =2 - (—0.01) = —0.02
e teremos tan [ (2.01)log(0.99)] ~ —0.02=-2x10"2 ®W

Exemplo 2.24 Um tanque cilindrico metdlico tem altura h = 1.2 m e raio R = 80 ¢m em suas
dimensoes internas. Se a espessura das paredes é de 5 mm, calcular, via diferencial, a quantidade de

metal usada na fabricacao do tanque.

Solugdo Representemos por V o volume do cilindro de raio R e altura h. Entdao, V (R, h) = 7R%h
e a diferencial dV é uma aproximacao de AV, quantidade de metal usada na fabricacao. Usando

centimetro como unidade padrao, temos:
dV = 2w Rhdr + mR?dh, R=80, h=120, dR=05 e dh=2x0.5.
Portanto, a quantidade aproximada de metal é

dV =2 x 3.14 x 80 x 120 x 0.5+ 3.14 x (80)2 x 2 x 0.5 = 50.264,7 cm®. M

dR=0.5

e E—

dh=0.5

A ' () 5
v *

Figura 2.4: Ilustragéo gréfica para o Exemplo 2.24.
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Exemplo 2.25 Dois lados de uma drea triangular medem x = 200 m e y = 220 m, com possiveis
erros de 10 em. O dngulo o entre os lados x e y é de 60°, com possivel erro de 1°. Calcular o erro

aproxrimado da drea triangular.

Solucao Inicialmente vamos padronizar as unidades que serao usadas: metro serd usado como
unidade de comprimento e radiano como medida do dngulo. A altura relativa a basey é h = rsena e a
area triangular é a fungao de trés varidveis A (z,y, a) = %xy sen . A diferencial dA é uma aproximagao

da diferenca (erro) entre as dreas A (z +dz,y + dy,a + da) e A(z,y, o). Temos
1 1 1
dA = (52/ sen o)dx + (ix sena)dy + (§xy cos a)da,

e os valores a serem utilizados sdo: z = 200, y = 220, a = 7/3, de =dy = 0.1 e da = 7/180. Com as

aproximacoes v/3 ~ 1.73 e m ~ 3.14, obtemos
dA =3 %220 x %3 x 0.1+ 4 % 200 x %2 x 0.1 4 1 x 220 x 200 x 0.5 x &5 = 210.05m>.

Se ndo houvesse erro nas medidas, o valor da drea seria 38060 m?, de modo que o erro cometido na

aproximacao da drea representa menos de 6% do seu valor. [ |

dx:O.lf\\i:‘//\ dy=0.1

Figura 2.5: Ilustracao gréfica para o Exemplo 2.25.

As variacoes da funcao f s@o de trés naturezas: absoluta, relativa e percentual. No quadro abaixo

especificamos essas variagoes.

Real Estimada Erro
Variagao absoluta Af df Af —df
Variagao relativa Az/f(P) af/f (P) (Af—df)/f(P)
Variagao percentual | [Af/f (P)]x100 | [df/f (P)]x100 | [(Af —df)/f (P)]x100

2.2.2 A Derivada como Aplicagao Linear

Quando uma fungao z = f (z,y) é diferencigvel no ponto P (a,b), sabemos determinar as derivadas
parciais e o plano tangente que aproxima o grafico de f. E a derivada f’ da fungao f o que é e como

encontrd-la? Na expressao

fla+hb+k) = f(a,b)+ fa(a,b) b+ fy (a,b) k + E (h, k)
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que define a diferenciabilidade de f em P (a,b) destacamos a funcdo linear f’ (P): R? — R dada por

' (P)-(h,k) = fo(a,b)h + fy(a,b)k

que aproxima f em uma vizinhanga do ponto P. Essa aplicagao linear f’ (P) é, por definigdo, a derivada

de f no ponto P. Assim,

fla+h,b+ k)= f(a,b)+ f(P)- (h, k) + E (h,k)
E (h, k)

f'(P) é amatriz 1 x 2

onde a razao tem limite zero, quando (h,k) — (0,0). Na notagdo matricial, a derivada

rey =] f.(p) 1,2 ],

denominada matriz Jacobiana de f no ponto P e temos:

1) (wy) = f(P) £(P) ]

y] = fo (P)z+ f, (P)y.

Exemplo 2.26 Como primeira ilustra¢io, vamos determinar a derivada no ponto P (1,2) da func¢do
diferencidvel f (z,y) = 2* + xy. As derivadas parciais de f sdo f, = 2x +y e f, = x, de modo que
fz(1,2)=4 ¢ f,(1,2) = 1. A derivada f' (P) é a aplicagdo linear que associa a cada par (z,y) do R?
o escalar 4x + vy, isto é,

f(P) - (z,y) =4z +y.

Exemplo 2.27 Consideremos a fungdo de trés varidveis f (z,y, z) = 2% + xyz + y2z> e determinemos
sua derivada no ponto P (1,0,1). Em se tratando de uma funcao escalar de trés varidveis, a derivada é
uma aplicacdo linear de R em R. Um cdlculo direto nos dd f, = 2x+yz, fy = xz+2% e f, = xy+2yz

e a derivada f' (P) € a aplicagio linear

f{(P)(y,2) = fo(P)z+ fy (P)y+ f2(P) 2=z +2y.
A matriz Jacobiana de f em P é

CEEERIN

2.2.3 Exemplos Classicos 11

B Funcgao continua nao diferenciavel
A fungdo f(z,y) = V/|zyl, (z,y) € R?, ¢ continua em (0,0) e as derivadas parciais f, e f, sdo
ambas nulas em (0,0), como ¢é fécil de comprovar pela definigao:

fm+hﬂy1HQ®}:hm<0>

~)=o.
h h—0

f2(0,0) = lim [

h—0 h

O erro é E (h,k) = /|hk| e ao longo do caminho k = h, temos

E hk
i | 20— i (GRS ) = 1ve
hoot Vh2+ k2] ot \ VA + k2 h—0+ \ /2 |h
= k=
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e, portanto lim M
P " (hk)—(0,0) VA2 + K2

B Funcao diferencidvel com uma derivada parcial descontinua

caso exista, nao é zero. Assim, f nao é diferencidvel em (0,0).

Para esta situagio consideramos a funcdo f : R? — R definida por f (z,y) = \/m seny. Temos:
(i) f é diferencigvel em (0,0), porque f; (0,0) =0, f,(0,0) = 0 e o erro ¢ E (h,k) = \/|h|senk, de
modo que:
’f‘ [sen k| |sen k|
V2 + k2 T

sen k (2.25)

i —

'\/h2+k2

e como lim

h,k—0

hsenk
k

) = 0, segue de (2.25) e da propriedade do confronto que

(hk)—(0,0) L V'h? + k2

(ii) f» nao tem limite em (0,0). De fato, nos pontos (z,y), = > 0, a derivada parcial f, é dada por

sen

fo(zyy) = NG e temos:
longo do eixo , isto & y = 0 1f()1sen0
ao longo do eixo z, isto &, y =0 : im x im
& y r0f T Y = 2\/x
y:
ao longo da pardbola y = /z : lim f, (z,y) = lim sen Yz =1/2.
xz—0t z—0+t 2[
Y=V
Portanto, (0,0) é uma descontinuidade essencial de f,. Observamos que f, (z,y) = \/|z|cosy é

continua em todo R2.

B Funcao diferencidvel com derivadas parciais descontinuas

Consideremos para este caso a funcao f : R? — R definida por

f(z,y) = { (x2 + y2) sen (1/\/m> , se (z,y) # (0,0)

0, se (x,y) = (0,0).
Temos que:
- 2 sen 2
F 00 = im [f(h,O) : f(o,oq i [h%/\/’?)] i [fsen(1/ VA

e, por simetria, obtemos f, (0,0) = 0.

i ¢é diferencidvel em (0,0). De fato, o erro é k) = + sen + e , portanto:
i) f é dif igvel 0,0). De f E (h,k h? 4 k? 1/vVh2 + k2

) E (h, k) .
lim ———L = lim +Vh2+k%sen(l/Vh2+Ek2)=0

(ii) Nos Exemplos Cldssicos I da Sec@o 2.1 mostramos que as derivadas parciais f, e f, sdo descon-

tinuas em (0,0).
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B Funcgao continua, parcialmente derivavel e nao diferencidavel

No Exemplo 2.20 mostramos que a fungao f (z,y) = xy tem essas caracteristicas.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.2

322y

1. Seja f : R? — R a func¢do definida por: f(0,0) =0e f (z,y) = PR
T Yy

se (z,y) # (0,0).

(a) Mostre que f é continua na origem (0,0).
(b) Mostre que as derivadas f; e f, existem em todo R?, mas néo sio continuas em (0,0).
(c) Mostre que f nao é diferencidvel na origem (0, 0). Isso contradiz o Lema Fundamental?

3_ .3
2. Mostre que a funcdo f : R? — R, definida por f(0,0) =0e f (z,y) = %, se (z,y) # (0,0),
Zz Yy
nao é diferencidvel em P(0,0).

3. Falso ou verdadeiro? Justifique

(a

)
b) Se f é diferencidvel em P, entdo as derivadas parciais f, e f, existem em P.
)

(
(c
(

Toda funcao diferencidvel é continua.

Toda funcao continua é diferenciavel.

d) Se z = f(x,y) tem derivadas parciais f, e f, no ponto P, entao f é continua em P.

)
()
(f

)
(g) Se as derivadas parciais f; e f, existem em P, entao f é diferencidvel em P.

Se uma funcéo z = f (z,y) tem derivadas parciais f; e f, continuas, entao f é diferencidvel.

Toda funcao diferencidvel possui derivadas parcias de primeira ordem continuas.

4. Use o Lema Fundamental e mostre que a funcao z = f (x,y) é diferencigvel no dominio indicado.

(a) z=uayt D=R? (c) z=log(z*+y*); D=R?-{0}.
) s D=0} (@ :="PE D {@y)eriaty}.

5. Estude a diferenciabilidade da fungao z = f (x,y) no ponto P indicado:
(a) z=zexp(-y); P(LO)  (d) z=/Jagli P(0,0)
(b) z=|zy?|; P(0,1) (e) z=+/z?2+y?* P(0,0)
(© 2=lleoss; P0,0) () z=+RI1+y7: Pay)

6. Estude a diferenciabilidade da funcao z = f (z,y), definida por: f (z,y) = 1/zy, se x # 0 e
y#0,e f(0,0) =0, no conjunto X = {(z,y) e R¥:x#0ey#0}U{(0,0)}.

7. Calcule a diferencial das func¢oes seguintes:

(a) f (x7y) = 5'%'3 + 4x2y - 2y3 (C) f (Q?,y) = I sen (Hz‘yl'z)
(b) f(z,y,2) =e"yz (d) f(z,y) =arctan(y/z).



CAPITULO 2 - DIFERENCIABILIDADE 53

8. Mostre que a funcao f : R®>— R definida por

Yz
2ty 22 0.0.,0
f(.’L',y, Z) = 332 +y2 + Z27 5€ <$7y,2) 7é ( (g )

0, se (2,9,2) = (0,0,0).

nao ¢ diferencidvel em (0,0,0), mas as derivadas parciais f,, fy e f. existem na origem.

2.3 Regra da Cadeia

No inicio deste capitulo apresentamos a Regra da Cadeia no cédlculo de uma varidvel como uma
regra bdsica de derivacdo. Recordemos quese f: I CR —Reg:J C R — R sao duas fungoes reais

de uma varidvel real, onde f(I) C J, y = g(u) e u = f(x), entdao a fungdo composta ¢ dada por

y= (90 f)x)=9g(f(x)), zel

e, caso f e g sejam derivdveis, entdao a funcao composta g o f também o é e temos a Regra da Cadeia:

L@ =g (@) F@)] o | (226)

Nesta secao apresentaremos algumas versoes da Regra da Cadeia envolvendo as derivadas parciais

e, por simplicidade, dividiremos a explanacao em trés casos.

B 1° caso:  z=f(z,y), z=x(t) ey = y()

Seja z = f (z,y) uma funcgao diferencidvel em P (a,b) e seja v (t) = (x (t),y (t)), t € I, uma curva
contida no gréfico de f e passando em P, isto é, 7y (t) = P, para algum ¢ no intervalo I. A fungao ~y (t) é
derivdvel em t se, e somente se, as coordenadas x (t) e y (t) o forem e, neste caso, ' (t) = (' (¢),v' (t)) .

Da diferenciabilidade de f em P resulta a seguinte relacao:
fla+Az,b+Ay) - f(a,b) = fo (P) Az + f, (P) Ay + E (Aa, Ay)

e, por conseguinte:
Af Az Ay | E(Az,Ay)

R A v v (227)

Observando que Az = x (t+ At) —z(t) e Ay = y(t + At) — y (t) tendem para zero, com At — 0,

obtemos

lim

[E(Am,Ay)} . (Az)*+(AY)®  E(Az,Ay)
At—0

= =+ lim \/(Aw)2+(2Ay)2 X lim E(az Ay)
(A1) 470 (A2)? + (Ay)”

e fazendo em (2.27) At — 0 chegamos a regra:
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dz 0z dz @ @
Oy dt

Deixando um pouco de lado o rigor matematico, vemos que a férmula (2.28) é obtida “dividindo” a

diferencial df = f,dx + f,dy por dt e com a notagao matricial a Regra da Cadeia (2.28) se escreve sob

dz| % % ' (t) dut tricial
[dt}_[ax 8y]. s | (produto matricial)

Ainda com respeito & notacdo, a Regra da Cadeia pode se expressar como um produto escalar, con-

a forma

siderando o vetor

0 0
Vf(P)= 8—£ (P)i+ a—i (P)j, (também anotado grad f (P))

denominado Vetor Gradiente de f em P, e o vetor velocidade
V() =2 ()i+y (t)]

da curva 7 (t). Com esses ingredientes, a Regra da Cadeia assume a forma

d
7 [f(y@®)]=Vf(P)ery (t). (produto escalar) (2.29)
Como consequéncia da férmula (2.29), deduzimos que o vetor gradiente Vf (P) é perpendicular a

curva de nivel de f que passa pelo ponto P. De fato, para uma tal curva de nivel v (¢) temos:

d

Fr@l=k= 2 [f(y@)]=0=VF(P)-~(t) =0.

Exemplo 2.28 Seja f : R? — R definida por f(x,y) = 2% — y? e, para t # —1, sejam x = 1/ (1 +t)
ey=t/(1+t). Temos

fo=2z, fy=-2y, 2'(t) =- e y(t) =

e pela Regra da Cadeia (2.28) obtemos

ZZ(ﬁiJ(u1;9+<fi><uiw):a13” "

B 2° caso:  z=f(u,v), u=u(z,y) ev=ov(zy)

Suponhamos que as funcoes envolvidas f, u e v sejam diferencidveis em seus dominios. As va-
ridveis independentes sao = e y e a varidvel z depende indiretamente de x e y, por meio das varidveis

intermedidrias v e v. Temos as seguintes regras de derivagao:

0z 0z Ou 0z Ov

9r  ou or  ov oz

0z Jz Ou 0Oz Ov
A A A T 2.
oy _ou 0y ov oy (2.30)

A forma matricial da Regra da Cadeia é, neste caso:

Uy U
[ 2z 2y } = [ Zy 2y } . [ vx vy ] . (produto matricial)
z Uy
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Exemplo 2.29 Determinar z, e z,, sabendo que z = f(u,v) = W+, u=3r—yev=x+2y.
Solugdo Temos z, = 2u, z, = 3v%, uy =3, uy = —1, v, =1 e v, = 2 e usando (2.30) obtemos
2p = 6u + 3v? = 322 + 12zy + 18z + 12y — 6y e
zy = —2u+ 60? = 622 + 24ay + 24y? — 6z +2y. M

B 3° caso:  z=o(l), t = i(z,y)
Observamos que z depende das varidveis e y e hd duas derivadas parciais a calcular: z, e z,

dadas por:

0z ot o 0z B ot

[E— / Pp—
a9y ©'(t) oy

5 = o (t) - o (2.31)

Exemplo 2.30 Seja ¢ : R — R uma func¢do derivdvel e seja r = xi+ yj o vetor posi¢cdo do ponto

P(x,y). Se f(z,y) = o(\/22+y? ), o gradiente de f no ponto P é paralelo ao vetor r. De fato,
o gradiente de f em P é o vetor Vf(P) = f, (P)i+ f, (P)j e as derivadas parciais fy e f, sio
calculadas pela Regra da Cadeia (2.31). Temos que f (z,y) = ¢ (t), onde t = \/22 + y? e, portanto

otz (1) ; oty (1)

fmZSOl(t)%—im e fy:SOI()éTy R

Assim,
Vi) e 20 iy 20, m

r.
V2 + 12 |

Exemplo 2.31 Se no Ezemplo 2.30 tivéssemos f (z,y,z) = (/22 +y?>+22 ), sendo p : R—R

uma funcao derivdvel, entdo de modo similar encontrariamos

oz () oy (D) 29 (1)
fo= 2 2 2’ fy= 2 2 7 °© fa= 2 2 2
Vot +y2+z Vai+ 2tz Vol +y?+z

onde t = \/x? + y? + 22. [ |

Um dispositivo prético para memorizar a Regra da Cadeia ou Regra da Derivagio em Cadeia, nas

versoes apresentadas, é dado pelo diagrama em arvore da Figura 2.6.

ou
ox
Oz dx 6_2 @
o « : L 40
ox dt L dz ox
oy dt
O——
0z
= dy ot
» Q7 4 5 O
Oy
1° caso 2° caso 3° caso

Figura 2.6: Diagrama em drvore da Regra da Cadeia.
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No 1° caso, t é a varidvel independente, x e y sao as varidveis intermedidrias e z é a varidvel
dependente; no 2° caso = e y sdo as varidveis independentes, u e v as varidveis intermedidrias e z
a varidvel dependente; finalmente, no 3° caso, x e y sdo as varidveis independentes, ¢ é a varidvel

intermedidria e z a varidavel dependente.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.3

1. Considere as fungoes f (x,y) e g (z,y) definidas por

:1:2y

f(zy) = /y log(1+sen?t)dt e g(z,y) = / exp (cost) dt.

Com auxilio do Teorema Fundamental do Célculo e da Regra da Cadeia, calcule as derivadas

parciais mistas fry € gry-

2. Se f(z,y) =sen(x/y) +log (y/x), mostre que x f, + yfy = 0.

3. Seja D = {(z,y) € R* : 2 +y # 0} e defina f : D— R por

- x4yl Va4 2zy+y?

r+vy xr+y

f(xy

Verifique que f; e f, sao identicamente nulas em D, mas f nao ¢ constante.

4. Dada uma funcao derivdavel f : R — R, considere

p(@,y)=f(z—-y) e P(x,y) =fley).
Mostre que ¢, + ¢, =0 e z¢, —yp, = 0.
5. Calcule 2’ (t) nos seguintes casos:
z=ye* +xe¥; x=1t e y=-sent

zzlog(1+m2+y2); r=logt e y= ¢

z=+/22+1y2; x =1t y=-cost
6. Calcule w, e w, nos seguintes casos:

w:log(t2+52); t=a2+1y% e s =3y
w=3u+Tv; u=2xye v=/TY

7. Considere a funcao
y
f(zy) = / exp (t2) dt.

Calcule as derivadas parciais fs, f, € frs, N0 caso em que = = rs* e y = ris.



CAPITULO 2 - DIFERENCIABILIDADE 57

8. Sejam r = x i+y j o vetor posi¢do do ponto P (x,y) e r = |r|. Se f: R — R é uma fungao real

de uma varidvel real duas vézes derivdvel e z = f (), mostre que

1
Az = zpr + — 2.
T

9. Considere duas funcoes reais f : R — Reg: R?>— Resejam w = f (u) e u = g (z,y). Admitindo

a existéncia das derivadas envolvidas, deduza que
Aw = f"(u) (g5 +g7) + [ (u) Ag.
10. Uma funcdo f : D C R? — R diz-se Homogénea de grau n se:
[z, ty) =t"f(z,y), t>0¢e (z,y) €D.
Mostre que qualquer funcio homogénea f satisfaz a Rela¢io de Fuler ”
zfe (x,y) +yfy (x,y) =nf(z,y) em D.

Verifique que as seguintes fungoes sao homogéneas:

z? — 3zy + y?
V222 4 32

11. Com as hipéteses do Exercicio 10 da Segao 2.1 e admitindo que x = rcosf e y = rsen 0, deduza

z:m2+y2 e z=

as equagoes de Cauchy-Riemann na forma polar:

Oou 1 0v v 1 0u )
o ~ro0 ¢ v~ o0 (232)

12. Se f (u,v) ¢ diferencidvel e ¢ (z,y) = f (¥ — y,y — x), mostre que ¢, + ¢, = 0.
13. Sejam ¢ e 1 fungoes reais derivdveis, com ¢’ (1) = 4, e considere as fungoes reais
flay) =@ +y*) v (a/y) e glzy)=e(/y).

(a) Mostre que zf; +yfy =2f. e (b) Calcule g, (1,1) e g, (1,1).

2.4 Derivada Direcional e Gradiente

As derivadas parciais f; (a,b) e fy(a,b) de uma funcdo diferencidvel z = f(z,y) foram inter-
pretadas como a declividade das curvas x +— f(z,b) e y — f(a,y), respectivamente. Podemos
interpretd-las, também, como taxa instantanea de variagao da fungao f (x,y) nas diregoes dos eixo z
e y. De fato, se representarmos por e; = (1,0) = i, entao:

Lt bt)=f@b)] _p [1(P )= P
t

fo(a,b) = lim 50 t

t—0

"Leonhard Euler (1707-1783), matemético suigo.
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e esse udltimo limite é a taxa instantanea de variagao da funcdo f no ponto P, na direcao do vetor ej.
Da mesma forma, a derivada parcial f, (a,b) representa a taxa instantdnea de variacao da funcao f

no ponto P, na dire¢do do vetor es = (0,1) = j, isto ¢,

£, (a,b) = tim | {22+ —f(a,b)}

t—0 t

f(P+tez) — f(P)
t

= |
Consideremos, agora, o problema de medir a taxa instantanea de variagdo da fungdo f no ponto
P, na dire¢io unitdria u = (cosf)i+ (send)j do R2. A nogio de derivada parcial serd estendida a
diregdo unitdria u e para isto suponhamos que o ponto P (a,b) seja interior ao conjunto D, dominio
da funcao f. A Derivada Direcional de f no ponto P, na dire¢ao do vetor u, é definida pelo limite

oy [ L0480 P
t—0 t

= lim
t—0

[f(a+tcos€,b+tsen9) — f(a,b)
t )

caso o limite exista, e as notacoes mais utilizadas para representar a derivada direcional sao as

seguintes:

0L (P), Vuf (P) ou Duf (P).
O plano 7 que passa no ponto P e é paralelo ao eixo z e ao vetor u intercepta o grafico de f na curva
v, cuja declividade é m = 8—u(P), como ilustra a Figura 2.7.

Observagao 2.32 Conforme ressaltamos no inicio da se¢ao, as derivadas parciais f, e f, sao derivadas
direcionais especificas, nas dire¢oes i (dire¢io x) e j (dire¢do y), respectivamente. Quando a fungao f
¢ diferencidvel no ponto P, nao apenas as deriwadas parciais f, e f, existem no ponto P, as derivadas

direcionais de f no ponto P existem , em qualquer dire¢do.

-~

z=f(xy)

Figura 2.7: Visao geométrica da derivada direcional.

Exemplo 2.33 Seja f(z,y) = yexp(zy) definida em R? e determinemos a derivada direcional de f
no ponto P(0,0), na dire¢cao do vetor v.=4i+ 3j. Temos que:

v|=V42+32=5
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e, considerando a dire¢do unitdiria u=v/|v| = %i + %J, colinear com v, obtemos:

of _ o [ £(42/5,3t/5) = £(0,0)] _ 5. 2 _
5y (0,0) = lim ; = 5 lim [exp (12¢%/5)] = 3/5.
O sinal positivo da derivada direcional indica uwm processo de crescimento de f. |

Algumas fungoes do cdlculo, embora descontinuas, tém derivada direcional em qualquer direcao e

outras s6 tém derivada direcional nas diregoes i e j. Vejamos os exemplos a seguir.

Exemplo 2.34 Na se¢io 2.2.2 FExemplos Classicos I, apresentamos uma funcdo descontinua e parcial-
mente derivdvel. Na verdade, a derivada direcional pode existir em qualquer direcao e, ainda assim,

a funcao ser descontinua. Vamos mostrar que isto ocorre com a func¢ao

2
Ty
f(x,y): 51/'2"_?/4’ se JI#O

0, se x =0.

que é descontinua em (0,0), mas a derivada direcional Dyf (0,0) existe em qualquer diregao.

Solucao Na trajetéria = y?, temos

y4
i F o) =t () = 1727 70,0

(z,y)—(0,0) z—0
r=y?

e, portanto, f é descontinua em (0,0). Se u = ai + bj é uma dire¢ao unitdria do R?, entdo

ab?
= a2 + 124’
0, se a=0

f(0+ta,b) — f(0,0)
t

se a#0

e temos

Duf (0,0) = lim

t 0, se a=0.

F(0+ta,b) — £(0,0) :{ b2/a, se a#0

Exemplo 2.35 Verificar que as derivadas direcionais na origem da funcio f : R? — R definida por

P

s0 existem nas diregoes i e j.

Solucao De fato, no Exemplo 2.4 vimos que as derivadas direcionais f; (0,0) e f; (0,0) sdo ambas
iguais a zero e se u = (cosf)i+ (senf)j é uma dire¢do unitdria nao paralela aos eixos, isto &, se
cosf # 0 e senf # 0, entdo:

f(O+tu)— f(0) f(tcosO,tsend) 1t2cosﬁsen9 ~ cosfsend

t B t ot t2 B t
f(0+tu) — f(0)
t
direcional de f na origem, na dire¢do u, nao existe. |

de onde conclufmos que nao tem limite (finito) quando ¢ — 0, isto é, a derivada
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Teorema 2.36 Se f: D C R? — R é uma funcao diferencidvel no ponto P(a,b), interior ao conjunto
D, eu= (cos)i+ (send)j é uma direcio unitdria do R?, entio a derivada direcional de f no ponto

P, na direcdo u, existe e é dada por:

g‘lfl(a, b) = g‘i(a, b) cos 6 + g‘;(a, b)sen 6. (2.33)
Demonstracao Se f é diferencidvel no ponto P, entao

f(P+tu) = f(a,b) + fz(a,b) - (tcos8) + fy(a,b) - (tsend) + E(tu),
onde o erro F (tu) é tal que

lim [E@“)] i [E(t cos ), ¢ sen 0)

t—0 t t—0 t
Logo,
P +tu) — f(P
lim [f( + ‘1) I )] — f2(a,b) cosf + f,(a,b)sen,
como querfamos ]

De (2.33) resulta que

% (P) = [fm (P)i+ fy (P) _]] ou (produto escalar),
ou seja,
of
G D) =V eu=|IVf(P)[[cos¢ (2.34)

0
sendo ¢ o angulo entre os vetores V f (P) e u. Em outras palavras, a derivada direcional of (P) nada

Ju
mais é do que a componente do vetor gradiente V f (P) na diregdo do vetor unitdrio u e a partir da
relacao (2.34) deduzimos os seguintes fatos fundamentais:
of

(i) O maior valor da derivada direcional =~ (P) é ||V f(P)]| e ocorre quando ¢ = 0, isto é, quando u

ou
Vf(P
apontar na direcao do gradiente: u = L

VIR

(ii) O menor valor da derivada direcional or (P) é — ||V f(P)|l e ocorre quando ¢ = m, isto é, quando

ou

u apontar na direcao oposta ao gradiente.

(iii) Quando a derivada direcional é positiva, ela representa a taxa de crescimento da fungao e o

gradiente aponta na direcao segundo a qual a funcao cresce mais rapido.

(iv) Quando a derivada direcional é negativa, ela representa a taxa de decrescimento e na diregao do

gradiente a fungao decresce mais répido.

No caso de funcgoes de trés ou mais varidveis, a definicao e o cdlculo da derivada direcional sao

semelhantes ao que descrevemos para funcoes de duas varidveis. Vejamos alguns exemplos:
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Exemplo 2.37 Calcular a derivada direcional da funcio f(z,y,z) = 222 + 3y? + 22, no ponto
P(2,1,3), na diregao do vetor v =1— 2k.

Solugao Temos que |v| = /5 e consideramos a direcio unitdria u colinear com v

1 2
u= > = —j- k.

vl VB V5
Um célculo direto nos da V f = 4xi + 6yj + 22k, de modo que V f(P) = 81+ 6j + 6k e, assim:

O (p)=Vf(P)ou=—L

O sinal negativo indica que a fungao decresce a partir do ponto P, na direcao u. |

Exemplo 2.38 O wvalor mdzimo da derivada direcional da funcao f : R® — R definida por

Solugao Temos que
—2z £, = —2y —2z
@2+ 2 +22)% Y (a2 4 g2+ 22)

fx:

e no ponto P(1,1/2,—1), obtemos

2 22 2
~ 16 efy(P):_E

e o valor méximo da derivada direcional de f em P(1,1/2,—1) é igual a

5 1

IVS(P)ll = /1P + £y (PR + (P2 = ;. W

Exemplo 2.39 A temperatura em um ponto (x,y) da placa circular D : x? + y?> < 4 é dada por
T (z,y) = 23 + xy?. A direcio a partir do ponto P (1,1) da placa em que a temperatura cresce mais

rdpido é precisamente v = VT (P), isto é
v="T,(1,1)i+T,(1,1)j=4i+2j

e a tara mdrima de crescimento da temperatura nessa dire¢ao é ||VT (P) || = v/20. [ |

2.4.1 Variacao Estimada

Se u = (cosf)i+ (senf)j é uma direcio unitdria do R? e f : D C R? — R ¢ diferencidvel no ponto
P (a,b), interior ao conjunto D, a derivada direcional Dy f (P) mede a taxa de variagdo de f (z,y) em
relagao & distancia medida na dire¢ao unitaria u. De fato, observando a Figura 2.8

vemos que PQ = su e, portanto, a reta [ tem equagoes paramétricas

T =a+ scosf
y=>b+ ssend,
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X

Figura 2.8: Variagao em relacao a distancia.

de onde resulta que 2’ (s) = cos e y' (s) = sen 6. Logo,

_

Duf (P) = £, (P)cos0+ f, (P)send = £, (P)a' (s) + £, (P)y/ (s) = - (P)  (235)

e de (2.35) deduzimos que df (P) = Dy f (P) ds. Ressaltamos aqui a semelhanca com o caso unidimen-
sional em que temos df = f' (x) dx.
Exemplo 2.40 Determinemos a variag¢io do valor de f(x,y) = xexp(y), se o ponto (x,y) se move

ds = 0.1 unidade a partir do ponto P(2,0), em dire¢ao ao ponto Q(4,1).

Solugao Temos f, = exp(y) e f, = xexp(y), de modo que f,(P) =1 e f,(P) = 2 e, portanto,
Vf(P) =1+ 2j. A derivada direcional de f no ponto P, na diregao do vetor v=PQ =2i+j, é

4

_ — (3 : 254 15 7
Duf (P) = VI(P) s = (i+2]) o (Gri+ &) = .

onde u ¢é a normalizagao do vetor v. Logo,

4 0.4
df = Dyuf (P)ds = 7 (0.1) = NG

ou seja, df ~ 0.18 unidade é a varivagao crescente de f. ]

2.4.2 Plano Tangente e Reta Normal

As superficies consideradas até o momento foram descritas, na forma explicita, por uma equagao do
tipo z = f (x,y), onde (z,y) € D, e representaram graficos de fungoes diferencidveis. De forma mais
geral, uma superficie S do R? é descrita, na forma implicita, por uma equacao do tipo F (z,y,2) = 0,
sendo F (z,v, z) uma funcdo diferencigvel em uma regido €2 do espaco R®. Consideremos na superficie
S uma curva vy (t) =z (t)i+y(t)j+ 2 (t) k, to <t < t1, cujo gréfico passa pelo ponto P (a,b,c) de S,

isto é, F' (v (t)) = 0 e apliquemos a Regra da Cadeia para concluir que:
F, (P)z' (t)+ F, (P)y' (t)+ F, (P) 2 (t) = 0. (2.36)
Como no caso de duas varidveis, o vetor
VF(P)=F,(P)i+ F,(P)j+ F,(P)k

recebe o nome de Vetor Gradiente de F' no ponto P, também denotado por grad F' (P), e de (2.36)
deduzimos que
VF (P)ey (t)=0, (produto escalar)
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de modo que o vetor VF (P) ¢ perpendicular ao vetor velocidade ~/ (¢)
A totalidade dos vetores velocidade +' () constituem o Plano Tangente a superficie S no ponto
P. Assim, o plano tangente passa no ponto P e é normal (ortogonal) ao vetor VF (P); a equagao

cartesiana do plano tangente é, portanto,

PQeVF(P)=0| ou |F(P)(x—a)+ Fy(P)(y—b)+ F.(P)(z—c) = 0. (2.37)

A Figura 2.9 ilustra graficamente o plano tangente.

plano tangente

Figura 2.9: Visao geométrica do plano tangente.

No caso em que a superficie é descrita na forma explicita por z = f (z,y), consideramos
F(z,y,2) = f(z,y) -
e as derivadas parciais de F' no ponto P (a,b, f (a,b)) s@o
Fy(P) = fz(a,b), Fy(P)= fy(a,b) e F,(P)=—1.
O plano tangente é governado pela equagao
fz(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y —b) — (2 — f(a,b)) =0,

conforme foi estabelecido na Segao 2.2..
A Reta Normal a superficie S, no ponto P(a,b, c) da superficie, é a reta que passa em P, na dire¢ao

do vetor Vf(P). A Equacao Vetorial da reta normal é:

PQ=t-VF(P), teR| (2.38)

sendo @ (z,y, z) um ponto genérico da reta. Na forma paramétrica, a reta normal é descrita por:

x=a+t-Fy(P)
y=a+t-Fy(P)
z=a+t-F,(P)

(

e, no caso em que as derivadas parciais F,(P), Fy(P) e F,(P) sao todas diferentes de zero, podemos

expressar a reta normal na Forma Simétrica:

r—a y—b z-c
F.(P) F,(P) F,(P) (2.39)
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Exemplo 2.41 Determinar o plano tangente e a reta normal & superficie S : 2% +y* + 322 =5, no
ponto P (1,1,1).

Solugdo Neste caso, consideramos F (z,y, z) = 2% + y% + 322 — 5 e o vetor gradiente de F' no ponto
P(1,1,1) e
VF (P) = 2i+ 2j + 6k.

O plano tangente & superficie S no ponto P tem equagao cartesiana
2 —-1)+2(y—1)+6(z—1)=0 ou z+y+32—5=0.
e a reta normal é

r=1+2¢
y=1+2¢ ou = = . |
z=1+6t, teR,

Exemplo 2.42 A Figura (2.10) ilustra a reta tangente e a reta normal a uma curva v do R?. Supondo

2

que a curva vy seja descrita pela eugagdo cartesiana v : x° — xy + y2> — 7 = 0, determinar as retas

tangente e normal & curva 7y, no ponto P (—1,2).

Solugdo Se f(x,y) = 22 —xy +y% —7, entdo Vf (—1,2) = —4i +5j e as retas tangente e normal no
ponto P(—1,2) sao descritas por

reta tangente: PQeVf(-1,2)=0
reta normal: PQ=1tVf(-1,2),

onde Q (z,y) é um ponto genérico da reta. Em coordenadas, as equagoes dessas retas sao

reta tangente: 4r —by+14=0
reta normal: r=-14+4t e y=2+4+5t ou dr+4y—3=0. |

Figura 2.10: Retas tangente e normal.
A Figura 2.11 sugere uma curva v do R? determinada pela intersecio de duas superficies
S1:F(z,y,2)=0 e Sy:G(x,y,2) =0,

com vetor tangente no ponto P (a,b,c) dado pelo produto vetorial VF (P) x VG (P) dos vetores
normais aos planos tangentes a S; e So em P. A reta tangente a curva v no ponto P é descrita pela

equacao vetorial:

PQ =t [VF(P) x VG(P)] (2.40)
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sendo @ (z,y, z) um ponto genérico da reta. As equagdes paramétricas da reta tangente sao

r=a+t(F,G, - F.Gy)
y=b+t(F.,Gy — F,G,)
z=c+t(F,Gy — F,Gy)

e na forma simétrica a reta tangente é descrita por

rT—a B y—2>b B z—c
F,G,-F.G, F.G,—FG, FG,—F,G,

(2.41)

onde as derivadas parciais sdo calculadas no ponto P. Os denominadores em (2.41) sdo precisamente
as coordenadas do vetor VF (P) x VG (P), supostas nao nulas.

VG(P)

VF(P)xVG(P)

= VF(P)

Figura 2.11: Intersecao de duas superficies.

Exemplo 2.43 Consideremos as fungdes diferencidveis

F(zy,2)=2 41> +22 =3 e G(z,y,2)=x+2y—2z—1,
e seja vy a curva intersegio da esfera F (x,y,z) =0 com o plano G (x,y,z) = 0. No ponto P (1,1,1)
temos VF (P) = 2i+2j+2k e VG (P) = i+j+k e o vetor tangente a curva v no ponto P €, portanto:

i j k
VF(P)xVG(P)=|2 2 2 |=-8i+6j+2k
1 2 -2

A reta tangente & curva v em P é descrita por:

z=1-8t y=1+6t e z=1+2L. (forma paramétrica)
x—1 y—-1 =z-1
-8 6 2

(forma simétrica) [

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.4

1. Calcule a derivada direcional da funcao z = f (z,y) no ponto P, na diregao indicada:
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10.

(a) z =% +52%y; P(2,1), na direcio da reta y = .
(b) z=yexp(zy); P(0,0), na direcao da reta v = 4i + 3j.
(c) z =22 —y?% P(2,3), na direcdo tangente & curva 2z + 5y% = 15, no ponto (0,/3).

of
Calcule a derivada direcional —— nos seguintes casos:

Ju
(a) f(z,y,2) =e Ysenx + %e*3y sen3z + 2%, P(r/3,0,1) e u = _%i + ?j + %k.
(b) f(z,y,2) =a?y+3yz% P(l,—1,1)eu=2%i—2j+ 2k
() f(w,9,2) =log (22 +y2+22); P(1,1,1) eu=—3i+1j+ Ik
Calcule o valor méximo da derivada direcional de w = f (x,y, z) no ponto P:

(a) w=(22+y*+ 22)71 ; P(1,2,-3) (b) w=exp(x)cos(yz); P(1,0,7).

. Seja z = f (z,y) uma funcao diferencidvel em cada ponto do circulo z2 + y? = 1. Mostre que a

derivada direcional de f no ponto (z,y) na diregao tangente ao circulo é —y f, + x f,,.

. Encontre o plano tangente e a reta normal a superficie dada no ponto indicado:

(a) z=2"—y* P(1,1,0) (¢) z=aya?+y? P(3,-4,15)
M) 22+22+322=6; P(1,1,1) (d) z=+/9—-22—y% P(-1,2,2).

Determine as equacoes paramétricas da reta tangente & curva v dada, no ponto P indicado.

3r—by—2+7=0 2+ 422 =4
(a) 7: N (c) ~: L
y=2; P (1,2,0) x=1; P(1,1,V?2)

2?2 +y?+ 22 =14 z = 2xy (22 + y? !
CIE @ s (@ v
x=1; P(1,3,2). y=-—1 P(1,-1,-1).

Seja v a curva em R3 descrita por: & = sent, y = sent e z = cos2t, 0 < t < 27. Mostre que
a curva v estd contida no paraboloide 2 + y? + z = 1 e determine a reta tangente e o plano

normal & curva no ponto correspondente a ¢t = 7/4.

Em cada caso verifique que V f é normal as curvas ou superficies de nivel.

(a) f(z,y) =2 +y°
(b) f(z,y) = exp (2? +y?).
(c) f(z,y,2) =222 + 2y — x2.
Seja f (z,y,2) = 3z + 5y + 22 e denote por n o vetor normal exterior & esfera z2 +y% + 22 = r2.

Calcule a derivada direcional Dy f (z,y, z).

Calcule a derivada direcional no ponto P (3,4, 5) da funcio w = 2% +y?+ 22, na direcdo tangente

22 +y?—22=0
202 4+ 2y% — 22 =25

a curva

no ponto P.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Seja f : R?2— R a funcio definida por

2
f(IL‘ y) = %’ se (xay) 75 (0,0)

0, se (z,y) = (0,0).

Verifique que f é continua, tem derivada direcional na origem em qualquer direcao, mas nao é

af diferencigvel.

Admitindo as operagoes possiveis e considerando a e b constantes reais, prove as seguintes regras

de derivacao:

(a) V(af +bg) =aVf+bVyg.

(b) V(fg) =gV [+ fVy.

(© V(f/g) = ng‘fvg

Seja r = xi + yj + zk o vetor posi¢ao do ponto P (z,y, z) do R? e seja r = | |r||. Se f(t) ¢ uma

funcéo real de uma varidvel real, derivdvel, mostre que:

V(r)=f(r)- (2.42)

e usando a férmula (2.42), calcule V (r), V (1/7) e V (logr).
Sejam 0 < a < 1/2 e f(z,y) = |zy|”. Mostre que:

(a) f(0,0) = f,(0,0) =0.

(b) f tem derivada direcional na origem apenas nas diregoes i e j.

Determine a reta tangente & curva -, no ponto P indicado:

322 +yP +2=4
(a) v: a:2 y2 22 no ponto P (1,2,-3).
—x° +y° 4+ z¢ = 12;

no ponto P (1,—-2,0).

(b) ~: 3zy+2yz+6=0
7 22 —2x2 + 9Pz = 1;

Calcule a derivada direcional no ponto P (1,2,3) da funcio w = 222 — 32 + 22, na direcdo da

reta que passa nos pontos A (1,2,1) e B(3,5,0).
Seja v a curva de equacdes paramétricas x =t, y =12 ez =13, teR.
(a) Determine a reta tangente e o plano normal & curva -, no ponto P (2,4, 8).

(b) Determine a reta tangente a curva -y, que passa no ponto P (0,—1,2).

(c) Verifique se existe reta tangente a curva -y, passando no ponto P (0, —1, 3).

Sejam f : R — R uma fungao derivével, com f'(¢) >0,V ¢, e g (z,y) = f (2% + y*) . Mostre que

a derivada direcional Dy g (z,y) serd maxima quando v = xi + yj.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Se f: R — R é uma funcao real derivdvel, mostre que qualquer plano tangente & superficie de

equagao z = yf (z/y) passa pela origem.

Determine o plano tangente & superficie z = 222 + y? — 3zy, paralelo ao plano de equacio
10z — 7Ty — 2z +5=0.

Determine um plano que passa nos pontos P (5,0,1) e @ (1,0, 3) e que seja tangente a superficie
22+ 22 + 22 =T.

Determine os pontos da superficie z = 8 — 322 — 232, nos quais o plano tangente é perpendicular
aretar=2-3t,y=7+8tez=5—t.

Determine em que ponto da superficie z = 322 — y?0 plano tangente ¢ paralelo ao plano de

equagao 3x +y + 2z = 1.

2

Determine em que pontos da superficie z = 22 — 2y + 42 — 2z + 4y o plano tangente é horizontal.

Mostre que qualquer reta normal & esfera 22 + y? + 22 = r2 passa pelo centro da esfera.

A temperatura T no ponto (z,y) de uma placa metdlica circular, com centro na origem, vem

dada por:
400

T2t a2t y?

Qual a diregao que se deve tomar a partir do ponto A (1,1), de modo que a temperatura aumente

o

T (x,y)

o mais rapido possivel e com que velocidade T (x,y) aumenta ao passar pelo ponto A nessa

direcao?
Um ponto P se move ao longo de uma curva v em um campo escalar diferencidvel w = f (x,y, 2)

: ds ) IR . A
a uma velocidade —. Se u ¢é a tangente unitdria a curva -, prove que a taxa instatinea de

dt

variagao de w em relacao ao tempo, no ponto P, é:

ds

Vfeu)—.

(VSew
A superficie de um lago é representada por uma regiao D do plano xy de modo que a profundidade
(medida em metros) sob o ponto (z,y) é p(z,y) = 300 — 22 — 2. Em que direcio um bote no
ponto A (4,9) deve navegar para que a profundidade da dgua decresca mais rapidamente? Em

que direcao a profundidade permanece a mesma?
A temperatura no ponto (z,v, z) do cilindro 22 + 3? = 1 vem dada em °C' por:
T (z,y,2) =xy+ 2.

Qual a taxa instantanea de variagao da temperatura, em relagao a t, ao longo da hélice x = cost,

y=sent e z=t? Qual a taxa no ponto P (1,0,0) da hélice?

A temperatura no ponto (x,y) de uma placa retangular é T (x,y) = zsen2y °C. Um ponto P
se move no sentido horério, ao longo do circulo z? + 4% = 1, a uma velocidade constante de 2
unidades de comprimento de arco por segundo. Qual a velocidade de variacao de temperatura

no instante em que o ponto P se situar em (1/2, \/3/2)?
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RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA A PRENDER 2.1

1. As derivadas sdo calculadas usando regras basicas de derivacdo. As respostas estdo dispostas na

ordem zg, zy, Zzz, Zyys Zyz-

f) —yD™', —zD™!, —22y3D2 —223yD 2 e (:L‘2y2 —x— 2x2y3) D—2. (D =1+z%7?

2 () 7/64+2/V3 (D)0 (©) fay (1,0) = fyu (1,0) =0 (d) —1.
3. Se fizermos A = A(z,y) = exp (—1/ (2% + ¢?)), entdo no ponto (z,y) # (0,0), teremos

2z A 2yA

fo(z,y) = W e fylz,y) = (

22 + 42)2
e na origem as derivadas sao calculadas pela defini¢ao. Usando a regra de L'Hopital, obtemos

h —1/h? —1/k?
£2(0,0) = lim 20 _ i, € :0efy(0,0):]£in%)e

=0.
h—0 h h—0

Agora,
_8f$ 1 fx((),k)_fJC(OaO) _ 13 0 _
foy (0,0) = 5,7 (0,0) = Jim, 2 = =0

De modo inteiramente andlogo, prova-se que fy; (0,0) = 0. Note que fz, (0,0) = fy. (0,0).

4. As derivadas f, e f, ja foram calculadas no Exemplo 2.7 e para verificar a continuidade da

derivada parcial f, na origem, use a propriedade do confronto. Se (z,y) # 0, entéo

vly =y +42%° | _ lylyt + [yl 2® + 42%y? Jy|

< <6lyl,
(22 + y2)° (22 +y2)?

0< |fx (a:,y)| -

de onde resulta lim, ) 0,0) fz (z,¥) = 0 = f2 (0,0) e, consequentemente, f, é contiinua em

(0,0). De modo inteiramente andlogo, prova-se que f, é conttinua em (0,0).
5. Como f (z,y) = 2% + 3, entdo f, = 2z e, sendo assim, f, (P) =2 (:102 + y2). Por outro lado,
f(P)=(2® + ) +9° = + 22°% + ¢ + 4/

de onde resulta
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6. Como z, = —(2? — y?)y? (2 + y2)72 e zy =23y (2% + y2)72, temos que

2(z? — y2)y? 2032 B w12

+ = =z
@y @ Py

T2y + Y2y = —

7. Procedimento semelhante ao Exercicio 6.
8. Procedimento semelhante ao Exercicio 6.
9. Como Uy, = 24 e uyy = 2C, temos que Au = 0 se, e somente se, A+ C = 0.
10. Das relagoes u, = vy € uy = —vz, segue que Uzy = Vyg € Uyy = —Vgy.€ COMO Vgy = Uy, €ntao

AU = Uy + Uyy = Vyg — VUgy = 0,

ESCREVENDO PARA A PRENDER 2.2

1. (a) Usando coordenadas polares, segue que

3 20
lim () = lirr(l) 3r° cos“Osind _0,

(2,9)—(0,0) r?

independente de 6 e, portanto, ( l)inr%0 O)f(x,y) = 0 = f(0,0), de onde segue a con-
x7y - b

tinuidade de f em (0,0).

(b) As derivadas parciais f; e f, sdo dadas por:

_bayt

fx(ﬂ?,y) = (x2+y2)2’ ( 7y)7é(0,0)
0, se (z,y) = (0,0)
3@’ -y

fw(%y) = ($2+y2)2 ’ ( ay) 7& (0,0)
0 se (z,y) = (0,0).

Assim, considerando os caminhos y = 0 e y = z, vé-se que f; e f, nao tém limite em (0, 0),
e portanto, f, e f, sao descontinuas em (0, 0).
(¢) Considerando os caminhos h =0 e k = h, vé-se que
E(hk)  3h%k
VRZ+ 2 (b2 4 g2)2

nao tem limite em (0,0). Portanto, f nao ¢ diferencidvel em (0,0). Isto ndo contradiz o

Lema Fundamental, pois neste caso ele nao se aplica.

2. As derivadas parciais f;(0,0) e f,(0,0) existem e

f(0,y)
y

=1.

h&m:hmﬂ%m:—leh@mzhm
X y—0

z—0
Por outro lado,
B2 — hi E(h, k) h2k + hk?
Eh,k: h’k;_ h,k: e ) = — )
R = =y rawr:
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3.

e ao longo do caminho k£ = mh, com h > 0, tem-se

E(h,k) . 3(m +m? m + m?

lim ————= = lim —M:—i
(hk)—(0,0) VA2 + k2 h—0 h3y/ (1 +m?2)> \/m

e o limite em (0,0) nao existe. Portanto, a fungao f nao é diferencidvel em (0, 0).

(a)
(b)
()
(d)
e)
)

)

(
(f

(g

Verdadeiro. (Teorema 2.13).

Verdadeiro. (Teorema 2.14).

Falso. A fungdo do Exercicio 1 é um contraexemplo

Falso. (Exemplo 2.4)

Verdadeiro. A afirmagéo é o Lema Fundamental.

Falso. Veja um contraexemplo em 2.2.3 Exemplos Classicos II.

Falso. A existéncia das derivadas f, e f, nao garante sequer a continuidade.

. Todas as funcoes apresentadas e suas derivadas z, e z, sao fungoes elementares do célculo sendo,

portanto, continuas no interior de seus respectivos dominios. Como as derivadas parciais sao

continuas temos, pelo Lema Fundamental, que as funcées sao diferencidveis.

(a)
(b)
()
(d)
(e)

(f)

. Antes de responder, confira o Exercicio 3.

Como f(x,y) = exp(—y) e fy(x,y) = —xexp(—y) s@o continuas no ponto P (1,0), segue

do Lema Fundamental, que f é diferencidvel em P

Como f, nao existe em P, a fungdo f nao pode ser diferencidvel em P.

A derivada f, nao existe em P (0,0) e a fungao nao pode ser af diferencidvel.
Veja em 2.2.3 Exemplos Cldssicos I1.

As derivadas parciais f; e f, nao existem em P (0,0) e a fungao nao é diferencidvel em
P(0,0).

No domfnio D = {(z,y) : 2 > 0} a fungao reduz-se a z = y/x (1 + y2), com derivadas
parciais
1+y° zy
z,y) = ————— e fylz,y) = —F—=
Ja(w,y) = 3 ) fy(z,y) 01

continuas em DT. Deduza, a partir do Lema Fundamental, que f ¢ diferencidvel em DT. No
dominio D™ = {(z,y) : + < 0} a conclusdo é a mesma. Em um ponto P (0,b), a derivada
parcial f, ndo existe, fazendo com que a funcao f nao seja diferencidvel. Concluimos entao

que z & diferencidgvel em D~ U D™,

6. Calcule as derivadas parciais f, e f, e use a definicao df = f.dx + f,dy.

(a)
(b)
()

()

df = (152 + 8zy) dx + (42 — 6y?) dy.
df = yze*dzx + ze*dy + ye*dz.
df = {sen <1f$2> — (ﬁ”jg)g coS <1fm2>] dx + [pf? coS (H%)} dy.

xdy — ydz
df = ————.
f x2+y2




A. de A. e SILVA & M. P. MATOS

72 CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS
b Se (‘T"?y?’z) # (07070)

se (z,y,2)=(0,0,0).

7. Note que f(z,y,2) = f(y,z,2) = f(z,y,7) e
yz(—2? + y? + 2?)
fo(@,y,2) = (22 + 9% + 22)2
0,

Usando simetria, segue que fy(z,y,2) = fz(y, 2, 2) e fy(x,y,2) = fo(2,y,2), ou seja, as derivadas

parciais existem. Além disso,
E(h, k1) hkl
RHE2+12 (B2 4+ k2+12)3

temos, ao longo do caminho h =t, k=tel =1, que

hkl — lim t3 1

3 3V3

=1
=0 (3¢2)

lim = 3
(hk,D)=(0,0,0) (2 4 k2 +12)2

Portanto, f nao é diferencidavel em P(0,0,0).

ESCREVENDO PARA A PRENDER 2.3
1. Se F(t) é uma primitiva de log(1 + sen®t), isto &, se F’(t) = log(1 + sen?t), segue do Teorema

Fundamental do Calculo que
flz,y) = F(y) — F(z)

e da Regra da Cadeia, obtém-se
%y _ F' (x) gy = —[log(1 + sen®z)].
z

falw,y) = F' (y) 5

Portanto, f;, = 0. De modo inteiramente andlogo,
— 2 2 2
Jry = 2X exp (cosw y) [1 — x”ysen (ac y)]

B(z,y)
@ (t)dt, entao fr = o (B (z,y)) B, — ¢ (a(2,y)) g

De forma geral, se f (z,y) = /
a(z,y)

y (y—xcos(x/y)) e fy =5 (y—wcos(z/y)),

2. Como
fx = Ty
(y —zcos(z/y)) = 0.

(y — zcos(z/y)) + y%

xT

temos que
Tfe + yfy = Ty

3. Use regras de derivagao e mostre diretamente que f, =0e f, = 0.

4. Se u=u(z,y) = x — y segue da Rega da Cadeia que
Pr = fuua: = fu € Py = fuuy - _fu

e, portanto, v, + ¢, = fu — fu = 0.A outra relagdo prova-se de modo similar

5. Usando a Regra da Cadeia 2/(t) = 2,2’ (t) + 2y’ (t), encontra-se
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6.

10.

11.

(a) 2/(t) = (sent + cost)exp(t) + (1 + tcost) exp(sent).
2logt + 2t exp(2t)

(b) 2'(t) = T
t |1+ exp(2t) + (logt)

3t® — costsent

c) Z(t) =
(c) #() V6 + cos?
(d) 2/(t) = 12t1 + 7¢6 4 5t

Da Regra da Cadeia, resulta:

(a) wy = 322 + 12y% + 122y + 182 — 6y e wy, = 622 + 24y* + 24ay — 6z + 2y.
(b) wy = 624 + 18y> 0w — day + 18y.
x® + 9xy? Vo at 4 9y?
(c) wy = 2\}@ (6zy + Ty) e wy = % (322 + Tz).
Y sen (:U +y+ \/aTy)
2./7y ’
T sen (1: +y+ \/:Ty)

wy:—sen(a:+y+\/:7y)+ NG .

Usando o mesmo raciocinio do Exercicio 1 da Secao 2.3, obtém-se

(d) wy = —sen (z+y+ /zY) —

2.8 8.2 2.8 8.2
fr = —st"T 4 Ardse™ Y, fo = —drsde” S 4t s

frs = —43° (1 + 27“258) ers + or12¢r"s”,

. Da Regra da Cadeia, resulta

2 2 2 2
I
xxr — ~Tr ™ - Tr T .
R 72 A
Logo,
22 4+y? 1 2?42 1
Az = zga + 2yy = Zrr r2 + ;ZT’ 2 Zrr + ;Zr

. Da Regra da Cadeia, resulta

wy = f (W) up € wee = f" (w)ud 4 ' (u) Uge
e também wy, = f" (u) uZ + f' (u) uyy. Logo, Aw = f" (u) (u2 +uZ) + f' (u) Au.
Derivando a equacao f (tz,ty) = t"f (z,y) em relagao a t, chega-se a
folta,ty)z + fy(te, ty)y = nt" =" f(z,y),
e considerando t = 1, resulta
fo(@, y)x + fy(z,y)y = nf(z,y).
Da Regra da Cadeia, segue

Up = UgpZy + UyYr € Vg = UzxZp + VyYo

73

e, usando as relagoes u, = vy, Uy = —v;, T, = cosl, y, = senl, xg = —rsend e yy = rcosb,

obtém-se

5 = cos Qv — sen v, = +(—r sen Ov, + 7 cos Ovy) = igg

De modo inteiramente andlogo chega-se a vy = —%’U,g.
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12. Da Regra da Cadeia, resulta
Zp = fulle + fove com zy = fuuy + fovy,
comu=z—yev=y—x. Comou, =v,=1eu, =v, =—1 temos que
2o+ 2y = (futte + fovz) + (furty + fovy) = (fu = fo) + (=fu+ fo) = 0.

13. Pondo u = x/y e usando a Regra da Cadeia, resulta

@ fo=200 (5)+ @470 (5) () © fo=20 (5) + 2 +00)v () (57)
e, portanto,
ofe+yfy =2 (2 + %) ¥ (z/y) = 2f.

(b) gz = ;¥ (z/y) e gy = #¢ (x/y). Logo, g» (1,1) =1e g, (1,1) = 1.

ESCREVENDO PARA A PRENDER 2.4

[

. (a) 26v2, (b) 2 e (¢) £ (6 +20V3).
. (a) (5—6) /4, (b) —22/3 e (c) 2/9.
. (a) V14/98 e (b) e ~ 2.71.

[\

w

4. Como n = 2zi+ 2yj é o vetor normal ao circulo 22 +y? = 1 temos que v = —2yi+ 2zj é o vetor

tangente ao circulo z2 + y2 =1le

u=—v=—yi+zj

vl
¢é o vetor unitdrio tangente. Logo,

O Vfeu=(fufy) s (v2) = —ufs + 2y

5. A equagao do plano Tp, tangente a superficie F'(x ) =0, no ponto P(a,b,c) é:

'Yy %
—
Tp : VF(P)e PQ = 0.

(a) VF(P)=2i—-2j—k, Tp:2x—2y—=z=0¢

r—1 y—1
== -z
2 -2

reta normal:

(b) VF(P)=2i+4j+6k, Tp:x+2y+32==6¢

reta normal: = =

(c) VF(P):%i—F—%j—lk, Tp:43x — 24y —bz=15e

- 4
reta normal: b(z—3) = by +4) =—z+15

43 24
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(d) VF(P)=—-2i+4j+4k, Tp:z—-2y—22+9=0e¢

x+1 y—-2 z2-2
-2 4 4

reta normal:

6. Confira o Exemplo 2.43.
(a) Se F(z,y,2) =3x—by—z+7e G(x,y,z) =y — 2, entao
VF(P)=3i-5j— 1k, VG(P)=j e v=VF(P)x VG(P) =1+ 3k
e areta tangente &: =14+t y=2 e z=3t tekR
by z=1, y=t e z=¥ -3¢ teR
) =1, 3 _L1i teRr

y=1 e z:\/i_\/i
(d) z=t, y=—-1 e z=t—-2,teR.

—~
o

7. Para mostrar que 7 estd contida no paraboloide 22 4 32 + z = 1, basta substituir as coordenadas

de 7 na equagao do paraboloide e comprovar a identidade. O vetor tangente & curva y é
v=+'t)=2't)i+y(t)j+ 7 (t)k
e no ponto ty, v= gi + @j — 2k. A reta tangente é
w=f2+@t, yzg—i—@t e z=-2t, teR.

O plano normal passa no ponto P e é ortogonal ao vetor v. Sua equagao é

\@x+\f2y—4z:2.

8. Os gradientes sao: (a) Vf = 2xi+ 2yj, (b) Vf = 2zexp(x? +3?)i + 2yexp(z? +1y2)j e (c)
Vf=(4z — 2)i+4yj—zk. Em (a) e (b) as curvas de nivel sao circunferéncias e o vetor tangente

no ponto (z,y) é v = —yi+ xj. Logo, Vfev =0.
9. Se g(w,y,2) =22 + 3% + 22 — r?, entdo n = Vg = 2zi + 2yj + 2zk e, portanto,

Dyg (z,y,2) =Vge |—E| = 5 (3i+5j + 2k) e (2zi + 2yj + 2zk) = (32 + 5y + 22).

10. Confira o Exercicio 6. O vetor v = 80i — 60j é tangente a curva e a derivada direcional é

v

11. Seja u = ai + bj uma diregdo unitdria qualquer. Entao

t,bt
Duf (0,0) = P_{%f(at’) = a2b.

Em particular, f; (0,0) =0e f,(0,0) =0 e o erro da aproximagao linear de f é

h2k
E(hvk) = f(h> k) - (,O(h,k') = m7

de modo que a razao FE (h,k) /vh? + k? ndo tem limite na origem e, consequentemente, f nao

é diferencidvel em (0, 0).
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12. Basta observar que

e usar a definicdo do gradiente.

13. Sew=f(r)=f (wgy? +y? + 22>, segue da Regra da Cadeia que

X

we =" (1), wy=2f () e we="f'(r).
Logo,
R (:)r

e considerando

14. Confira o Exercicio 11.

15. Confira o Exercicio 6.

1
(a) v = —28i+ 34j + 32k; reta tangente: = =
(b) v =6i+ 4j — 6k; reta tangente: T = —

16. A direg@o unitéria é u = \/%(Qi + 3j — k) e, portanto,

Dyw = Vw e u = (4i — 4j + 6k) e 2i+3j — k) = -1,

-
V14
Note que o sinal negativo significa que w decresce na direcao considerada.

17. Confira Exercicio 7.

(a) 2=2+t, y=4+4t ¢ z=8+12t, t € R. O plano normal ¢ = + 4y + 12z.

(b) Em um ponto genérico da curva, o vetor tangente ¢ v = i+ 2tj + 3¢’k e, representando por
(@ o ponto de tangéncia, ao resolver a equacao PQ = Av encontra-se t = —1 e o ponto ) é

(—1,1 —1). Portanto, a reta tangente é

-y 241
1=—"== .
T+ 5 3

(c) Para mostrar que nao hé reta tangente pelo ponto P (0,—1,3), basta observar que nao

existe um ponto @ solucao da equacao P—Cj = ).

18. A derivada direcional Dyg serd méaxima quando u apontar na diregdo do vetor gradiente. Agora,

basta observar que
Vg (z,y) = 2f" (2% + y*) (zi + yj)

e que v = zi + yj aponta na diregao de Vg.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Basta provar que o plano tangente é governado por uma equagao do tipo Ax + By + Cz =0. A

equagio do plano tangente que passa no ponto P (a,b) é
z=fe(P)(z—a)+ fy(P)(y—b)+¢, com c=0bf(a/b)
e usando a Regra da Cadeia, encontra-se
fo (P) = f'(a/b) e fy,(P)=f(a/b) = §f (a/b)
e o plano tangente ¢  f’ (a/b)x + [f (a/b) — ¢ f' (a/b)] y — z = 0.

Determina-se d tal que 10z — 7y — 2z +d = 0. O vetor n = 10i — 7j — 2k é normal ao plano
100 — Ty — 2z +5 = 0 da equacio VF = An, onde F(z,y,2) = 22? + y?> — 32y — 2, resulta o
ponto de tangéncia P (1/2,—1,3) e a equacao do plano tangente ¢ 10z — 7y — 2z — 6 = 0.

Se o plano que passa nos pontos P (5,0,1) e @ (1,0, 3) deve ser tangente a superficie 22 + 2y? +
2?2 = 7, entdo deve-se ter VF ¢ PQ = 0, onde F(z,y,z) = 2% + 2y? + 22 — 7. Assim, obtém-se
z = 2x e considerando x = 1, encontra-se z = 2. Levando os valores x = 1 e z = 2 na equacao da
superficie, encontra-se y = +1 e seleciona-se o ponto de tangéncia P (1,1,2). Agora, determina-
se o plano que passa por P (1,1,2) e é normal ao vetor VF (P) = 2i 4+ 4j + 4k. Esse plano tem
equagao 2x + 4y + 4z = 14.

Se v = —3i+ 8j — k ¢ a direcdo da reta, entdo VF = v, onde F(z,y,z) = 322 + 2y + 2z — 8.
Assim, resolvendo o sistema VF = A\v, obtém-se o ponto de tangéncia P = (1/2,—2,—-3/4) e o

plano procurado passa no ponto P e é normal ao vetor v. Sua equacao é 12z — 32y + 4z = 67.

O vetor n = 3i + j + 2k ¢ normal ao plano 3z +y +2z — 1 =0 e se F(z,y,2) = 322 — y? — 2,
entdo VF = An e resolvendo essa equacao encontra-se o ponto de tangéncia (—1/4,1/4,1/8) e
o plano tangente é 3z +y + 2z 4+ 5/8 = 0.

Se F(z,y,2) =a® —ay +y?> — 22+ 4y — 2, entdo VF = 22 —y — 2)i+ (—z +2y +4)j — k, e
como o plano tangente deve ser horizontal, entdao VF = Ak, de onde resulta z = 0, y = —2 ¢

z = 4. Portanto, o plano horizontal que passa em P (0,—2,4) é z = 4.

Se P(a,b,c) é um ponto da esfera e F(x,y,2) = 22 +y? + 22 — 72, entdoVF (P) = 20P e a reta
normal em P é dada por P—Q) =tVF (P),t € R, isto é,

r=a+2at, y=>b+2bt e z=c+ 2ct.

Em t = —1/2, obtém-se o ponto O (0,0,0) da reta que é o centro da esfera.

A temperatura 7' (z,y) aumenta mais rapidamente na diregdo V7' (1,1) = —50i — 50j, com
velocidade |VT (1,1)| = 50v/2 °C/cm.

A derivada direcional Dyw (P) mede a varia¢ao de w em relagao a distancia s, medida na diregao

u. Portanto, a taxa de variacao de w, em relagao ao tempo ¢, é

dw dwds

ds
dt
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28. A profundidade permanece a mesma quando tan = p,/p, = m, com inclinacdo m constante.
Assim,
m=—— =y =mz.
—2x

Em particular, no ponto A (4,9), obtemos m = 9/4 e y = 9x /4.
29. Confira o Exercicio 27 da Segao 2.4.

30. Confira o Exercicio 27 da Secao 2.4. — cos (\/g) + v/3sen (\/g)




—

3. Derivadas: aplicacoes ~—

—
—

Neste Capitulo vamos aplicar os conceitos e regras envolvendo fungoes de vérias varidveis, aborda-
dos nos capitulos anteriores, a problemas praticos de maximizar e minimizar funcoes, derivar implici-
tamente uma equagao contendo vérias varidveis, etc., com aplicagoes em Economia, Administracao,
Engenharia e outras dreas do conhecimento. Alguns problemas serdo modelados e resolvidos, ocasidao
em que encontraremos os valores maximos e minimos de funcoes reais de vdrias varidveis reais e de-
scobriremos onde eles ocorrem. Por exemplo, determinaremos a maior temperatura de uma placa de
metal aquecida e em que ponto da placa a temperatura méaxima ocorre. Outro problema que serd
resolvido consiste em determinar onde uma dada superficie atinge seu ponto mais alto sobre uma
regiao do plano. Responderemos a essas questoes usando as derivadas parciais de algumas funcoes
apropriadas. Além disso, veremos o Método dos Multiplicadores de Lagrange®, um poderoso método
para encontrar os valores de maximo e minimo de fungoes sujeitas a condigbes ou vinculos externos;
por exemplo, dentre todos os tridngulos de mesmo perimetro, qual aquele de maior drea? Suponhamos
que os lados do tridngulo sejam z, y e z, de modo que o perimetro fixo p do tridngulo é dado por
2p = x 4+ y + z, e queremos encontrar o ponto P(z,y,z) que maximiza a fungao A (z,y, z), drea do

triangulo, dada pela férmula de Heron’

A(z,y,2)=plp—2)(p—y)(p — 2).

Outro problema envolvendo drea pode assim ser formulado: suponhamos que uma regiao R,y
do plano zy seja transformada em uma regiao R,, do plano uv, por meio de uma transformacao
. 2 2
T:R;, — R

2v» que pode ser linear ou nao, e que desejamos saber como as dreas A (Ryy) e A(Ryuy)

estao relacionadas. Este é um problema que envolve Jacobianos e que serd tratado oportunamente.

3.1 Maximos e Minimos

Os conceitos e resultados apresentados a seguir para funcoes de duas varidveis reais sdo, em sua
maioria, facilmente generalizados para fungoes de trés ou mais varidveis reais. No que se segue,

z = f(x,y) representa uma funcio real de duas varidveis reais, definida em um subconjunto D C R2.

Definigao 3.1 Um ponto P, interior ao conjunto D, é um ponto de mdximo local, ou mdximo relativo

de f, quando existir uma §-vizinhan¢a Vs(P) do ponto P, tal que
fQ)<f(P), vV QeVs(P).
Neste caso, f (P) é o valor mdzimo atingido por f em Vs(P). Quando ocorrer
@ <f(P), vQeD,

diremos que P é um ponto de mdzimo global, ou mdzximo absoluto, de f e f (P) serd o valor mdzximo

de f em D.

8 Joseph Louis Lagrange (1736-1813), matemético frances.
“Heron de Alexandria (aproximadamente 100 anos d. C.)
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Definigao 3.2 Um ponto P interior ao conjunto D é um ponto de minimo local, ou minimo relativo

de f, quando ezistir uma d-vizinhan¢a Vs(P) do ponto P, tal que

F(Q) = f(P), ¥V QeVs(P).

Neste caso, f (P) é o valor minimo atingido por f em Vs(P). Quando ocorrer

f@)=f(P), vQeD,

diremos que P é um ponto de minimo global, ou minimo absoluto de f, e f (P) serd o valor minimo

de f em D.

Um ponto de méximo ou minimo de f serd denominado ponto extremo. E claro que um extremo
absoluto interior ao dominio da funcdo é um extremo local e existem extremos locais que nao sao

absolutos. O seguinte quadro resume os conceitos de extremos locais ou absolutos de z = f (x,y) :

f(@Q)<f(P), VQeVsP) ~» P épontodeméximo local
f@Q<f(P),VQeD ~» P & ponto de médximo absoluto
f(Q=>f(P), VvV QeVs(P) ~ P é&pontodeminimo local
fQ=>f(P), YQQeD ~» P ¢ ponto de minimo absoluto

e a Figura 3.1 ilustra as diversas situagoes: P; e P sao pontos de maximo local e P3 ponto de méximo

absoluto; P, é ponto de minimo absoluto e P4 ponto de minimo local.

Figura 3.1: Ilustragao dos pontos extremos.
Exemplo 3.3 A origem é um ponto de minimo absoluto de f (z,y) = 2 + y? e de mdximo absoluto
de g(z,y) =1 — 22 —1% em R2. De fato, isto decorre do sequinte
(i) f(0,00=0 e f(z,9)>0, V (z,y) € R
(ii) ¢(0,0)=1 e g(z,y) <1, V (x,9) € R%
O valor minimo de f é zero e o valor mdximo de g é 1, como ilustrado na Figura 3.2. |

Com relagao ao Exemplo 3.3, ressaltamos que

Jim f(z,y) =+o0 e lim g(z,y) = —oo,
y—00 Y—00
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ZA

z=f(xy)

Figura 3.2: Mdximo e Minimo absolutos.

de onde concluimos que f (x,y) ndo tem méximo absoluto, porque seus valores tornam-se arbitrari-
amente grandes (T +o0), enquanto g (z,y) ndo tem minimo absoluto, porque seus valores tornam-se
arbitrariamente pequenos (| —oc). Essa ¢ uma boa maneira de mostrar que uma dada fungao f (z,y)
nao tem extremos absolutos. Se ao longo de um caminho « o limite de f for +00, entdo a fungao f nao

terd maximo absoluto; se o limite de f ao longo de v for —oo, a fungao f nao terd minimo absoluto.
Exemplo 3.4 A origem (0,0) ndo é mdzimo local nem minimo local de z = f (z,y) = 2% — 3.

Solugao  Consideremos Vs (O) uma vizinhanga qualquer da origem. Nos pontos P (x,0) dessa vizi-
nhanga temos f (x,0) = 22, de modo que f assume valores positivos arbitrariamente préximos de zero;
nos pontos @ (0,y) da mesma vizinhanga temos que f (0,y) = —y? e nesses pontos f assume valores
negativos e arbitrariamente préximos de zero. Como f (0,0) = 0, deduzimos que a origem O (0, 0) nao

é ponto de maximo local nem de minimo local de f. Por outro lado,
lim f(x,0) =400 e lim f(0,y) =—00
T—00 Y—00

0 que mostra que f ndo tem ponto de maximo absoluto nem de minimo absoluto. |

Exemplo 3.5 (usando as curvas de nivel) As curvas de nivel de f(x,y) = 2x — y podem ser

usadas para selecionar candidatos a pontos extremos no dominio
D={(z,y):0<z<yex+y<3}.

Solugao A Figura 3.3 exibe as curvas de nivel v, 74, € 73, passando por A(0,3), B(3/2,3/2)
e 0O(0,0), respectivamente. Observando o crescimento de z, é razodvel pensar em A (0,3) como um
ponto de minimo e em B (3/2,3/2) como um ponto de maximo. Para comprovar nossa suspeita,

observamos que

f(P)=f(A) = f(w,y)—f(0,3)=2$—y+3=%§,+%>0 e
f(P)=f(B) = f(z,y)—f(3/2,3/2)=22—-y-3/2=2—-y+2-3/2<0,
S S

seja qual for o ponto P (z,y) no conjunto D. Logo, A (0, 3) é ponto de minimo absoluto e B (3/2,3/2)

é ponto de maximo absoluto.
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T
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¥
A(3,0) 12
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B(3/2,3/2)
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&

Figura 3.3: Extremos Absolutos de z = 2x — y.

Exemplo 3.6 Encontrar os extremos locais e/ou absolutos da fungio z = f (z,y) definida em R? por

Fzy) 2 + 9% se 22 +9y2 <4
x,y) =
Y 1—a22—(y—3)%, se x2+y%>4.

Solugao Em primeiro lugar, observamos que f (z,y) < 4, para todo ponto (z,y), e nos pontos da
circunferéncia 22 + 2 = 4 a funcdo f atinge o seu valor méximo 4. No disco aberto 2% + 32 < 4, a
funcao f atinge seu valor minimo na origem, isto &, (0,0) é um ponto de minimo local. A fungao nao

tem minimo absoluto, porque lim f (z,3) = —cc e no aberto z2 4 32 > 4, temos que
r—00
flay)=1-2a"~(y=3)"<1 e f(0,3)=1
e, portanto, f tem um ponto de méximo local em P (0,3). |

Observagao 3.7 Um fato que nos parece dbvio é que se f(P) < k, ¥V P € X, e no ponto Q do
congunto X a funcao f atinge o valor k, isto é, f(Q) = k, entdo Q é um ponto de mdzximo de f em
X. Da mesma forma, se f(P) >k, ¥ P € X, e no ponto Q do conjunto X temos f (Q) = k, entao

Q ¢é um ponto de minimo de f em X.

Definigdo 3.8 Seja z = f (x,y) uma fungdo definida em um subconjunto D C R? e seja P (a,b) um
ponto do interior do conjunto D. O ponto P demomina-se ponto critico ou ponto estaciondrio de f se
Vf(P)=0 ouVf(P) nao estiver definido.

Exemplo 3.9 O tnico ponto critico de f (x,y) = 2% — y? é (0,0). De fato, Vf (z,y) = 2zi — 2yj e,
portanto, Vf (z,y) = 0 se, e somente se, x =0 ey = 0. |

Exemplo 3.10 Verificar que a funcdo f : R? — R, definida por f(x,y) = \/22 + y2, ndo tem derivada

parcial em seu inico ponto critico (0,0).
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Solugao Nos pontos (z,y) # (0,0), temos

fI(may) = # € fy(%Z/) = fm(yax) = Y

Va2 +y? [a2 + 2
e nesses pontos V f(z,y) # (0,0). Por outro lado,

h = b

de onde resulta que a derivada parcial f, nao existe no ponto (0,0). Logo, V f(0,0) nao estd definido

e, assim, a origem é o Unico ponto critico de f. |

Sobre os pontos criticos sao necessdrias as seguintes consideragoes:

(i) O problema de encontrar pontos criticos de uma fungao diferencidvel se reduz a resolver a equagao

vetorial Vf (z,y) = 0, que & equivalente ao sistema

{ fo(z,y) =0
fy (x,y) =0.

(ii) Por que os pontos criticos sao importantes? Como veremos adiante, os possiveis extremos locais

de uma funcao diferencidvel estao entre seus pontos criticos.

(iii) Finalmente, ressaltamos que um ponto critico ndo é, necessariamente, um extremo local. A
funcao do Exemplo 3.4 tem (0,0) como tinico ponto critico e este ndo é méximo nem minimo
local. Um tal ponto critico denomina-se Ponto de Sela. Um ponto de sela é, portanto, um ponto

critico que nao é extremo local.

Teorema 3.11 Se P (a,b) é um extremo local (mdximo ou minimo) de uma func¢ao diferencidvel
f:D CR? =R, entio Dyf (P) =0, em qualquer direcio u. Em particular, Vf (P) = 0, isto é, P ¢

um ponto critico de f.

Demonstracao Suponhamos que P(a,b) seja um ponto de maximo local de f e seja u uma

direcio unitdria em R2. Existe uma d-vizinhanca Vs(P), do ponto P, tal que:

F(Q) < f(P), V Qx,y) € Vs(P),

e se considerarmos ¢ suficientemente pequeno de modo que P + tu esteja em Vy(P), para |t| < 4,
teremos f (P +tu) < f(P), [t| < 4. A fungao de uma varidvel g(t) = f (P +tu), —6 <t < 0, tem

um méximo local em ¢ = 0 e, sendo assim, ¢’(0) = 0. Ora, da Regra da Cadeia resulta
gdt)=Vf(P+tu)eu

e a condic¢ao ¢'(0) = 0 acarreta Vf (P)eu =0, isto ¢, Dyf (P) =0. [ |

Exemplo 3.12 Localizar os pontos criticos da fungdo f (x,y) = 223 + y> — 322 — 3y.

Solugao A fungdo f é diferencidvel e seus pontos criticos, caso exista algum, sdo as solugoes do

sistema f, = 0, f, = 0 que, neste caso, se reduz a:
622 — 62 =0 (I)
3y? —3=0. (IT)

De (I) segue que z =0 ou z =1 e de (II) obtemos y = 1 ou y = —1. A combinagao desses valores de
x e y resulta nos pontos criticos P; (0,1), P»(0,—1), P3(1,1) e Py (1,-1).



84 CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS A. de A. e SILVA & M. P. MATOS

Exemplo 3.13 Localizar os pontos criticos de f(x,y) = senxzsenysen (z + y) no retdngulo aberto

D:0<z<m 0<y<m.

Solugao Os pontos criticos de f sao as solugoes do sistema

0= f, =coszsenysen (z+y)+ senxsenycos (z + y) (I)
0= fy =senxcosysen (z + y) + senxseny cos (z + y) (I1)

e no dominio D temos que senxz # 0 e seny # 0. Por outro lado, sen(x +y) # 0, do contrério
terfamos, por (I), que cos (z + y) = 0, o que néo ¢é possivel, pois as fungoes sent e cost nao se anulam

simultaneamente. Subtraindo (I) de (II), resulta:
senzcosysen (x + y) = cosxsenysen (x + y) . (3.15)

e de (3.15) obtemos cotgx = cotgy e, portanto, x = y. De (II), com z = y, vem

senz cos zsen (2z) 4 (senz)’cos (22) = 0
senx [cosx sen (2x) + senz cos (2z)] = 0&
senzsen (3z) = 0

e como 0 < x < m, segue que senzsen 3z = 0 se, e 86 se, 3x = m ou 3z = 27 e, portanto, z = 7/3 ou
x = 2w /3. Considerando que = = y, temos os pontos Py (7/3,7/3) e Py (27w /3,27/3) e observamos que

apenas o ponto P (7/3,7/3) estd no dominio D, sendo este o unico ponto critico de f em D. |

V1—x2—y2?

nao
x2 + y?

Exemplo 3.14 Verificar que na regigo D : 0 < 2? + 4% < 1 a fungdo f (z,y) =
tem ponto critico. Hd extremos absolutos de f em D?
Solugao Na regiao D as derivadas parciais de f sao

x(:c2—|—y2—2) y(m2+y2—2)

(22 +y2)? /1 — 22 — 42 (22 +y2)? /1 — 22 — 2

que ndo se anulam simultaneamente em ponto algum de D, pois em D temos 22 +32—2<0eVf =0

fx: e fy:

acarretaria = y = 0. Nos pontos da circunferéncia xz? + y? = 1, a funcdo f atinge seu valor minimo

0. Por outro lado, f ndo tem méximo absoluto em D, ji que lirr%] f(z,0) = +o0. ]
xr—

3.1.1 Classificagao dos Pontos Criticos

A natureza de um ponto critico serd estabelecida pelo Teste do Hessiano, devido a Otto Hesse,

e também na versdo conhecida como Teste da Sequnda Derivada. Vamos recordar o Teste da Segunda
Derivada no calculo de uma varidvel, para compararmos com o teste no caso de fungoes de duas
varidveis. Se ¢ € um ponto critico de uma fungao f : (a,b) — R, duas vézes derivavel, entao:

(i) se f”(¢) > 0, entdo ¢ é um ponto de minimo local de f;

(ii) se f”(c) <0, entdo ¢ é um ponto de maximo local de f.

"L udwig Otto Hesse (1811 — 1874) matemético alemio.
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Suponhamos, agora, que z = f (z,y) seja uma func¢ao parcialmente derivavel até a segunda ordem

em um dominio D do R2. A matriz Hessiana de f no ponto P (a,b) é, por definicdo, a matriz 2 x 2

faw (P) fay (P)

HEI=10 ) o (P)

Y

cujo determinante é
det'H(P) = fmx(P)fyy(P) _fxy(P)fyx(P)

No caso em que fay (P) = fyz (P), e isso certamente ocorrerd se as derivadas de segunda ordem forem

continuas, entao
det H (P) = fuw (P) fyy (P) = fay (P)*. (3.16)

A diferenciabilidade de f no ponto P acarreta
fla+h,b+Ek)— f(a,b) = fz(a,b)h+ fy(a,b)k+ E (h,k), (3.17)

onde a razdao E (h,k) /vh? + k? tende para zero, com (h,k) — (0,0). Se P é um ponto critico de f,
considerando H = (h, k) segue de (3.17) que

f(P+H)—f(P)=E(hFk)

e a natueza (maximo local, minimo local ou sela) do ponto critico P ¢ determinada pelo sinal de
f(P+ H)— f(P) e, naturalmente, depende do sinal do erro E (h, k).
Para motivar o Teste do Hessiano, vamos reconsiderar trés casos simples ja abordados nos exemplos.

Cada uma das funcoes

flay)=a*+y% gy =1-2-y" e h(zy =2>—y

tem a origem P (0,0) como tnico ponto critico e, conforme vimos nos exemplos, P (0,0) é minimo
local de f, méximo local de g e um ponto de sela da fungdo h. Na tabela a seguir mostramos os
valores das derivadas parciais de segunda ordem e do determinante Hessiano, na origem, para cada

uma dessas funcgoes.

Oza (P) | Opy (P) | Oyy (P) | det H (P) Natureza
f=x%+4° 2 0 2 4 minimo local
g=1—2%—1>2 -2 0 -2 4 madximo local
h=ax%—y? 2 0 -2 —4 sela

A natureza do ponto critico na tabela estd relacionada aos sinais da derivada parcial 0., (P) e do

determinante Hessiano det H (P), mais precisamente:

(i) se det H (P) > 0 e fyz (P) > 0, entdo o ponto critico P é um minimo local,
(ii) se det H (P) > 0 e fuz (P) < 0, entdo o ponto critico P é um méximo local;

(iii) se det H (P) < 0, entdo o ponto critico P é um ponto de sela.
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Antes de formalizar o teste para classificar o ponto critico, vejamos alguns preliminares algébricos.

Dada uma matriz quadrada M = [a;;] 0s autovalores da matriz M sao as raizes do polindmio

nxn’
p(A) = det (A\I — M), denominado polinémio caracteristico de M, onde I representa a matriz identi-

dade n x n. No caso n = 2, temos

a a 1 0
M= 11 a12 o -
a21 a9 0 1
e o polindmio caracteristico de M é, portanto,

—an —a12

A
P()\)Zdet()\I—M):det[ ]Z/\Q—(a11+a22)/\+detM.

—ag1 A —a
Nao parece 6bvio, embora seja verdadeiro, se a;; = aj;, Vi, j =1, 2, 3,...,n, e isto indica que a

matriz M é simétrica ,entao os autovalores de M sao todos reais

Exemplo 3.15 FEncontrar os autovalores da matriz

e[

Solugao Vemos que a1; = —2, az2 = 1 e a12 = ag1 = 2 e, portanto, a matriz M é simétrica. Seus

autovalores sdo as raizes reais da equacdo A2+ X —6 =0, isto &, \; =2 e Ay = —3. |

Suponhamos que M seja a matriz Hessiana H (P) de uma fungao z = f (z,y), com derivadas mistas
fay (P) e fyz (P) iguais, o que torna a matriz simétrica, e representemos por A\; e Ap os autovalores

reais de H (P), isto &, A1 e A2 s@o as raizes da equagao
A% — [foz (P) +fyy(P)])‘+detH(P) =0,
onde o determinante Hessiano det H (P) ¢ dado por (3.16). Temos que:

(i) det H(P) <0< A2 <0< A\ e A2 tem sinais opostos. Entdo, P ¢ um ponto de sela se, e s6 se,

A1 € A9 tem sinais opostos;

(ii) detH (P) > 0 & fuz (P) fyy (P) = fuy (P)? > 0 & A e Ay tém o mesmo sinal e ha dois casos a

considerar:

(a) Se A1 e A2 forem positivos, entao
foa (P)+ fyy (P) = A1+ A2 >0

e, portanto, fzz (P) e fyy (P) sdo positivos, ja que fiz (P) fyy (P) > fay (P)Z. Neste caso,
o ponto P é um minimo local.

(b) Da mesma forma, se A\; e Ay forem negativos, entdo fy, (P) e fyy (P) sdo negativos e, neste

caso, o ponto P ¢ um méximo local.

A seguinte versao do Teste do Hessiano, conhecido como Teste da Segunda Derivada, nao faz
referéncia explicita aos autovalores da matriz Hessiana, embora eles estejam presentes. A derivada

parcial f, desempenha o papel de f” no teste do ponto critico no calculo de uma varidvel real.
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Teorema 3.16 (Teste da Segunda Derivada) Seja f : D C R?2 — R wma fungdo com derivadas

parciais de sequnda ordem continuas em uma §-vizinhanga de um ponto critico P (a,b), e sejam
A= foa(P), B= foy(P) = fya(P) e C= fyy(P).

Entao:

(i) Se B2— AC <0 e A<0, entdo P é um ponto de mdzimo local de f.

(ii) Se B2— AC <0 e A >0, entdo P é um ponto de minimo local de f.

(iii) Se B2 — AC > 0, entdo P é um ponto de sela de f.

(iv) Se B2 — AC =0, entdo o teste ndo se aplica.

Observamos que a quantidade AC' — B? ¢é precisamente det H (P) . [ |

Exemplo 3.17 No interior do compacto K = [0,1] x [0,1] a funcdo f (z,y) = 823 — 3zy +y> tem um

inico ponto critico, o qual é um minimo local de f.

Solugao De fato,
0= f, = 242> — 3y (1)
0=f,=-3z+3y%> (1)

e segue de (I) que y = 822 e substituindo em (II), obtemos
—z+642' =0= 12 (~1+642°) =0=2=0 ou z=1/4

de onde resulta que P (1/4,1/2) é o tnico ponto critico de f no interior do compacto K. Para

classificd-lo, notamos que

fra = 482, facy = fyx =-3 e fyy = 6y
e, portanto, A = fou(P) = 12, B = foy(P) = fye(P) = =3 e C = fyy(P) = 3. Assim, A > 0e
B? — AC = —27 < 0 e o ponto P é um minimo local. |

Exemplo 3.18 O teste da derivada segunda nao dd informacao sobre a natureza do ponto critico, no
caso em que B2 — AC = 0. Por exemplo, a origem O (0,0) é um ponto de minimo local da funcéio
flz,y) = z* +9* e, contudo, B> — AC = 0. [ |

Exemplo 3.19 Classificar os pontos criticos Py (0,1), P»(0,—1), P3(1,1) e P4(1,—1) da funcao
f(z,y) = 223 + y3 — 322 — 3y do Ezemplo 3.12.

Solugao Temos
feax = 122 — 6, fmy:fymzo efyy:6y

e como hd varios pontos criticos é aconselhédvel construir uma tabela de classificacao.

P(a,b) | A= fu (P) | B= fu, (P) | C = fy, (P) | B2— AC | Natureza
P (0,1) —6 0 6 36 sela
Py (0,-1) —6 0 —6 —36 méximo local [
Ps(1,1) 6 0 6 —36 minimo local
Py(1,-1) 0 —6 36 sela
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Exemplo 3.20 Classificar os pontos criticos da funcdo f (x,y) = x* 4 223y? + 4x.

Solugao Os pontos criticos de f sao as solugoes do sistema
fo=42% 4+ 62%y* +4=0 (I)
fy =423y =0. (IT)
De (II) segue que z = 0 ou y = 0 e como = = 0 é incompativel com (I) resulta y = 0 e substituindo

em (I), encontramos = = —1. O ponto critico de f é P (—1,0) e um célculo direto nos d4:
A= frr (=1,0) =12, B=fy, (-1,0)=0 e C=f,,(~1,0)=—4.

Logo, B? — AC =48 > 0 e o ponto (—1,0) é um ponto de sela. |

Generalizagao do Teste

Vimos no caso de fungoes de duas varidveis que a natureza do ponto critico é determinada pelos
sinais dos autovalores da matriz Hessiana. No caso n = 3, isto é, para funcoes de trés varidveis o
resultado é andlogo. Suponhamos que f (x,y, z) tenha derivadas parciais de segunda ordem continuas,
para que a matriz Hessiana H (P) seja simétrica. A natureza de um ponto critico de f sera determinada

pelos sinais dos autovalores de H (P) . Neste caso, a matriz Hessiana é

Jow (P) fay (P) foz (P)
H(P): fya: (P) fyy(P) fyz (P)
fex (P) foy (P) fze (P)

e temos o seguinte critério para classificar os pontos criticos de f :

(i) Se os autovalores A1, Ay e A3 sdo positivos, entdo o ponto P é um minimo local;

(ii) Se os autovalores A1, A2 e A3 sdo negativos, entdo o ponto P é um maximo local;
(iii) Se dois dos autovalores A1, Ay e A3 tém sinais opostos, entdo o ponto P é uma sela.
Exemplo 3.21 Localizar e classificar os pontos criticos da f (z,y,z) = 2% + zy + y2°.

Solugao Os possiveis pontos criticos sao as solugoes da equacao vetorial V f = 0, a qual é equivalente
ao sistema
20 +y =0 (1)
T+22=0 (IT)
2z =0 (III)

2

De (II) segue que x = —2z2 e substituindo em (I) obtemos y = 2z2. Levando esse valor de y em (III),

resulta z = 0 e o ponto critico é P (0,0,0). A matriz Hessiana de f em P é

21 0
HP)=|1 0 0
00 0

e os autovalores de H (P) sao as raizes da equagao det [\ — H (P)] = 0, isto &,
AM(A=2)A-1]=0 (3.18)

e resolvendo (3.18) encontramos os autovalores \y = 0, Ao = 1 4+ V2eds=1-— V2. Como Xy e A3

tém sinais opostos, segue que o ponto critico P (0,0,0) é um ponto de sela da funcao f. |
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3.1.2 Funcgoes Continuas em Compactos

Consideremos a funcao f (z,y) = x — 3zy + y, definida no compacto K = [0,1] x [0,1]. E fdcil
verificar que o ponto P (1/3,1/9) é o dnico ponto critico de f no interior de K e trata-se de um minimo
local. Seria P um minimo absoluto de f em K? Observamos que f (P) = 1/27 e no ponto @ (1/2,1/2)
a fungao f atinge o valor —1/8, menor do que f (P) e, portanto, o ponto P nao é minimo absoluto
de f no compacto K; se a funcao f atingir um valor minimo em K, esse valor serd assumido em um
ponto da fronteira de K. Antes de fazer a anédlise de f na fronteira 0 (K), deixe-nos mencionar um
resultado importantissimo de andlise matemética, devido a Weierstrass'', que estabelece a existéncia

de extremos absolutos de uma fung¢do continua em um conjunto compacto.

Teorema 3.22 (Teorema de Weierstrass) Seja KK C R™ um subconjunto compacto e f : I — R é
uma fungao continua, entao f possui ao menos um ponto de mdzrimo e ao menos um ponto de minimo

absolutos em K. |

O roteiro para encontrar os extremos absolutos de fungdes continuas em conjuntos compactos
divide-se em trés etapas:

B Etapa 1: Localizacio e classificacao dos pontos criticos no interior do compacto.

B Etapa 2: Analise da funcdo na fronteira do compacto.

B Etapa 3: Avaliacdo da funcio nos possiveis pontos extremos.

Exemplo 3.23 Determinar o mdximo e o minimo da funcdo f (z,y) = 8z — 3zy + 3> no retangulo
compacto K = [0,1] x [0, 1].

Solugao Vimos no Exemplo 3.17 que f tem um minimo local em P (1/4,1/2) e, como veremos,
nao se trata de um minimo absoluto. De acordo com o Teorema de Weierstrass a fungdo f tem

extremos absolutos e estes estao localizados na fronteira de K, a qual é constituida dos segmentos

Y1s Y25 V3, € V4, descritos por:

<1

1 V3

0<
Y1 ¢ Y2 -
y:

Em cada segmento, além dos pontos criticos no interior, devemos selecionar os pontos de fronteira
correspondentes as extremidades do intervalo.

Sobre v; : f = 8z3, 0 < z < 1, sem ponto critico no interior do intervalo e selecionamos as
extremidades P; (0,0), P2 (1,0) do segmento ;.

Sobre vy : f = 822 —3x+1, 0 < z < 1, além do ponto critico x; = \/5/4 selecionamos as
extremidades P3 (1,1), Py (0,1) e P5 (v2/4,1) do segmento 7,.

Sobre 75 : f = 33, 0 < y < 1, sem ponto critico no interior do intervalo e selecionamos as
extremidades P (0,0), Pr(1,0) do segmento 5.

Sobre 74 : f =8 — 3y +y3, 0 <y <1, sem ponto critico no interior do intervalo e selecionamos as
extremidades Pg (1,0), Py (1,1) do segmento 7,.

Os pontos de méximo e minimo absolutos de f estao entre os pontos:

Pl(o’o)v P2(031)a P3(171)’ PS(\/§/4’1)8P7(170)'

" Karl Weierstrass (1815-1897), matemdtico alemao.
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Avaliando a funcéo f nesses pontos, encontramos
f(P):_l/S’ f(Pl):O7 f(P2):17 f(P3):67 f(P5):1_\/§a € f(P7):8

e os extremos absolutos de f ocorrem em P; (minimo absoluto) e em P; (méximo absoluto). [ |

Exemplo 3.24 Encontrar os extremos da funcio f(x,y) = (z — 2)%y +y? — y, no compacto
K={(z,y) eR*:2>0, y>0 e z+y <4}

Solugao Do Teorema de Weierstrass deduzimos que f possui extremos absolutos em K e seguiremos

o roteiro para encontra-los.

Etapa 1:  (pontos criticos no interior de £) O(s) ponto(s) critico(s), caso exista algum,

sao as solugoes do sistema

Ozfx:2y(aj—2) (I)
O=f,=(@—-2)2%+2y—1 (IT)

e de (I) segue que © = 2 ou y = 0. Se x = 2, obtemos de (II) y = 1/2 e selecionamos o ponto
Py (2,1/2); a condigdo y = 0 é descartada, porque os pontos P (z,0) ndo estdo no interior de K.
Temos fur (P1) = 4, fyy (P1) = 2 e fu (P1) = —4 e, portanto, A > 0 ¢ B2 — AC < 0, de onde

deduzimos que P; é um ponto de minimo local.

Etapa 2: (andlise de f na fronteira de ) A fronteira de K é constituida dos segmentos

Y1, V2, V3, lustrados na Figura 3.4, e a anédlise é feita em cada um deles, separadamente.

yA

4

Y2

v

Y, 4

Figura 3.4: Esboco do conjunto K.

Sobre v; temos y =0e f(2,0) =0, 0 <z <4.

Sobre v, temos z = 0 e f (0,y) = y?>+3y, 0 <y < 4. Como a funcdo g (y) = y? + 3y é crescente no
intervalo 0 < y < 4, pois ¢’ (y) > 0, segue que os extremos absolutos de g ocorrem nas extremidades
do intervalo e selecionamos os pontos P (0,0) e P3(0,4).

Sobre 5 temos = 4—ye f (4 — y,y) = y3—3y*+3y, 0 < y < 4. Como a fungdo h (y) = y>—3y*+3y
tem derivada A’ (y) = 3(y — 1)2 > 0, ela é crescente e os extremos absolutos de h ocorrem nas

extremidades do intervalo. Selecionamos Py (4,0) e P5 (0,4).
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Etapa 3: (avaliagao de f nos pontos selecionados) Temos

f(P) =1/4, f(P2) =38, [f(P5)=/f(P5)=28 e [f(I1)=0.

Observando os valores assumidos por f concluimos que Ps (0,4) é o ponto de méximo absoluto e os

pontos do segmento v;, onde f atinge valor zero, sao pontos de minimo absoluto. |

Exemplo 3.25 No compacto K = {(z,y) € R? : (z — 2)* +y? < 1}, encontrar o mdzimo e o minimo

da fungao
1

f(x,y) = m

Solugao A funcdo f é continua e, portanto, possui extremos absolutos em K. Nos pontos (z,y) #

(0,0), as derivadas parciais de f sao

—2x —2y

P 0 Ty

que nao se anulam simultaneamente, de modo que f nao tem ponto critico no interior de K e pas-
saremos para a Etapa 2 do roteiro. A fronteira de K ¢ a circunferéncia (z — 2)® + 2 = 1, de onde
obtemos

Y2 =1—(x—2)?%=-3+4z —2?

e na fronteira f se reduz a funcdo de uma varidvel g (z) = , 1 <z <3, que ndo tem ponto

4x — 3
critico, de modo que os extremos de f ocorrem nos pontos de fronteira P; (1,0) e P (3,0), indicados
na Figura 3.5. Temos f(P1) =1e f(P2) = 1/9 e, assim, o valor maximo de f em K é 1, assumido

em Pj, enquanto que o valor minimo é 1/9 e é assumido no ponto Ps. |

yA

Figura 3.5: Extremos de f (z,y) = (22 + y2)_1 em K.

Exemplo 3.26 Uma placa metdlica circular com um metro de raio, colocada com centro na origem

0(0,0) do plano xy, é aquecida, de modo que a temperatura em um ponto P(x,y) é dada por
T(z,y) = (162 + 24z + 40y?) °C.
Determinar a temperatura mais alta e a temperatura mais baixa da placa.

Solugao A placa pode ser vista como o conjunto compacto

K={(z,y) e R?: a® +¢* <1},



92 CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS A. de A. e SILVA & M. P. MATOS

e a fungao temperatura 7' (x,y) sendo continua em /C, segue do Teorema de Weierstrass que ela possui

extremos absolutos em K. Resolvendo o sistema

0=T, =32z + 24
0 =T, =80y,

vemos que P; (—3/4,0) é o unico ponto critico de T no interior de K e para classificd-lo, notamos que
A=T,(P1) =32, B=T,y(P1) =0eC =Ty, (P1) =80, de modo que A > 0 e B? — AC < 0,
caracterizando P; como um ponto de minimo local. A fronteira de K é a circunferéncia 22 + 3% = 1,

cujos pontos em coordenadas polares sao (cosf,senf), 0 < 6 < 27, e sobre a fronteira temos

g(0) = T(cosh,senf) = 16 + 24 cos @ + 24sen’f, 0 <6 < 2,
e os pontos criticos de g (), no intervalo 0 < 6 < 2, sdo as solugoes da equagao

g (0) = —24senf + 48senf cos § = —24sen (1 — 2cos ) = 0,
isto &, 01 =7, 02 = /3 e 63 = 57 /6, que produzem os pontos

Py (~1,0), Py (1/2,\/5/2) . Py (1/2, —\/5/2) ,
respectivamente. Temos
g(6h) =—=8°C, g(b2) =46°C e g(03) =46°C

e observamos, ainda, que ¢g(0) = g (27) = 24°C e no ponto critico P, (—3/4,0) a temperatura é
T (P;) = —9°C. Logo, a temperatura mais baixa ¢ —9°C e ocorre no ponto P; (—3/4,0), no interior
da placa, e a mais alta ¢ 46°C e ocorre nos pontos P3 (1/2,v/3/2) e P4 (1/2,—+/3/2) da fronteira ou
borda da placa. |

> ESCREVENDO PARA APRENDER 3.1

1. Localize e classifique os pontos criticos da funcdo z = f (z,y) e determine se ela tem extremo

absoluto em seu dominio

(a) ==y (8) »=1-22—2

(b) z=sat — 223 + day + 4 (h) z=12123+3y> -3z —4y-3

(c) z=uay®+ 2%y —zy (i) z=log(zy)— 2z — 3y

(d) z=2a2—zy+19y? G) z=a2—2zy+y>?

(e) z=a2+2zy+ 3y% + 42 + 6y (k) z=uay?+3y? —3zy + 22 — 4y +1
(f) z=at+9>+ 322 — 9y ) z=a3—3zy>+93

2. Verifique que no dominio D = {(z,y) € R? : 2 >0 e y > 0} a funcio f do Exercicio 1 item (i)
nao tem minimo. Qual o maior valor que f assume em D? Construa uma fungdo continua em

D que nao possua maximo nem minimo absolutos.
3. Determine o méximo e o minimo (absolutos) de z = f (z,y) no conjunto D indicado:

(a) z=ay, D={(z,y) e R?:22% +4? <1}
(b) z=x+y, D éo quadrado de vértices (£1,=£1).
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L D={(z,y) eR?: (z —2)2+y% < 1}.

“Tcosy, D=I[-1,1] X [-m,7].
e) z=a2+2y? —2, D={(v,y) eR?: 22 +y> <1}
f) z2=a23+9y3-32 -3y, D={(z,y) eR?:0<z<2¢e |y <2}

. Determine o(s) ponto(s) da curva z = cost, y = sent e z = sen(t/2) mais distante(s) da

origem.
. Quais das funcdes seguintes tem um méximo ou minimo em todo plano R??
(a) z=-exp(z? —y?) (b) z=-exp(—22—9?) (c) z=2%—2x(seny+ cosy).

. Seja f: X — R, X C R? aberto, a fungio definida por f(z,y) = 22(1 — y)3 + y%. Mostre que f

contém um ponto critico, mas sem méximo ou minimo absoluto.

. A temperatura 7' em um disco 22 + 32 < 1 é dada por T (x,y) = 222 + 32 — y. Em que ponto

do disco a temperatura é mais alta e em que ponto ela é mais baixa?

. Mostre que (0,0) é o tnico ponto critico de f (z,y) = 2 (1 — y)3 + 42, o qual é minimo local,

mas nao absoluto.

Multiplicadores de Lagrange

Na Secao 3.1 abordamos o problema de determinar os pontos de maximo e minimo de uma funcao

em uma regiao compacta. Nesta secdo vamos apresentar um método para determinar, sob certas

condigoes, os pontos criticos, na fronteira de uma regiao compacta, de uma funcao diferencidvel. Para

motivar o método, inicialmente vamos considerar o problema geométrico de encontrar o ponto P da

curva 7 : g (z,y) = 0 mais préximo da origem, ilustrado na Figura 3.6.

yﬂ

Figura 3.6: Extremos vinculados.

Para resolvé-lo, deixe-nos representar por f(z,y) a distancia do ponto P (z,y) & origem, onde

vemos a curva de nivel z = r da funcao z = f (x,y) constituida dos pontos distantes r unidades da

origem. Comegando com r = 0 e deixando r crescer até o valor em que a curva de nivel correspondente
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tocar a curva -y, entao cada ponto de contato é um ponto de y mais préximo da origem e em cada
um desses pontos o gradiente de f é paralelo ao gradiente de g, isto é, existe um escalar A, tal que
Vf+ AVg = 0. Este € um problema de extremos vinculados ou condicionados: buscamos o ponto da
curva 7y : g = 0 (vinculo) mais préximo da origem.

De forma geral podemos formular o seguinte problema:
Problema de Extremos Vinculados: FEncontrar os extremos locais de w = f (z,y,2) na super-
ficie S : g(x,y,2) = 0 ou, de forma equivalente, encontrar os pontos P (x,y,z) de S para os quais

Dy f (P) =0, em qualquer diregao v tangente a S em P.

Suponhamos que o ponto P de S seja um ponto critico de f e consideremos, em .S, uma curva
suave v : [—a,a] — R3 passando pelo ponto P, isto ¢, 7/ (t) # 0 e v (0) = P. Sendo P um extremo

local de f, entdao t = 0 é um extremo local de f (v (t)) e, portanto,

% [f (v (t))] =0, istoé¢, Vf(P)e~ (0)=0.

t=0

O vetor v = 4/ (0) sendo tangente & curva «y (¢) no ponto P, concluimos que V f (P) é ortogonal ao
plano tangente a superficie S em P. Ora, Vg (P), suposto ndo nulo, ¢ um vetor ortogonal ao plano

tangente e, sendo assim, Vf (P) e Vg (P) sao paralelos e dai deduzimos que

\VF(P)+AVg(P) =0, (3.19)

para algum escalar X real. Os pontos criticos de f na superficie S sdo, portanto, as solugoes da equagao
vetorial (3.19) e este método de encontrar os pontos criticos de f, sujeita ao vinculo g = 0, é devido a
Lagrange e, em sua homenagem, o método recebeu o nome de Método dos Multiplicadores de Lagrange.
O numero real A\ que figura em (3.19) é denominado multiplicador de Lagrange. Formalmente, em

dimensao n = 2, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.27 (Método dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam f,g: D C R? — R funcées
com derivadas parciais primeiras continuas em uma 0-vizinhan¢a Vs(P) de um ponto P, e suponhamos
que P seja um extremo local de f. Se a curva 7y de equagao cartesiana g(xz,y) = 0 passa no ponto P e
Vg(P) # 0, entao existe um X € R, tal que

Vf(P)+ AVg(P)=0.

Demonstracao Veremos oportunamente que a condi¢ao Vg(P) # 0 propicia a curva v uma

parametrizacao v (t) = x (t)i+ y (¢) j, com vetor tangente
V() =2 )ity ()j#0,

e, como vimos, a relacdo V f(P) 4+ AVg(P) = 0 é consequéncia da Regra da Cadeia. [ |

Observagao 3.28 Se considerarmos a funcao de trés varidveis

F($7y7 )‘) = f(x,y) + )\g(:c,y),
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o Teorema 3.27 estabelece que os extremos locais da fungdo z = f (x,y) na curva vy : g (z,y) =0 estdo

entre 0os pontos criticos de F, isto é, sdo solucoes do sistema

0=F, = fo+ Az
0=F, = f,+ gy (3.20)
OZF)\:g.

O resultado pode ser estendido para um niumero qualquer de varidveis.

Observagao 3.29 Ao resolver um problema de extremos vinculados, em primeiro lugar devemos iden-
tificar o vinculo g (z,y) = 0 e a func¢ao que desejamos minimizar ou maximizar. Nos problemas en-
volvendo distdncias, recomendamos usar, por simplicidade, o quadrado da distdncia como func¢do a

ser minimizada ou mazimizada. Um ponto que minimiza (ou mazimiza) a disténcia é o mesmo que

minimiza (ou mazimiza) o seu quadrado.
Exemplo 3.30 Qual o ponto da hipérbole xy = 1 mais préximo da origem?

Solugcao Neste problema o vinculo é a hipérbole xy = 1 e a funcao que queremos minimizar é
d = /22 + y2, que representa a distancia do ponto P (z,y) a origem. O cdlculo torna-se mais simples
se minimizarmos a funcio f = 22 + 42, quadrado da distancia & origem. O sistema de Lagrange (3.20)
é, neste caso,

20+ Ay =0 (1)

2y + Az =0 (IT)

zy—1=0 (I11)

Multiplicando (I) por z, (IT) por y e subtraindo os resultados, obtemos x? = 2 e, portanto, y = +x.
Substituindo em (III), resulta 22 = 1 ou = 1. Os pontos procurados sdo P; (1,1) e Py (—1,—1) e a
distancia minima é d = v/2. Para mostrar que P; e P, sdo, de fato, pontos de minimo de f, notamos
que f(P;) = f(P2) =2 e na hipérbole zy = 1 temos f (x,y) > 2. De fato,

1
f(ac,l/x):xQ—i——z22@3:4—23:2—1-120@(m2—1)220.
XT

Observamos, ainda, que
1
. T 2 i
Cﬁli)ngof (z,1/z) = xlgrolo <:U + a:2> +00
e isso significa que f nao tem méximo na hipérbole, isto é, nao hd na hipérbole um ponto mais distante

da origem. |

Exemplo 3.31 (distancia de ponto a reta) A distdncia do ponto Py (xo,y0) & reta
r:ax+by+c=0

é dada por

_ lazo + byo + ¢
VaZ +2

Solugao O vinculo ¢ g (z,y) = ax + by + ¢ = 0 e devemos minimizar a fungao

d(Po,’I“)

fla,y) = (x —20)* + (y — v0)?,
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quadrado da distancia do ponto P (z,y) da reta ao ponto Py. O sistema de Lagrange para este caso é

2(x —x9) +ar=0 (1)
2(y—wo) +bA =0 (I)
ar+by+c=0  (III)

De (I) e (II) obtemos, respectivamente, x = xg—a)/2 e y = yo —bA/2 que substituidos em (III) resulta

2 (azo + byo + ¢)

A=
a2 + b2
e, portanto,
- _ —a(awg + byo + c) o o —blamo+byo+ ¢
0= a2 + b2 Y=Y = a2 + b2
A distancia d procurada é
lazo + byo + ¢

d:\/x—xo 4y —yo)’ =
@onl e w = ae
Imitando o que fizemos neste Exemplo, pode-se mostrar que a distancia do ponto Py (zg, Yo, 20) ao

plano a:ax +by+cz+d=0¢

‘CL:L’O + byo + czo + d|

o) = e e

Exemplo 3.32 A distancia da pardbola y = x> +1 & reta x —y = 2.

Solugdo A distancia de um ponto P(z,y) da parabdla y = 22 +1 aretar: z—y—2 = 0 é dada por

[z —y -2

d(P,r) = 7

e, mais uma vez, vamos minimizar a funcao f(z,y) = %(a: —y— 2)2, quadrado da distancia, sujeita

ao vinculo g(z,y) =y — 22 — 1 = 0. O sistema de Lagrange é

r—y—2-2Xx=0 (I)
—z+y+2+A=0 (I
y—22—1=0 (I

e somando (I) e (II), obtemos A (2z — 1) = 0, de onde resulta A = 0 ou x = 1/2. Se A = 0, segue de

2

(I) que y =  — 2 e levando em (III) chegamos a equagao z° — x + 3 = 0, sem solugao real. Resta-nos

a opcao x = 1/2, o que acarreta por (III) y = 5/4. Portanto,

,_,_2‘ ’_7

d(P,r) = 12 7 7 8 [ |

Exemplo 3.33 Determinar as dimensoes de uma caixa retangular de volume mdzimo e lados paralelos

aos planos coordenados, que pode ser inscrita no elipsoide

1622 + 4y? + 922 = 144.
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Solucao Se z, y e z representam os comprimentos dos lados da porcao da caixa no primeiro octante,

a fungao a ser maximizada é o volume da caixa f (x,y, z) = 8zyz, sujeita ao vinculo
g(z,y,2) = 1607 + 4y* + 922 — 144 = 0.

Temos
Vi(x,y,z) =yzi+zzj+azyk e Vg(x,y,z) =32zi+ 8yj+ 182k # 0
e o sistema de Lagrange é
8yz+ 32Xz =0 (1)
8xz 4+ 8y =0 (II)
8oy +18\z =0  (III)
1622 +4y% + 922 — 144 =0  (IV)
Multiplicando (I) por z, (II) por y, (III) por z e somando, obtemos
TYz

24xyz + 2(16952 + 4y2 + 922)>\ =0= )= —19

e, assim,

8yz(1 — %xQ) =0, 8zz(1— 1—12y2) =0 e 2zy(4— %22) =0.
Comox>0,y>0ez>0temos que z =3, y=2V3ez= 4\/3/3 e, portanto, o volume ¢ igual a
64v/3 ~ 111 w.v. A Figura 3.7 ilustra a porcio da caixa situada no primeiro octante. |

Z A

<v

X

Figura 3.7: Caixa inscrita no elipsoide.

Exemplo 3.34 Dentre todos os tridngulos de mesmo perimetro, o equildtero tem a maior drea.

Solucao Sejam z, y e z os lados do tridngulo, com perfmetro 2p = x 4+ y + 2. Portanto, queremos

encontrar o ponto P(z,y, z) que maximiza a fungao drea do tridngulo, dada pela férmula de Heron:

A= /plz—p)(y—p)(z—p).

Por simplicidade, vamos maximizar a fun¢ao f(z,y,2) = p(z — p)(y — p)(z — p), sujeita ao vinculo
g(xz,y,z) =z +y+2z—2p=0. Temos que Vg=i+j+k#0e

Vf(z,y,z) =p(y —p)(z =p)i+pl—p)(z—pi+p@—-py-pk
e o sistema de Lagrange é
ply—p)z—p)+A=0 (D)
r—p)(z—p)+A=0 (IT)
ple=p)y—p)+A=0 (I
r+y+z—2p=0 (Iv)
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Multiplicando (I) por = — p, (II) por y — p, (III) por z — p e somando, obtemos

3p(z —p)(y —p)(z —p) —pA =0,

de onde segue que
A=3(z—p)ly —p)(z—p),

e assim,

(y—p)(z—p)(Bx—=2p) =0, (x—p)(z—p)By—2p)=0 e (z—p)(y —p)(3z —2p) =0.

Comop>uz,p>yep>z segue que r =y = z = 2p/3 e o triAngulo é equilétero. |

Exemplo 3.35 (Média Aritmética x Média Geométrica) Se x, y e z sdo nimeros reais posi-

tivos, entao
+y+z

Jryz < ————,

ou seja, a média geométrica nao ultrapassa a média aritmética.

Solugao Inicialmente vamos determinar trés nimeros positivos x, y e z, cuja soma seja k e o produto
seja maximo. Maximizaremos a funcao f(z,y, z) = zyz, sujeita ao vinculo g(z,y, 2) = x+y+z—k = 0.

Temos Vg=i+j+k#0e Vf =yzi+ zzj+ zyk e o sistema de Lagrange é

yz+A=0 (1)
xz+A=0 (IT)
zy+A=0  (III)
r+y+z—k=0 (IV)

Multiplicando (I) por z, (II) por y, (III) por z e somando os resultados, resulta 3zyz + kA = 0 e, por

conseguinte, A = —%:L‘yz. Assim,

3
yz(1—32) =0, a;z(l—%y)—o e zy(l—22)=0
ecomo x>0,y >0ez>0, obtemos z =y =z = k/3. Sendo P (k/3,k/3,k/3) o ponto de méximo
de f, entao
kS
f(337y7z) < f(kak:7k) = 57

para todos z, y, z positivos e tais que = + y + 2z = k, ou seja,

k3 r+y+z
ryz < < — <:> Yryz < < (:) YJryz < ———— Y (3.21)
A relagao (3.21) pode ser generalizada para n nimeros reais positivos zy, ..., ,, usando um raciocinio
semelhante, aplicado a fungao f(x1,...,z,) = x1 -z, (veja o Exercicio 24). [ |

Exemplo 3.36 A distincia da origem a curva y:z? — (y—1)3=0, com y > 1.

Solugdo Observando o gréfico da curva y = 1+ v/22, na Figura 3.8, vemos que o ponto P (0,1) éo

ponto da curva - mais préximo da origem.
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Vamos minimizar a funcdo f(z,y) = x? + 32, que representa o Y a

quadrado da distancia & origem, sujeita ao vinculo

g(z,y) =2 — (y—1)° =0.

E facil verificar que V f(z,y) = 2zi+2yj e Vg(z,y) = 2zi—3(y—1)3j ‘ x
e temos que Vg(x,y) = 0 se, e somente se, t = 0 ey = 1. Se

existisse um niimero A tal que Vf(x,y) + AVg(z,y) = 0, terfamos ~ Figura 3.8: Curva y = 1 + 2*/%

2 +2X\x =0 (I)
2y —3\y—1)2=0  (II)
2 —(y—1)3=0 (I

De (I) obtemos x = 0 ou A = —1; se x = 0, segue de (III) que y = 1 o que é incompativel com (II); o
valor A = —1 ¢é incompativel com a equacao (II) e, portanto, o sistema de Lagrange nao tem solugao.

Este exemplo mostra que a hipétese Vg(z,y) # 0 no Teorema 3.27 nao pode ser omitida. |

3.2.1 Consideragoes Finais

Encerramos esta secao com algumas consideragoes que julgamos relevantes sobre o Método dos

Multiplicadores de Lagrange.

1. Quando o vinculo S : g = 0 estd contido no dominio de f, entdao os pontos criticos de f em S

sao os pontos criticos da restricao f|g, ja que
Vf(P)=0=Vf(P)ev =0,

para todo vetor v no plano tangente a S em P. A reciproca nédo é verdadeira, como fica evidente
considerando a funcdo f (z,y) = y, que nao tem ponto estaciondrio e, contudo, P (0,+1) sao

pontos criticos da restrigao de f ao vinculo S : 2% +y? = 1, porque Vf (P) e v = (j) e (i) = 0.

2. A condi¢ao Vf (P)+ A\Vg (P) = 0 significa que a superficie (ou curva, se n =2) S:g =10 ¢

tangente a superficie (ou curva) de nivel de f , que passa no ponto estaciondrio de f|g .

3. Se o vinculo S é compacto e existirem em S apenas dois pontos criticos de f satisfazendo ao
sistema de Lagrange Vf (P)+ AVg(P) = 0, entdo um deles é o ponto de maximo e o outro
¢ ponto de minimo. Em alguns problemas préaticos, pode nao haver ponto de maximo ou de
minimo, como ocorre com alguns problemas envolvendo distancia. Por exemplo, nao existe um
ponto da reta = +y = 1 mais distante da origem e, neste caso, a solugao do sistema de Lagrange

¢ um ponto de minimo.

Na classificacdo dos pontos criticos da restricao f| ¢ ressaltamos alguns resultados.

Teorema 3.37 Sejam f,g: D C R? — R fungées com derivadas parciais de sequnda ordem continuas

e suponhamos que o conjunto de nivel

S={PeD:g(P)=c}
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seja nao vazio. Dado P em S tal que Vg (P) # 0 e Vf (P)+ AVg(P) = 0, consideramos a fun¢ao
h = f+ \g e definimos

d(P)=det | g, (P) h By (
9y (P)  hay (P)  hyy (P)

(i) Sed(P) >0, entao P é um ponto de mdzimo de f}S.
(i) Se d(P) <0, entao P é um ponto de minimo de f‘s.

Observagao 3.38 No cason = 3, isto €, para fungdes de trés varidveis, consideramos o determinante

0 g(P) g (P) g:(P)

d* (P) = det 9z (P)  haz (P) hay (P) haz (P)
Gy (P)  hay (P) hyy (P) hy: (P)
9: (P) he (P) hy. (P) h.:(P)

e formulamos o sequinte teste:

(i) se d(P) e d* (P) tém mesmo sinal, entao P é um ponto de minimo de f}s;

(ii) se d(P) e d* (P) tém sinais opostos, entdo P é um ponto de mdzimo de fls

Exemplo 3.39 O minimo de f (x,y) = xy, sujeita ao vinculo S : x +y = 1.

Solugao Se considerarmos g (z,y) =z +y — 1, teremos Vg=i+j#0e
Vi+AVg=0c2=1/2 ¢ y=1/2

e P(1/2,1/2) é o tnico ponto critico de f em S. A Figura 3.9 ilustra a reta (vinculo) S:x+y—1=10

tangente a curva de nivel de f que passa pelo ponto estaciondrio P (1/2,1/2).

yA
N

V2

Figura 3.9: Médximo de xy na reta x +y = 1.

Para classificar o ponto P, observamos que

d(P) = det =2>0

_= = O

1
0
1

S =

e, portanto, P ¢ ponto de méximo de f|g. Quando x — +oo, entdo y = 1 —x — —o0 e, assim,

xy — —00, 0 que nos leva a concluir que f (z,y) ndo tem minimo em S. [ ]
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Problema com dois Vinculos

Se o problema envolve dois vinculos, digamos S; : ¢g(z,y,z) = 0 e S2 : h(z,y,2) = 0, com
Vg (P) x Vh(P) # 0, entao a derivada direcional de f no ponto critico P, na diregdo da tangente a
curva v = S1 N Sz, em P, deve ser zero. Esta derivada direcional ¢ a projecao do vetor Vf (P) na
dire¢éo tangente & curva v e, portanto, V f (P) jaz no plano normal a curva 7 em P, o qual é gerado

por Vg (P) e Vh(P). Logo, existem escalares A e p tais que:

\VF(P) +AVg(P) + uVh(P) = 0.] (3.22)

Exemplo 3.40 Determinar sobre a elipse v, interse¢io do plano x+z = 4 com o cilindro x> +y? = 1,

0 ponto mais proximo e o ponto mais distante da origem.

Solugao Na Figura 3.10 ilustramos a situacao geométrica e indicamos os pontos P; e P que serao

encontrados a seguir.

y

Figura 3.10: Extremos com dois vinculos.

Devemos encontrar o maximo e o minimo de f (z,y, z) = 22 + y? + 22, sujeita aos vinculos

g(zy,2)=c+2—-4=0 + plano
h(z,y,z2) =22 +y2-1=0 <« cilindro.

Temos que Vg =i+ k e Vh = 2xi + 2yj e, portanto, Vg x Vh = —2yi + 2zj+2yk, de onde segue que
Vg x Vh =0 se, es6se, £=y=0.0 sistema de Lagrange (3.22) para este caso é

(22 + A+ 2ux =0 1)
2y +2uy =0 (II)
22+ A=0 (I
x+z—4=0 (IV)
22 4+y2-1=0 (V)

\

De (II) segue que y = 0 ou g = —1. Se y = 0, resolvemos (IV) e (V) simultaneamente para

encontrar os pontos correspondentes P (1,0,3) e P»(—1,0,5) sobre a elipse. Se u = —1, obtemos de
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(I) A =0ede (III) 2 = 0; com z = 0, resulta de (IV) que z = 4 e esse valor de x é incompativel
com (V). Avaliando f em P; e P3, obtemos f (P;) =10 e f (P) = 26, de onde concluimos que P; é o

ponto da elipse v mais préximo da origem e P, o mais distante. |

> ESCREVENDO PARA APRENDER 3.2

1. Usando o Método dos Multiplicadores de Lagrange, resolva os seguintes problemas de extremos

vinculados:

(a) z =3z +4y; 22+y>=1

(b z = cos? x + cos? y; r—y=37e0<zr<m

(¢c) z=x+4+y;zy=16, z>0ey > 0.

(d) w=ay+yz+zz; 22+ +22=1.

(e) z=a2+9y% o4yt =1

() w=wyz; zy+yz+22=2, >0,y>0ez>0.

2z =x%y% 42?4y =8.
2. Determine a distancia do ponto P = (1,0) & pardbola y? = 4z.

3. Determine a distancia da origem & curva 522 + 5y + 6xy = 1.

4. Determine os pontos da curva intersecao do elipsoide z:2 +4y%+42% = 1 com o plano z—4y—2z = 0

mais préximos da origem.
5. Determine trés nimeros positivos cuja soma seja k e o produto o maior possivel.
6. Determine o ponto do paraboloide z = 2% + y? mais préximo do ponto P = (3, —6,4).
7. Determine na elipse x2 4+ 4y? = 16 o ponto mais préximo e o mais distante da reta z — y = 10.

8. Determine o maior valor da expressao f (x,y) = senzsenysen (z + y) na regido compacta

R={(z,y) eR*:0<z<m 0<y<meO<z+y<m}

9. Determine os extremos da funcio f (x,y) = 823 — 32y + ¥ no quadrado Q = [0,1] x [0,1].
10. Determine o maior valor da expressdao = (y + 2), quando 22 +y?> =1 e zz = 1.

11. Entre todos os pontos do paraboloide z = 10 — 2% — y?, encontre aquele acima e mais afastado
do plano x + 2y + 3z = 0.

12. Identifique os pontos criticos da funcio f (x,v,2) = 222 + 3 + 22 sujeita a condicio z2yz = 1.

13. Determine a menor distancia da origem & hipérbole de equacdo cartesiana x2 + 8xy + 7y? = 225.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Determine o méximo e o minimo de f (z,y) = zy? + 22 + y* + 1 no compacto K : 22 + y? < 1.
Determine a distancia do paraboloide z = 22 + 3% + 10 ao plano 3z + 2y — 6z = 0.
Quais os pontos da elipse 2 + 2y + y? = 3 mais préximos e mais distantes da origem?

A temperatura T em um ponto P (x,y, z) da esfera 22+ 9%+ 2% = 4 é dada por T (P) = 100xy>z.

Em qual ponto da esfera a temperatura é maxima e em qual ponto ela é minima?

Uma caixa retangular sem tampa deve ter 32 m? de volume. Determine suas dimensoes, de modo

que sua drea total seja minima.

Encontre o raio e a altura do cilindro circular reto aberto de maior drea que pode ser inscrito

em uma esfera de raio a.
Mostre que, dentre todas as caixas retangulares com mesma drea, o cubo tem o maior volume.

Um paralelepipedo retangular possui trés de suas faces nos planos coordenados. Seu vértice
oposto & origem estd no plano 4z + 3y + z = 36 e no primeiro octante. Determine esse vértice

de tal forma que o paralelepipedo tenha volume médximo.

Uma industria fabrica caixas retangulares de 8 m® de volume. Quais as dimensdes que tornam

o custo minimo, se o material para a tampa e base custa o dobro do material para os lados?

Determine o retdngulo de maior perimetro inscrito na elipse

Determine o valor méximo de f (x1,x2,...,2,), se 0s nimeros positivos x1, xa, ..., T, sdo tais
que 1 4+ x2 + -+ + x, = k. Usando o resultado mostre a relacao entre as médias aritmética e

geométrica:
< Ty t+x2t+ -+ Iy

VTl T2 ... Ty
n

Qual o ponto do plano a: z + y + z = 1 mais préoximo daretar:z=t, y=1, z = —2t7

3.3 Derivacao Implicita

Ao derivar parcialmente uma relacdo do tipo

F(z,y,2)=0 (3.23)

devemos ter em mente quais varidveis sao independentes e quais sao dependentes. Quando a equagao

(3.23) puder ser resolvida para expressar z como func¢do de x e y, entdo entendemos = e y como

varidveis independentes e z como varidvel dependente. Neste caso,

oy or
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Por exemplo, préximo do ponto P (1,1,1) a equagdo 22 + y? + 22 = 1 define uma das varidveis como

funcao das outras duas:

z=v/1—122—1y2, y=V1—-22-22 e xz=+1-—y>2—22

e as derivadas parciais sao calculadas como de costume. Quando uma das varidveis for condicionada,

devemos ter atengao no cédlculo das derivadas parciais. Por exemplo, se
F(z,y,2) =2® 4+ y* + 2* e z =2+

a derivada parcial F, assume dois valores, dependendo de quais varidveis sao consideradas indepen-

dentes. Se as varidveis independentes sdo z e y, entao
F(z,y,2) =2 +y*+22 =2 +y° + (m2+y2)2 = F, = 2z + 423 + 4xy°.
Por outro lado, se as varidveis independentes sio z e z, entdo y> = z — 22 e obtemos
F(z,y,2) =2+ +22 =22 + (z—xz) +22=2422=F,=0.

Apresentaremos trés casos do Teorema da Fungao Implicita que aparecem com mais frequéncia nos

cursos de célculo.

3.3.1 Uma Equacgao e duas Varidveis

A equagdo em duas varidveis

V2—22—y?+log(zy) =0 (3.24)

nao pode ser resolvida para expressar y como funcdo de x ou x como funcao de y, embora ela tenha

solucdo; é claro que o ponto P (1,1) é solugao de (3.24). J4 a equagao
z(141y)cosy +yt =2 (3.25)

nao pode ser resolvida, proxima da origem, para expressar y como funcao de x, mas ela define im-

plicitamente x como funcao de y. De fato, resolvendo a equagao (3.25), obtemos

2—y4
(1+y)cosy’

Como saber se a equagao F' (x,y) = 0 pode ser resolvida de modo que possamos interpretar uma

das varidveis como funcao da outra, isto é,

y=f(z) ou x=g(y)

e se isso é possivel, como calcular a derivada 3’ (x) ou 2’ (y), sem resolver a equagao? Observamos
inicialmente que se a tangente a curva F' (z,y) = 0 no ponto P (a,b) for paralela ao eixo y, certamente
a varidvel y nao pode ser interpretada como uma func¢ao de x em vizinhanca alguma de x = a. Isso

estd ilustrado na Figura 3.11.
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VE(P)

A

Figura 3.11: y nao é funcao de x.

Se T = «ai+ (j é o vetor tangente a curva no ponto P, entdao T ¢ VF (P) = 0 e, portanto,
aF, (P)+ pF,(P)=0. (3.26)

Se escolhermos a = F, (P) e f = —F, (P) como solucao de (3.26) e observarmos que T é paralelo ao
eixo y, teremos Fy (P) = 0. Portanto, uma condicao necessaria para que a equagao F' (x,y) = 0 defina
y como funcao de x é que F, (P) # 0.

O Teorema da Fungao Implicita que enunciaremos a seguir ¢ um dos resultados mais importantes

de andlise matemdtica. Sua demonstragao é um pouco delicada e nao serd apresentada aqui.

Teorema 3.41 (Fungao Implicita - 1° caso) Seja F : D C R? — R uma fungio com derivadas
parciais F, e F,, continuas em wma vizinhanga de um ponto P (a,b), e suponhamos que F' (P) =0 e
F, (P) # 0. Entao, existe um intervalo I contendo a no seu interior e uma fung¢io y = f (x) derivdvel

em I tal que:

(i) (z, f (z)) € D, para todo x no intervalo I, e f (a) =b.
(i) F(z, f(z))=0,Vax el

(iii) Vale a férmula de derivagao

Fy (P)
/ x
y (a) =—
Ey (P)
Neste caso, a equacgdo F (x,y) = 0 define implicitamente y como fung¢do de . |

A regra de derivacao implicita contida no Teorema 3.41 é consequéncia da Regra da Cadeia. De

fato, se fizermos z = F (z,y), com y = f (x), entao

A Figura 3.12 ilustra o grafico da fungao y = f(z) como a imagem inversa do valor 0 pela fun¢ao
F,isto é, G (f) = F~1(0).
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AZ

v
(e}

Figura 3.12: O grafico de y = f ().

Exemplo 3.42 Em uma vizinhanga de P (2,1), a equacio y> — xy + 22 = 3 pode ser resolvida para

explicitar y como uma fungao diferencidvel de x.

Solugdo A funcdo F (x,y) = y® — 2y + 2% — 3 atende as condigoes do Teorema da Funcio Implicita
e, por conseguinte, podemos definir em uma vizinhan¢a de = 2 uma fungao diferencidvel y =y (x),

tal que:
Flz,y(x))=0 e ¢y (2)=—-——""""%=-3. |

Exemplo 3.43 (calculando a segunda derivada) A partir da relag¢io F, + Fyy' = 0, deduzir uma

expressio para a sequnda derivada v’ .

Solugao Suponhamos que F (z,y) tenha derivadas parciais de segunda ordem continuas. Derivando

a equagao Fy + Fyy’ = 0 com respeito a varidvel z, encontramos:

Fro+ Foyy' + (Fya + Fyt)/) Y + Fpy’ =0

0z (Fz) Oz (Fyy')

e substituindo y’ por —F,/F),, encontramos:

| FaoFy = 2Fay FoFy + Fy F?
F3 '

" __

Exemplo 3.44 Determinar y', supondo que y = f (z) seja definida pela relagao
y*+ 3y —42® —5x+1=0.

Solugdo  Se no Teorema 3.41 considerarmos F (x,y) = y*+3y—423 —5z+1, teremos F, = —122%2—5

e ), = 493 4 3 e, consequentemente,

,($)_@_ F, 122*+5
Cdrz  F, 4y3+3°

Exemplo 3.45 (Teorema da Funcao Inversa) Seja f : I C R — R wma fung¢io com derivada
continua no ponto ¢ € I e suponhamos f'(c) # 0. Entao existe uma fun¢io v = g(y) diferencidvel em

um intervalo aberto contendo d = f(c) tal que f(g(y)) =y e
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Solugao Se F (z,y) = f(z) — y, entdao Fy(c,d) = f'(¢) # 0 e pelo Teorema Funcao Implicita existe

uma funcdo = = ¢(y), diferencidvel em um intervalo aberto contendo d = f(c), tal que

gy = Fv L L
9w =-% e ™

3.3.2 Uma Equacao e trés Variaveis

A generalizagao para o caso de uma equagao e trés varidvis é natural. Suponhamos que a equacéao
F(z,y,2) =0 (3.27)

defina implicitamente z como fungao de z e y, digamos z = f (x,y). Conforme ressaltamos no inicio,
as varidveis x e y sao independentes e as derivadas z, e z, sao obtidas derivando parcialmente a relacao
(3.27). De fato, se w = F (u,v, 2), sendo u(x,y) =z, v(z,y) =y e z(z,y) = f(z,y), resulta da
Regra da Cadeia que:

wy = Fyuz+ Fou,+ Fozp = F, + F.z,, (usamos uz= 1 e v,=0)
wy = Fuy+ Foy+ Fozy = Fy + Fozy, (usamos uy= 0 e v,=1).

e considerando que w = F (z,y, f (z,y)) = 0, entdo w, = 0 e wy = 0 e encontramos:

F(z,y,2) =0= F, + F,2, =0 (I)  «— derivando em relagao a
F(z,y,2)=0=Fy+ F,z,=0 (IT) «— derivando em relagio a y

De (I) e (II) resultam as seguintes regras de derivagao implicita:

0z E, 0z Fy

—_ = e _— =
ox F, oy F,
onde, naturalmente, admitimos as operacoes possiveis. De forma precisa, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.46 (Funcgao Implicita - 2° caso) Seja F : D C R? — R uma fung¢io com derivadas
parciais Fy, Fy, e F, continuas em uma vizinhang¢a de um ponto P (a,b, c), no qual se tem F (P) =0 e
F, (P) # 0. Existe uma 0-vizinhanga Vs (Q) do ponto Q(a,b) e uma fungao diferencidvel z = f (z,y),
tal que:

(1) (z,y.f(z,y) €D, V (z,y) € V5(Q), e f(a,b) =c.
(ii) F({E,y,f(l‘,y)) :O> v (:U:y) € Vé(Q)

(iii) A equacdo F (x,y,z) = 0 define implicitamente z como fun¢io de x e y e temos as férmulas de

derivagado:
L S
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Exemplo 3.47 Determinar z, e z,, supondo que z = f (x,y) seja definida pela relagdo
2222 vy — 2 4+ 4yz —5=0.
Solugdo Se F (x,y,2) = 222 + zy? — 23 + 4yz — 5, entdo
F, = 2x2% + 92, F,=2zy+4z e F, = 2222 — 32% 4+ 4y

e do Teorema 3.46 resulta:

0z  F, 222 + y? 0z F, 2zy + 4z
2022 — 322 + 4y’

or  F.  222-32+4y "0y F,

3.3.3 Duas Equacgoes e quatro Varidveis

Sejam & (u,v) e 1 (u,v) duas fungdes reais com derivadas parciais de primeira ordem continuas em

um domfnio D C R2. O determinante funcional

§u &
My M

= fu% - fvnuv

em homenagem a Jacobi'?, recebe o nome de Jacobiano de £ e 7 em relacio a u e v. Quando nio

houver ambiguidade, esse Jacobiano serd indicado por J (u,v).

Teorema 3.48 (Funcao Implicita - 3° caso) Sejam F (x,y,u,v) e G (z,y,u,v) duas fungoes reais
definidas em um dominio D C R*, com derivadas parciais de primeira ordem continuas em uma

vizinhanga do ponto P(a,b,c,d), e suponhamos que

F(P)=0, G(P)=0 ¢ J=J(u,v) =

Entao o sistema

{ F(z,y,u,v) =0 (3.28)

G (z,y,u,v) =0

define, ao menos implicitamente, u e v como fungées diferencidveis de x ey em uma vizinhanga Vs (Q)

do ponto @Q (a,b). As fungées u=u(x,y) ev="v(z,y) sao tais que:

(i) (z,y,u,v) €D, ¥V (z,y) € V5(Q)
(ii) F(z,y,u(z,y),v(z,9) =0 e G(z,y,u(z,y),v(zr,y) =0, ¥V (z,9) € V5(Q).

(iii) O sistema (3.28) define implicitamente u e v como fungoes diferencidueis de x e y e temos as

formulas de derivagao:

Jo) o Jwa) o Je) ()
» YT T [ Yy J .

| (3.29)

2Carl Gustav Jacob Jocobi (1804-1851), matemético alemao.
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Como nos casos anteriores, as férmulas de derivacao (3.29) sdo determinadas pela Regra da Cadeia.
De fato, derivando com respeito a x as relagdes F' (z,y,u,v) = 0e G (z,y,u,v) = 0, levando em conta

que x e y sao independentes, chegamos ao sistema nao homogéneo

F,+ Fyu, + F,u, =0 N Fu, + Fyv, = —F,
G+ Guuze + Gyu: =0 Guuz + Gyve = —Gy,

cujo determinante principal é J # 0. Da Regra de Cramer segue que

1
Uy = —

J

_Fx Fv
-Gy Gy

19(F,G) 1

Fu _Fx
G, -G,

 19(F.G)
CJo(ux)’

T Jo(z,v) ¢ Ty

Para encontrar as derivadas u, e vy, repetimos o processo derivando as equagoes
F(z,y,u,v)=0 e G(z,y,u,v)=0
com respeito a y e usamos a Regra de Cramer.
Exemplo 3.49 Calcular u, e vy, admitindo que o sistema
322+ y—ut+v=0

{ r—2y—u+202=0
defina u e v como funcoes de x e y.
Solugao Na origem O (0,0,0) as fungoes

F(z,y,u,v) =32 +y—u?+v e G(z,y,u,v) =z — 2y — u+ 20>
satisfazem as hipdteses do Teorema 3.48 e as derivadas parciais de F' e (G sdo:
F,=6z, =1, F,=-2u, F,=1, G, =1, G, =-2, G, =-1, G, = 4v.

Temos J (u,v) = —8uv + 1, J(z,v) =24zv—1 e J(u,x) = —2u + 6z e, portanto:

_ 24xv—1 _ —2u+ 6z

e = Suv — 1 ¢ Ve = Suv — 1

O Teorema da Fungao Implicita pode ser generalizado para o caso de m equagoes e n varidveis,
sendo m < n. Neste caso, com hipéteses similares dquelas dos casos particulares tratados, demonstra-
se que m varidveis se expressam como funcoes diferencidveis das n — m varidveis independentes que

restam. Como ilustragdo, vejamos um exemplo em que temos trés equagoes e cinco varidveis.

Exemplo 3.50 Consideremos o sistema

22 —ycos (uv) + 22 =0
22 4+ % —sen (uv) + 222 = 2 (3.30)

xy —senucosv + z =0

e o ponto P de coordenadas v =1, y =1, 2z =0, u=n/2 e v = 0. Verificar que o sistema (3.30)

define x, y e z como fun¢ées de u e v e calcular a derivada ..
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Solugao O sistema (3.30) com 3 equagoes e 5 varidveis permite explicitar trés varidveis em fungao

das duas varidveis independentes que restam. Temos

0(F.G. H) F, F, F, 2z cos(uwv) 2z
J=—7""=|G G, G, |=]|2x 2y 4z
0(z,y,z)
H, Hy H, Yy x 1
e no ponto P temos F'(P) =0, G(P)=0, H(P)=0¢e
0(F,G,H) 2 10
. 111

Decorre do Teorema da Fungao Implicita que existe uma vizinhanca do ponto @ (7/2,0), na qual as

varidveis x,y e z sao funcoes diferencidveis de u e v e as derivadas sao calculadas pelas férmulas:

10(F,G, H) 10(F,G, H) 10(F,G, H)

Ty = ———FF7= =————" € zZ=—>=—F7—".
“ J 0 (u,y,2) Yu J 0(x,u,2) “ J 0(z,y,u)
Férmulas semelhantes se obtém para as derivadas ., 4, € 2y :

10(F,G,H) 10(F,G,H) 10(F,G, H)

T 9 (u,v,2) Ty 0 (z,v,z) ¢ Ty d(x,y,v)

No ponto P, temos

o(F,G,H 010
ORGH) 020[=0=2,(P)=0. N
9 (u,y, 2)

01 1

> ESCREVENDO PARA APRENDER 3.3

1. Verifique a aplicabilidade do Teorema da Fungdo Implicita e determine 3’ (P) e y” (P), nos

seguintes casos:

(a) P —ay+22-3=0; P(2,1) (¢) zlogz+yexp(y)=0; P(1,0)
(b) log(zy) +ay>—1=0; P(1,1) (d) log(xy)—22y+2=0; P(1,1).

dx
2. Use o Teorema da Funcao Implicita e calcule T no ponto P especificado.
Y

(a) y3 + 23 — cos (zy) =0; P =(1,0)
(b) 222 +y* —log (z* +3y?) =2; P =(1,0).

3. Determine z, e z,, com z = f (z,y) definida implicitamente pela equagao:
(a) z2+y?+22=1 (b) ay(l+a+y)—22=0 (c) x2®—3yz+cosz = 0.

4. Resolva o sistema

u+v+sen(zy) =0
3u+2v+a22+y?=0

e determine u e v como funcoes de x e y.
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5. Um gés ideal obedece a seguinte lei: PV = kT, sendo k uma constante real, P, V e T, respecti-

vamente, a pressao, o volume e a temperatura. Deduza a relagao

OP OV OT

oV oT OP

6. Seja F' (x,y,z) =0, sendo w = F (z,y, z) uma funcao diferencidvel tal que
F(P)=0, F;(P)#0, F,(P)#0 e F.(P)#0.

Usando derivacao implicita mostre que, em P, vale a relacao

Oz 0y 0z

Oy 0z 0x

7. Admitindo a continuidade das derivadas envolvidas, prove as seguintes relagoes:

O(z,y) O(wv) _ 9(zy) ~O(xy) O(uwwv)
d(u,v) 0(z,w) 9I(z,w) 9(u,v) 9(z,y) )

8. Admita que o sistema

w—2u—v—-3=0
2?4+ —u—-4=0
defina u e v como funcgoes de x e y. Determine as derivadas v, e vy, no ponto em que z =1 e

y =2
9. Considere z, y e z como fungoes de u e v, definidas pelo sistema

22 —ycos (uv) + 22 =0
22 4+ y% —sen (uv) + 222 =2
ry —senucosv+z =0

Calcule z, e yy, no ponto de coordenadas x =1,y =1, 2=0,u= 5 ev =0.

10. Admita que o sistema
22—t — 2 +25+2=0
=2t +at? —ys+s2—6=0
defina e y como funcoes de s e t. Determine as derivadas x5, T¢, ys € ¥, no ponto em que
r=2,y=0,s=1let=1.

3.4 Transformacoes

Nesta secdo vamos apresentar as Transformagoes que sao funcoes T : X C R? — R2?, definidas
em uma parte ndo vazia X do R? ou 7 : X C R3 — R3, no caso tridimensional. Daremos énfase as
transformagoes lineares e as mudangas de coordenadas retangulares, cilindricas e esféricas, que serao
bastante utilizadas no calculo integral. Essas mudancas de coordenadas tém por finalidade simplificar

a descrigao de certas regides ou fungoes.
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Dada uma transformacdo T : X C R? — R2, a imagem de um subconjunto R de X pela transfor-

macao T' é representada por T (R), isto ¢é,
T(R) = {(u,v) € R*: (u,v) = T(z,y), para algum (z,y) € R}.

Neste caso, diremos que T transforma R sobre T'(R) e ¢ comum representar uma transformagao por

meio das equagoes simultineas:
w=ule,y) ¢ v="0(zy), (3.31)

sendo T'(z,y) = (u,v). As regides do plano zy e do plano uv s@o representadas por Ry, € Ry,
respectivamente. No caso em que a transformagao 7' é invertivel, nos referimos as equagoes (3.31)
como uma Mudanc¢a de Coordenadas.

As curvas u (z,y) = ¢1 e v(z,y) = c2 do plano zy sao as imagens das retas u = ¢; e v = ¢ do
plano uwv pela transformacao 7', como ilustra a Figura 3.13, e as quantidades u e v sdo denominadas
Coordenadas Curvilineas. Neste caso, a imagem de um retangulo R,, no plano wv é uma figura

curvilinear delimitada pelas curvas de nivel u = ¢; e v = c9, respectivamente.

vlk ylk

/T\A ‘ u=c

hee /2 \_/ '
T—l
v=ec,
u=c u x.
Figura 3.13: Representacao grégica da acao de T'.
Exemplo 3.51 Seja T : R? — R? a transformacdo linear dada por
= b
v=cx+dy

e suponhamos que o Jacobiano J = ad — bc # 0. Determinar a imagem de uma reta do plano xy pela
transformagao T.

Solugao Como J # 0, o sistema (3.32) pode ser resolvido e encontramos a transformagao inversa
T, definida por:

r =13 (du— W)
71 7 (3.33)
y =2 (—bu+av)

Dada uma reta do plano zy desctita pela equacdo Az + By = C, substituindo os valores de x e y

dados em (3.33) na equacao da reta, encontramos
(dA—=bB)u+ (aB —bA)v = JC,

que representa uma reta no plano uwv. |
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Exemplo 3.52 Seja a transformacio T : R? — R? definida por
x=rcos) e y=rsend.
Determinar a imagem pela transformacao T da reta reta v = 1 e do retdngulo
R={(r,0)cR?*:0<r<1e0<0<2r}.

2

Solugao A reta r = 1 é transformada no circulo 22 4+ y? = 1, ja que 72 = 22 4+ y2. Por outro lado,

o retangulo R é transformado no disco 2% + 3% < 1. |

e h 4
y T y

R
.,

Figura 3.14: A transformagao T (r,0) = (rcosf,rsen).

=v

1

Exemplo 3.53 (trajetérias ortogonais) Seja T : R?> — R? a transformagdo definida por

u=u(r,y) ev=u(z,y),

onde u e v tém derivadas parciais de primeira ordem continuas e satisfazem as equacoes de Cauchy-
Riemann: v, = vy e uy = —v,. As familias de curvas de nivel w = c¢1 e v = co sdo ortogonais.

2

Investiguemos o caso u = x* — y% e v = 2zy, esbocando algumas curvas de nivel.

Solugao As curvas u = ¢; e v = ¢g serdo ortogonais quando as retas tangentes as curvas forem

perpendiculares. Temos

ou ou d u
u:clédu:0é—dw+fdy:>—y:——x
ox dy dz Uy
e a declividade da reta tangente a curva u = ¢; € m; = —uy/u,. De forma similar obtemos my = —v, /v,
como sendo a declividade da curva v = cz. Assim, considerando que u; = v, e u, = —v,, resulta

o (2) () (3) ()

e as familias de curvas de nivel © = ¢ e v = ¢y sdo ortogonais. No caso u = z2

—y? e v = 2zxy, temos

Uy = 20 = vy € Uy = —2y = —v, e as trajetdrias ortogonais estao ilustradas na Figura 3.15. |



114 CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS A. de A. e SILVA & M. P. MATOS

Figura 3.15: Trajetétrias ortogonais.

Suponhamos que a transformacao T : R? — R? definida por

T { Z i Zgiz; (3.34)

tenha Jacobiano nao nulo, isto é,

Uy Uy

J= £0.

Vp Uy

Entao a transformagao T é invertivel e o sistema (3.34) pode ser resolvido para explicitar = e y como

fungoes diferencidveis de u e v, digamos

1. { ;i;((;‘:; (3.35)

Os sistemas (3.34) e (3.35) denominam-se férmulas de mudanga de coordenadas. O célculo das
derivadas parciais x,, Ty, Yu, Y» da transformacao inversa é feito por derivacao implicita. De fato, se

considerarmos as fungoes F (z,y,u,v) = u(z,y) —u e G (z,y,u,v) = v (x,y) — v, teremos

Jd(F,Q) | e Fy | | ur oy 20
8(I)y) Gz Gy Vr Uy
e das férmulas de derivagao (3.29), resulta
g— _LOWEG) L) BBy 1L By Gy oy
YT 0(uy) J| G, G, J| o @G, J o J

De forma similar, obtemos as outras derivadas. Temos, entdo, o seguinte resultado:

Teorema 3.54 (Teorema da Funcao Inversa) Suponhamos queu (z,y) ev (z,y) tenham derivadas

parciais de primeira ordem continuas em uma vizinhanga Vg (a,b) do ponto P (a,b) e que o Jacobiano

d (u,v)
9 (z,y)

nao se anula no ponto P. Entao as equagdes u = u(x,y) e v = v (x,y) podem ser resolvidas implici-

J=J(T)=

tamente para x e y em fun¢do de u e v e as derivadas parciais Ty, Ty, Yu, Yo SG0 dadas por

v (2 v U
y e e e (3.36)
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Observagao 3.55 Se J (T_l) é o Jacobiano da transformacio inversa T, entdo
J (Tﬁl) = TulYv — Tolu
e usando as férmulas de derivacdio (3.36) deduzimos a relagio entre os Jacobianos de T e T—! :

J(T)x J(T™") =1

3.4.1 Coordenadas Polares, Cilindricas e Esféricas

B Coordenadas Polares

As Coordenadas Polares (r,0) do ponto P (z,y) do plano R? sdo definidas pelas equacdes:

’m:rcosﬁ e y=rsenf, r>0e 0<60<2m, (3.37)

deduzidas a partir da Figura 3.16.

F N

y 7 k
P(xy) 0=0,
65
Y
v\e
E? g o >
/ / / eixo polar
Figura 3.16: Coordenadas Polares 7 e 0. Figura 3.17: Trajetorias ortogonais.

Segue de (3.37) que

Ty X cos) —rsenb

Yr Yo

= 7(cos®> 0 +sen? ) = > 0

senf rcos6

ese T : R?> — R? ¢ a mudanca de coordenadas definida por T (r,0) = (rcosf,rsenf), entdo T ¢é
invertivel, porque J (T) > 0, e a transformacdo inversa 7T~ ! ¢ definida por r (z,y) = /22 + 9% e

0 (z,y) = arctan (y/z) . As trajetérias r = cte e § = cte sao ortogonais, ja que os gradientes

x T
vr=2i+Y5 e wo=-Yi+ %
r r r r
sdo perpendiculares. Algumas trajetdrias estdo mostradas na Figura 3.17. |

Exemplo 3.56 A equacdio polar v = a, a > 0, representa a circunferéncia x* + y*> = a®.

B Coordenadas Cilindricas

As Coordenadas Cilindricas (r,0,2) do ponto P (z,y,z) € R3 sdo definidas pelas relacdes:

(3.38)

’x:rcose, y=rsentl e z=z,
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ZA
0(0,0,z) b
"
+“—1 P(x)z2)
¢ 4
0 N y
T R(x0)
X

Figura 3.18: Coordenadas cilindricas e esféricas.

sendo 7 e 6 as coordenadas polares do ponto R (x,y,0), projegdo do ponto P no plano zy, como na
Figura 3.18. De (3.38) deduzimos que

Ty Ty I, cos@ —rsenf O
0@,y.2) _ — | send o 0|=r
90r0,2) Yr Yo Y. | =] sen T COS =
Zr 29 2 0 0 1

e, assim, a representacio T : R3 — R3 definida por T (r,0,z) = (rcosf,rsenf, z) possui inversa

T-!:R3 — R? definida por
r =22+ y>?
0 = arctan (y/z)

z=z.
Exemplo 3.57 Determinar as coordenadas cilindricas do ponto P (3,3,7).

Solucdo Com z = y = 3 encontramos r = 3v/2 e 6 = /4 e, portanto, r = 3v2, 0 = w/dez="T
sao as coordenadas cilindricas do ponto P (3,3,7). [

2

Exemplo 3.58 Em coordenadas cilindricas, o cilindro x* + y? = a® é representado pela equacio

r2cos? +r’sin?0 = a®> < r = a.

ou seja, a equacdo do cilindro é r = a. |

B Coordenadas Esféricas
Fixado um ponto P (z,y,z) no espaco R3, as Coordenadas Esféricas (p,0,$) do ponto P sdo
definidas como segue: consideramos p = |OP|, ¢ o dngulo entre o vetor OP e o vetor unitario k e 6 o
angulo polar associado & proje¢do de P no plano xy. A Figura 3.18 além de ilustrar graficamente as

coordenadas esféricas do ponto P, nos dé as relacoes
r=|PQ|, =rcosf, y=rsenf, z=pcos¢e |PQ| = pseno,

de onde resulta

’x:pcosesenqﬁ, y=psenfsen¢g e z:pcos¢.‘ (3.39)

Das relagoes (3.39), obtemos

T, Te Ty cosfsengp —psenbflseng pcostcoso
0(z,y,z)

= 0 = | senfsen cos 6 sen sen 6 cos = —p?sen ¢.
(00,0 Yo Yo Yo ¢ P o p ¢

~—

2, 20 24 Cos ¢ 0 —psen ¢
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Assim, a representacio T : R? — R? definida pelo sistema (3.39), com p > 0, # € (0,27) e ¢ € (0, 7],
tem inversa 7! : R3 — R3 definida por

p =2 +y?+ 22

0 = arctan (y/x)
¢ = arctan (\/5132 +y2/ ]z\) ou ¢ = arccos (z/\/x2 +y2+ z2) )

Exemplo 3.59 Determinar as coordenadas retangulares do ponto P cujas coordenadas esféricas sao
p=4,0=mr/3 ep=m/6.

Solugao Com p=4,0=7n/3 e ¢ = /6. encontramos:

?+y?+22=16 (I)
y =3z (1)
22 +y?=22/3. (1)

De (III) resulta 22 + y? = 22/3 e usando (II), obtemos:

2 2

1 1
Y s i6=a? 4P+t = s =12,
22 3 3

e por substituicio em (I), obtemos z = 2v/3 e 22 4 y? = 4. Agora, de (II), temos y? = 322 e, assim:
4=a? 49> =22 +32> =22 = 1.
Logo, x =1 e y = v/3 e 0 ponto P tem coordennadas (1, V3, 2\/§) |
Exemplo 3.60 Em coordenadas esféricas, a esfera x*> + y? + 22 = a2 é representado pela equacao
p?cos? Osen’p + p? sin® Osen? ¢ + p?cos’ p = a® < p = a.

ou seja, a equagao da esfera é p = a. ]

> ESCREVENDO PARA APRENDER 3.4

1. Em cada caso, determine o Jacobiano da transformagao T.

() T: u=2r—y @ T x =rcost (&) T: u =3z + 2y
| v=z+4y | y=rsend N v=z—y

x =rcosd u=2x+y x = pcosfsen
(b) T: = rsenf () T:{ v=2y—2z . (h) T:{ y=psenfseno

z=2z w = 3z Z = pcos .

w = exp(z) — y U=2TCoSY — 2 . U= ax
(c) T: s (f) T:¢ v=wseny+2z (i) T:4 v=by

v=2x

4 w:x2+y2 w = cz

2. Considere a transformacio T : R? — R? definida por u = e® + 43 e v = 3e® — 2y3.

(a) Calcule o Jacobiano da transformagao T e de sua inversa 7 1.
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10.

11.

12.
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b) Calcule as derivadas 8—$ e @ no pontoem que x =0ey=1.
0 0
U v

Considere a transformacdo T : R? — R3 definida por
T (u,v,w) = (x (u,v,w),y (u,v,w), z (u,v,w)),

com Jacobiano J(u,v,w) # 0. Mostre que

_10(y,=) _ 10(z,2)

T Toww) ST T T ()

Deduza expressoes andlogas para as derivadas: ., vz, vy, Uz, Wz, Wy € W;.

Verifique que a mudancga de coordenadas p = x + ¢t e 0 = x — ct transforma a equagao de ondas

Uy — uge = 0 na equacio simplificada Upe = 0.

. Mostre que a mudanca de coordenadas u = ax + by e v = cx + dy transforma o quadrado de

vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1) em um paralelogramo de érea

Verifique que a mudanca de coordenadas u = x/a e v = y/b transforma a elipse b>x?+a?y? = a?b?

no circulo unitdrio de centro na origem do plano uw.

. Defina uma mudanca de coordenadas T : R? — R3 que aplica o elipsoide

2 2 2
T Y z°
atpta!

na esfera unitdria.

. Qual a imagem da circunferéncia 22 + y? = a? pela transformacio T (z,y) = (4z,y)?

. Qual a imagem da reta z = ¢ pela transformagao T (z,y) = (exp(z) cosy, exp(x) seny)?

Esboce a regiao R, delimitada pelas pardbolas 2?2 =y, 22 =2y, 4?2 = x e y? = 2z, e determine

2

a imagem R, pela mudanca de coordenadas z° = yu e y? = .

Determine a imagem dos subconjuntos
R={(z.y) eR?: 2|+ ]y <1} e H={(z,y) eR*:ay=1}
pela mudanca de coordenadas u =z +y e v =x — y.

Seja f : R — R uma fungao real com derivada continua e positiva. Mostre que a transformagao
T : R? — R? definida por
T (u,v) = (f (u), —v +uf (u))

tem Jacobiano nao nulo em qualquer ponto (u,v) sendo, portanto, invertivel. Verifique que

T ) = (T (@), —y+af ' (2)).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Em cada caso ¢ dada uma mudanca de coordenadas (u,v) =T (z,y). Descreva as retas u =k e
v = k nos dois sistemas de coordenadas (plano zy e plano uv), para os valores: k = —2, —1, 0,

1, 2. Determine a transformacdo inversa 7~!.

(a) T(z,y) = (3z,5y) (d) T(z,y)=(r+1,2—1y?
(b) T(w,y)=(zx—y,20+3y) (e) T(x,y)=(e"e)
(C) T (:va) = (363,3} + y) (f) T ({E, y) = (€2x’ €*3y)_

Em cada caso encontre a imagem da curva 7 pela mudanca de coordenadas T (z,y).

(a) v & o retangulo de vértices (0,0),(0,1),(2,1), (2,0) e T (z,y) = (3, 5y).

(b) v éocirculo 22 +y?> =1e T (x,y) = (3z,5y).

(c) v € o triangulo de vértices (0,0), (3,6), (9,4) e T (z,y) = (y/2,x/3).

(d) yéaretadx —2y=1eT (z,y) = (y/2,2/3).

(e) yéaretax+2y=1eT (z,y) = (z —y,2z + 3y).

(f) 7 é o quadrado de veértices (0,0),(1,—1),(2,0), (1,1) e T (z,y) = (5z + 4y, 2z — 3y).
(g) v éocirculo 22 +y? =1 e T (z,y) = (5x + 4y, 2x — 3y).

Seja v a curva do plano zy descrita pela equagao a (m2 + y2) +br+cy+d=0.

(a) Considere a possibilidade de a ou d ser zero e identifique « como sendo um circulo ou uma

reta.

(b) Determine a imagem da curva v pela transformacio 7' : R? — R? definida por

T Y
T(Qf,y) = <x2+y2’_m2+y2> .

Complete a seguinte tabela de coordenadas:

Cartesianas: (z,y,z) | Cilindricas: (r,0, z) | Esféricas: (p,0,¢)

(V2.v2,2v3)

(12,7/6,37/4)

(1,1, —/2)

Identifique a superficie descrita em coordenadas cilindricas por:
(a) r=4 (¢c) z=2r (e) r?2+22=16
b) O=x/4 (d) 3r?+22=9 (f) rsech =4.

Identifique a regido do R? descrita em coordenadas esféricas por:

(a) p=6cosfseng (e) ¢p=m/4 (1) tanf =14

(b) p=beosecds (1) P-3p=0 () p=a

(c) 6=m/6 (g) pcosOsenp=1 (k) p>—3p+2<0
(d) cos¢p =14 (h) p=2cos¢ (I) p = cosec ¢ cotg .

As superficies dadas abaixo estao representadas por suas equagoes cartesianas. Passe as equagoes
para coordenadas cilindricas e esféricas.

(a) Esfera: 22 +y?+22=4  (d) Hiperboloide: 2% +y* — 22 =1

(b) Cilindro: 2% +y? = 4. (e) Plano: 3z+y—42=0

(c) Cone: 2?2 +y?> —422=0  (f) Paraboloide: 4z = 22 + 32
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20. Sejam = = x (u,v) e y = y (u,v) definidas implicitamente pelo sistema:
2, ,2
T+ y'u=v
{ v (3.40)
r+y =u

(a) Expresse as derivadas z,, e y, em termos de z, y, u e v.
(b) Determine um par de fungdes x = z (u,v) e y = y(u,v) definidas implicitamente pelo
sistema (3.40)

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA A PRENDER 3.1

1. Na tabela abaixo apresentamos os pontos criticos com a seguinte classificagdo: S (sela), mL
(minimo local) e ML (mdximo local). Em alguns casos a existéncia ou ndo de extremos absolutos

pode ser investigada por observagao do limite da fungao.

pontos criticos natureza mA | MA

—
&

0) S nao | nao
0),(—1,2) e (4,-8) S, mL e mL sim | nao
0), (1,0), (0,1) e (1/3,1/3) S,S,SemL | ndo | nio

¢}

—
o
~— [ |~

—~ |~
oL
~—

0) mL sim | nao

(0,
(0,
(0,
(0,
(—=3/2,-1/2) mL sim | nao
(-
(0,
(V3
(

—
@
~—

2,v/3) e (—2,—V3) mL e S nao | nao

0) ML nao | sim

|
R |
~— [~

(h) | (v/3,1), (v/3,-1), (—v3,1), (—v3,—1) | mL, S, S e ML | ndo | ndo
(i) | (1/2,1/3) ML nao | sim
(j) | infinitos (z, z) o teste falha nao | nao
(k) | (2,1) e (=8,2) mL e ML nao | nao
(1) | (0,0) o teste falha nao | nao

2. O ponto P = (1/2,1/3) é um ponto de maximo absoluto da funcao de z = f(z,y) em D. A
funcao
1 1 y—=x
gloy)=—-—--=
Ty xy
é continua em D, mas nao possui méximo nem minimo.

3. Cada uma das funcgoes é continua e estd definida em um conjunto compacto. Assim, pelo Teorema

de Weierstrass, cada fungao tem ao menos um ponto de méximo e um ponto de minimo absolutos.

pontos de maximo pontos de minimo
() | (1/2.72/2) e (-1/2,—V2/2) | (-1/2,v2/2) o (1/2,—2/2)
(b) | (1,1 (=L -1
(¢) | (1,0) (3,0)
(d) | (—=1,£m) (1, £m)
(e) | (=1,0) (1/2,0)
(f) | (0,—1) e (0,2) (1,1)
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4. J& vimos que a distancia da origem a um ponto P = (z,y, z) dessa curva é dada por

d(O,P) = /2?2 + y? + 22

Portanto, devemos maximizar a funcio f(z,y,z) = 22 + 3 + 22, ou seja,

g(t) = f(tt,1) = 1+ sen (¢/2)]".
Como
g'(t) = 2sen (t/2) cos (t/2) = sent =0
temos que t = km, k € Z, sdo os pontos criticos de g. Logo, ¢”(t) = cost < 0 em ¢t = 7 + 2m,
m € Z. Portanto, P = (—1,0,1) e @ = (—1,0,—1) s@o os pontos desejados.

5. Vamos fazer um esboc¢o da solucdo, por isso, tente completar!

(a) Note que se z = f(z,y) = exp(x? —y?), entdo f, = 2zexp(x® —y?) e fr = —2yexp(x? —y?).
Logo, Vf = (0,0) se, e somente se, z =0 e y = 0. Assim, (0,0) é o tinico ponto critico de

f e f(0,0) = 1. Agora, se fixarmos y = 0 e z # 0, entdo g(z) = f(z,0) = exp(2?), com

lim g(z) =00 e lim g(z)=0,

T—+00 T——00

isto &, g é estritamente crescente. Neste caso, g nao tem mdximo e nem minimo absoluto.

Se fixarmos x = 0 e y # 0, entdo h(z) = £(0,y) = exp(—y?), com

lim A(y)=0e lim h(y)= oo,

y—-+o00 Yy——00

isto é, h é estritamente decrescente. Neste caso, nao tem méaximo e nem minimo absoluto.

~ xi L '
Portanto, f ndo tem médximo e nem minimo absoluto
(b) Nao tem minimo absoluto. A origem é um ponto de maximo, com valor méximo.

(¢) Nao tem méaximo absoluto. Os pontos
P, (\/5 kr + Tr/4) e Qu (—\/i, kr + 57r/4) L keZ
sao pontos de minimo absoluto, com o valor minimo igual a —2.

6. Como f, = 2z(1 —y)® e f, = —32%(1 — y)? + 2y temos que Vf(z,y) = (0,0) se, e somente se,
22(1 —y)? =0e —32%2(1 —y)?> +2y =0. Logo,z=0ouy=1. Sex =0, entdoy = 0. Sey = 1,
entdo 2 = 0, o que é impossivel. Assim, (0,0) é o tnico ponto critico de f e f(0,0) = 0. Note
que foo(@,y) = 2(1 = y)*, fay(z,y) = —62(1 —y)* e fyy(2,y) = 62%(1 — y) + 2. Daf, se P(0,0),
entao

B~ AC=0*-2-2=-4<0e A=2>0.
Assim, P(0,0) é um ponto de minimo local de f. Agora, veja o item (a) do Exercicio 5.

7. —%OC’ e %OC sao os valores de menor e maior temperatura na placa, nos pontos (0,1/2) e
(:l:\/g/Q, —1/2), respectivamente.

ESCREVENDO PARA A PRENDER 3.2
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Usando o Método dos Multiplicadores de Lagrange, obtemos

pontos de méximo pontos de minimo
(a) | (3/4,4/5) (—=3/4—,4/5)
(b) | (n/8,—m/8) (57/8,3m/8)
(¢) | nao ha (4,4)
(d) (:t?, i@, i?) pontos da curva
() | (£1,0) e (0, 1) (=45 45)
() (M,M,ﬂ) P(z,y,z) talque z =0, ouy =0o0uz=0
@ | (VB IVEVE | (Ve —1Va1/V3)
(h) (i@,i%@,i%@) pontos do plano z +y+ 2 =0
(i) | nao ha (6/19,1/19)
(G) | (£1,£2) nao ha.
=1luc

P=(1/4,1/4) e Q = (—1/4,-1/4); d = v/2/4 u c.

P=(0-Lt -—2)eQ=(0,——=,2);d=025uc.

7 /68 68 68’ /68
P:(l,—2,5)
P:(%,—%), d=+v10(v/5—-1)uc
3V3
f(n/3,7/3) = =

Maximo no ponto M = (1,0) e minimo no ponto m = (1/4,1/2).

O maior valor da expressao = (y + z) ¢ 1 e ocorre quando = = g, Yy = 72 ez=1+2;0ux=—Y2

y:—gez:—\@.
_ (1 1 355
P= (53 %)

Pl = (17 ]-7 1)7 P2 = (1a _1,_1)? PS = (_1, 17 1) € P4 = (_17 _]-a _1)

J4 vimos que a distancia da origem a um ponto P = (z,y) dessa hipérbole é dada por d(O, P) =
\/m. Portanto, devemos minimizar a funcdo f(z,y) = x2 + y? sujeita a restricio g(z,y) =
22 + 8xy + Ty? — 225. E facil verificar que V f(z,y) = (2z,2y) e Vg(z,y) = (2z + Sy, 8z + 14y).
Logo, Vg(z,y) = (0,0) se, e somente se, z = y = 0. Como ¢(0,0) # 0 temos que existe um
A € R tal que

Vf(z,y) + AVg(z,y) = (0,0),

com (z,y) satisfazendo g(x,y) = 0. Agora, vamos resolver o sistema para obtermos os pontos
criticos de f.
20+ A(2x +8y) =0
2y + A8z + 14y) =0
2+ 8xy + Ty? — 225 =0
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14.

As duas primeiras equacdes desse sistema sdo equivalentes a:

(I+XNz+4xy=0
4 4+ (1+7N)y =0

ese A=0o0u = —1, entdao x = y = 0 é uma solugao do sistema, o que é impossivel, pois
9(0,0) #0. Logo, A #0 e X\ # —1. Assim,

4 16\ 1
x 1+)\y:>( 1+)\+ +7)\>y 0= A 7011)\ ,

pois y # 0. Se A = %, entdo y = —2z. Logo, a equacio z? — 1622 + 2822 — 225 = 0 tem solucoes
T = i%. Portanto,

13 > 13 13 > 13

(_15\/ﬁ 30\/ﬁ> o (15\/ﬁ _30@)

sao os pontos mais proximos da origem, pois se A = 1, entdao x = —2y. Logo, a equagao
4% — 16y? 4 Ty? — 225 = 0 ndo tem solugdo. Portanto, d(O, P) = 1517‘4% uc.

Como f(z,y) = y*> +2 > 0, em todos os pontos do interior de D, temos, pelo Teorema de
Weierstrass, que os pontos de maximos e minimos de f ocorrem na fronteira de D. Sejam (1,0)
as coordenadas polares do ponto (z,y) € X. Entdo = = cosf e y = sen @, para todo 0 € [0, 27].

Assim, P = (cos#,sen ) percorre toda a fronteira de X. Como
g(0) = f(cosf,senf) = cosfsen?h + 2cosf + sen 6 + 1
temos que
g'(0) = —sen®0 + 2senf cos? 6 — 2sen f + 4 cos fsen® 0 = sen® (4 cosf — 3) =0
se, e somente se, # =0, 0 = m, cosf = % esenf = :l:g Assim,
P=(-1,0), Q=(1,0), R= (g,_{) e S = (gg)
E fécil verificar que

f(P)=-1, f(Q) =3 e f(R) = f(5) =35 >3,

ou seja, P é ponto de minimo e R, S pontos de maximos.

Outra maneira de resolver o problema é via Multiplicadores de Lagrange. Seja g(z,y) = 2% +
y?> — 1. Entao é fcil verificar que Vf(x,y) = (y* + 2,2zy + 433) e Vg(z,y) = (2z,2y). Logo,
Vyg(z,y) = (0,0) se, e somente se, x = y = 0. Como ¢(0,0) # 0 temos que o ponto (0,0) nao

estd na curva. Assim, existe um A € R tal que
Vf(z,y) + AVg(z,y) = (0,0),

com (z,y) satisfazendo g(x,y) = 0. Logo, devemos resolver o sistema para obtermos os pontos
criticos de f.
Y +2+2xz=0
2zy + 4y +2\y =0
22+ —-1=0
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Note que a segunda equagao
zy+2P +dy=0cy(z+2y2+ 1) =0.
Logo, temos duas possibilidades: se y = 0, obtemos z = +1. Se y # 0, entao
t+2 FA=0=\=—z— 2%
Substituindo na primeira equagao e usando a terceira, obtemos
P42 222 — 4y =0=1—-22 +2—- 222 —4ax(1 - 2?) =0=42> - 32> — 42 +3 =0.

Assim, x = %, pois z = £1 = y = 0. Portanto, os pontos criticos sao:

P=(-1,0), Q=(1,0), R=(}-¥) e 5= (3]
E fécil verificar que

f(P)=~1, f(Q) =3 e f(R)=f(5) =55 >3,

ou seja, P é ponto de minimo e R, S pontos de maximos.

_ 1427
d= T uc.

Miximos (£v/3, Fv/3) e minimos (£1,+1).

Em um ponto P (z,y,z) em que alguma coordenada é 0, a temperatura ¢ T (P) = 0 e esta,

seguramente, nao é a temperatura maxima nem minima. De fato,
T <1, 1,\/5) —100V2>0 e T <1, 1, —\f2> — —100V2 < 0.

A temperatura méxima é 200°C', e ocorre nos pontos (il, +/2, il) ; a temperatura minima é
—200°C' e ocorre nos pontos (—1, +v/2, 1) e (1, +v/2, —1)

r=4m, y=4mez=2m.

Para um cilindro de raio r e altura h, devemos maximizar a drea lateral f = 27rh, sujeita ao
vinculo g = 72 4 (h/2)* — a® = 0. Encontramos 7 = a/v/2 e h = av/2.

Semelhante ao Exemplo 3.17.

V = (3,4,12).

Base quadrada de lado V4 m e altura 2v/4 m
O retangulo de lados

2a° 262
I=——— e y= ————.
CL2+b2 Yy a2+b2

ESCREVENDO PARA A PRENDER 3.3

1.

(a) ¥y = =3 ey” = —62; (b) y’:—% ey”z%; )y =-ley'"==-3;,(d)y=-1ley’" =2
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10.

. (a) 2

. u=2sen(xy) —x

dz dx

= — = M b ,: _— = .

=0 () o = =0

(a) 2o = —z/z e zy = —y/z; (b) 22 = (y+22y+9y?) /22 e 2y = (z+ 22y +2?) /22 ()
zp = 2%/ (senz + 3y — 2z2) e z, = 32/ (2zz — 3y — sen 2).

2 4?2 ev=—3sen(ay)+ x>+ 9%

Derivando implicitamente a equagao PV — kT = 0, em que P é uma funcao de V', obtemos

oP oP P

— P= — = :

A
De modo inteiramente andlogo, obtemos

v kT V
.

oar — P aP
Portanto,
opovor Pk V._ _,
overop V. P k
. Semelhante ao Exercicio anterior com a equagao F' (z,y,z) = 0, em que x é uma fungao de y,
obtemos 5 5 P
x x
Form+Fy=0=> — =--Y
“ oy +hy oy F,
. Se x = f(u,v) e y = g(u,v), com v = h(z,w) e v = k(z,w), entdo usando a Regra da Cadeia,
obtemos
0(z,y) | Tz Tw | | Tuls + TV Tyly + Tyly
9 (Z, ’UJ) Yz Yuw Yulz + YoV TylUy + TyUy
. Ty Ty Uz Uy | d(z,y) 09(u,v)
Yu Yo Vy Uy a(uvv) a(zaw)‘

Em particular, pondo x = z e y = w, obtemos

10
01

. Sejam F(z,y,u,v) =u® —2u—v —3 e G(x,y,u,v) = 2% + y?> — u — 4. Entdo use as relacdes

o LG - 10(FG)
T T 0(vy) Yo T 0 ()

para determinar que v, =4 e v, = 2.

. Semelhante ao Exercicio anterior.

Sejam F(z,y,s,t) = 2% — at — y*t2 + 25 + 2 ¢ G(x,y,s,t) = y?> — 2yt + xt?> — ys + s> — 6. Entdo

o(F,G
J = (F,G) = -0.
9 (x,y)
Agora, usando as férmulas de derivacao encontramos:
2 2 4 14
s =30 Tt 3’ Ys 9 Yt 9
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ESCREVENDO PARA A PRENDER 3.4

1. (a) J=9; () J=7; (c) J =5exp(z) +1; (d) J =7; () J = —3; (f) J =2 (2> — 2y) cosy —
2 (22% +y) seny; (g) J = =5, (h) J = p*seng, (i) J = abe.

2. (a) J(T) = —15exp(z)y?*J e J (T7}) =
y = 1, obtemos J = —15. Portanto,

—m, nos pontos com y # 0; (b) Em z =0 e

3. Confira a prova do Teorema 3.32.

4. Note que u = f(p,0), p=g(x,t) e 0 = h(z,t) e da Regra da Cadeia, resulta:
W PO b | oudp  udo
*T 9pdx  dodxr - Opdt o ot

€ como a 8 a a
O _ O _ 00 _ 00 _

=" %% o P

encontramos g = u, + Uy € Uy = ¢ (u, — Uy). Logo:

(i) vzz = 0z (up) + 0p (Uo) = UppPy + UpeTz + Ugppy + UoeTz = Upp + 2Ups + Ugs €
(ii) w = [0 (up) — 0 (Uo)] = ¢ (Uppps + Upo Tt — UgpPy + Use0t) = 2 (Upy + Use)
P PP P 2 PP

e, portanto:
2. _ 2 2 9 = —2c%u,, = =0
Utt — C Ugy = C (Upp + an) —C (upp + 2Ups + uo’o’) = —4C Upo Upos = U.

5. Note que o vetor z; = (1,0) no plano xy é transformado no vetor wi; = (a,c¢) no plano uv, e o
vetor zg = (0,1) no plano zy é transformado no vetor wy = (b, d) no plano wv. J& vimos que a

drea do paralelogramo determinada pelos vetores wi e wo é dada por
lad — be| = |wy x wa| = |wq| |[we|send = |wq| (|we|sen) =b- h,

com 6 o angulo entre os vetores wi e wo. Por outro lado,

O(wv) | us uy | _|a b — ad— be.
Oz, y) | v vy c
Portanto,
0 (u,v)
= d — b = .
5ty ==l = o

6. Como = = au e y = bv temos que

=+ 2=l +02=1.

7. A mudanga de coordenadas ¢ u = z/a, v=y/bew = z/c.

8. Note que se u = 4z e v = y, entdo a imagem ¢ a elipse u? + 16v? = 16a2.



CAPITULO 3 - DERIVADAS: aplicagoes 127

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Note que se u = exp(z)cosy e v = exp(z)seny, entdo a imagem da reta x = ¢ é o circulo

u? + v? = exp(2c).
A imagem da regido ¢ o quadrado de vértices (1/2,1/2), (1/2,1), (1,1/2) e (1,1).

A imagem da regido R é o quadrado [—1,1] x [—1,1] no plano uv. Como z = 3(u+v) e y =

+(u —v), temos que

u?  v?

xy=1%& (%(u+v)) (%(ufv)) = 1<:)>Z—Z =1,
e a imagem da hipérbole H é a hipérbole %u2 — in = 1 do plano uv.
Note que x = f (u) e y = —v +uf (u). Logo,

‘ f'(u) 0
Flu) +uf'(u) —1

Ty Ty

Yu Yo

pois f’(u) > 0, para todo u. Como f é continua e f’(u) > 0 temos, pelo Teorema da Fungao
Inversa, que existe uma funcdo u = g(x), g = f~! tal que f(g(x)) = z. Portanto, u = f~!(x) e

v=—y+axf (z), ou seja,
T (zy) = (" (@), —y+af ' (2).

Vamos fazer apenas o item (a). Como u = 3z e v = by temos que x = g ey = % sao retas no

plano zy paralelas aos eixos dos y e dos x, respectivamente. Faga um esboco. Neste caso,
U v
T Yu,v) = (—,7).
(w,v)= (3¢
A imagem em cada caso é:

(a) O retangulo de vértices (0,0), (6,0), (6,5) e (0,5).

(b) A elipse 2522 + 9y? = 225.

(c) O triangulo de veértices (0,0), (3,1) e (2,3).

(d) A retadu—9v—1=0.
)
)
)

e) Aretau—3v+5=0.

(
(f) O paralelogramo de veértices (0,0), (1,5), (10,4) e (9,—1).
(g) A elipse 13u? + 41v% + duv = 529.

(a) Representa um circulo se a # 0 e b? + ¢ — 4ad > 0; representa uma reta se a = 0 e b # 0 ou

c#0. (b) Se
x y

U= —5——- e V= ——"——,
22 + o2 22 + 42
entao a imagem de v por esta transformagao é a curva do plano uv desrita por

d (u* +v?) +bu — cv +a =0,

que representa um circulo, se d # 0, ou uma reta se d = 0.
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A tabela completa é:

Cartesianas: (z,y,z) | Cilindricas: (r,0,z) | Esféricas: (p,0,¢)
(v2,v2,2V3) (2,7/4,2V/3) (4,7/4,7/6)

(3v6,3v2,—6v2) | (6v2,7/6,—6v2) (12,7/6, 37 /4)
(1,1, —v/2) (V2,7/4,—/2) (2,7/4,37/4)

(a) o cilindro x2 + 32 = 16; (b) o par de planos (z — ) (z +y) = 0; (c) a folha superior do cone
22 =4 (:L'2 + yz); (d) o elipsoide 922 4 9y? 4 322 = 27; (e) a esfera a2 + 12 + 22 = 1; (f) o cilindro
circular reto (x — 2)? + 32 = 4.

(a) a esfera de centro (3,0,0) e raio 3; (b) o cilindro circular reto de raio 5; (c) os planos
r4+/3y = 0; (d) o plano z = 4; (e) o cone 22 + 52 = 22; (f) a esfera 22 +y% + 22 = 9, juntamente
com a origem; (g) o plano & = 1; (h) a esfera 22 + y2 + (z — 1) = 9; (i) um par de palnos; (j)
a esfera de centro na origem e raio a; (k) a regiao entre as esferas de raios 1 e 2 centradas na

origem; (1) o paraboloide z = 2% + 3.

As identificacoes sao:
(a)r?+22=4ep=2 (d)r2 —22=1e p?cos2¢ =1
(b) r=2e p?sen? ¢ = 4 (e) 4z =1 (3cosf +senh) e (3cosf +senf)tgp =1
(c)r? —422=0etggp=2 (f) 42 =r%e p=4cotg¢cosecs

Sejam F (z,y,u,v) = 22> +y?u—v =0, G (z,y,u,v) =z +y> —u=0e

9 (F,G)
d(z,y)

(a) Agora, usando as férmulas de derivagdo implicita, obtemos

J =

1R . 10(FG)
YT T T 0wy T T o)

(b) Resolvendo o sistema encontramos, por exemplo,

1 1
x:f<u—\/4v—3u2) e y:ﬁ\/u+\/4v—3u2.




4. Integral Mualtipla

Os problemas de “medida”, relacionados com os conceitos de comprimento, drea e volume, remon-
tam aos tempos dos egipcios hd mais de 4.000 anos, as margens do rio Nilo, quando problemas como o
célculo de dreas de campos e volumes de graos comegaram a ter importancia. Com os conhecimentos
das integrais simples obtemos dreas de regioes planas limitadas por graficos de funcoes, volumes de
sélidos de revolucao, usando os métodos das fatias e dos discos circulares, de aplicagbes na geometria,
na fisica, etc. Neste Capitulo, esses problemas relacionados ao conceito de integrais simples serao
estendidos para integrais multiplas.

No Capitulo 3 calculamos derivadas parciais de fungoes reais de duas varidveis reais, considerando
uma das varidveis independentes como sendo constante e diferenciando em relagao & outra. De modo
inteiramente andlogo, é possivel considerar uma integral indefinida como uma funcdo em relacao a

uma dessas varidveis. Por exemplo,
/4x3y2dac = 4y /msdx =zl 4+ C.

No célculo da integral mantivemos a varidvel y temporariamente com um valor constante, no entanto,
valores fixados e distintos assumidos por y poderiam requerer diferentes valores da constante de inte-

gracao C. Assim, devemos considerar a constante de integracao como uma funcao de y e escreveremos
/43:3y2d93 =y / 23de =zt + C(y).

Da mesma forma que as integrais simples, as integrais duplas ou triplas podem ser utilizadas como
eficientes ferramentas de modelagem em diversas situagoes-problema, sobretudo aquelas que envolvem
o cédlculo de drea ou volume de uma determinada regiao. Como exemplo, mostraremos que o volume

do elipsoide

152 y2 22

etpta=t
sendoa > 0,b>0ec >0, éigual a %mzbc. Mais geralmente, calcularemos o volume do sélido (2
descrito por

Q= {(z,y,2) €ER*: (z,y) €R e 0 <2< fla,y)},

sendo f (z,y) uma fungdo continua na regiao compacta R do plano xy.

4.1 Integral Dupla

Sabemos do cdlculo de uma varidvel que a integral simples

[ rwa

onde f : I — R é uma fungao continua e nao negativa (o grafico de f se situa acima do eixo x)
no intervalo I = [a,b|, ¢ definida como a drea delimitada pelo eixo z, pelas retas z = aex =b e

acima pelo grafico da fungao y = f (z). Esse conceito de integral simples pode ser estendido a uma
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funcao real de duas varidveis reais f: D C R? — R continua na regiao compacta D, por exemplo, no
retangulo
ny:{(x,y)€R2;a§x§b e c<y<d}.

4.1.1 Integral Dupla sobre Retangulos

Consideremos uma funcao z = f (x,y), continua no retangulo compacto
Dyy = [a,b] x [c,d] = {(z,y) ER?*:a<2<bec<y<d} (4.16)

e, para melhor clareza, suponhamos que f seja nao negativa, isto é, o grafico de f é uma superficie
situada acima do plano xy. Para melhor compreensao do conceito, definiremos, passo a passo, a integral
dupla de uma fungao continua f sobre o retangulo compacto D e faremos referéncia a uma particao

do intervalo [a, b] como um particionamento de [a, b] .
B Etapa 1: Particionando o retidngulo D,
Particionemos os intervalos [a, b] e [c, d], respectivamente, por

a=20 <21 < <Tp1<Tm=b e c=yg<y1 < <Yn1<Yn=d,

e com essas particoes formemos mn retangulos R;; = [z, Tit1] X [y, yj+1] , de lados iguais a

b—a d—c
Ar=gzipg—xi=—— e Ay=yi1—yi= ;
m n

de modo que

vi=xi1+Ax, i=1,....m e yj=yi1+Ay, j=1,...,n.

Quando m e n tornam-se arbitrariamente grandes (m — oo e n — 00), entao os lados dos retangulos

se aproximam de zero, isto é, Az — 0 e Ay — 0.

B Etapa 2: Avaliando f em um ponto (u;,v;) do retangulo R;;
Em cada retangulo R;; escolhemos um ponto (u;,v;), ¢ =1,...,m e j=1,...,n, e nesse ponto

avaliamos a fungao f, isto é, calculamos o valor z;; = f (u;,v;).

B Etapa 3: Construindo as Somas de Riemann

Cada parcela f (u;,vj) AzAy que figura na soma

Smn = zm: 2”: zijAx Ay, (4.17)

i=0 j=0
¢ uma aproximagao do volume da caixa retangular de base R;; e altura z;; = f (us,v;) e cada soma
Sm,n nos dé uma aproximacao por falta ou por excesso do volume do sélido cuja base ¢ o retangulo
D e o topo é o grafico da funcao f. As somas Sy, sao denominadas somas de Riemann de f.

Com esses ingredientes, definiremos a integral de Riemann (integral dupla) de f sobre o retangulo

D. Quando a fungdo f é continua no retangulo D, demonstra-se que o limite

m n
1=0 j=
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existe e esse limite é, por definicao, a integral dupla de f sobre o retdngulo D e anota-se:

ry)dA=  lim 2 ATAY.
//Df( v) (Ax,Ay)H(O’O)gjgo ’ ’

O elemento dA é a drea infinitesimal ou drea elementar, usualmente indicada por dzdy. No célculo

de integrais, quando for necessédrio enfatizar as varidveis de integracao, a notagao

/ /D f (2,) dady

¢ mais adequada. A Figura 4.1 ilustra a construcao da integral dupla sobre o retdngulo D.

Z A

Zi]’ q

< v

Figura 4.1: Area elementar dA = dxdy.

As propriedades basicas da integral dupla sdo similares aquelas para integral simples e o seguinte

resultado, admitido sem demonstracao, é na verdade consequéncia das propriedades do limite

Proposicao 4.1 Se f,g: D C R? — R sdo fungdes continuas no retdngulo compacto D e X é uma

constante real, entdo

1. Linearidade. / /D [f (2, ) + Ag(x, y)] dA = / /D F(@,y)dA + A / /D oz, y)dA.

2. Aditividade. // f(z,y)dA = / f(z,y)dA +/ f(z,y)dA, sendo D = Dy UDy e
D Dy Do

Dy e Do tém apenas pontos de fronteira em comum.

3. Valor Médio. Eziste ao menos um ponto P(a,b) no retdngulo D tal que

J[ swia= pa)-am).
onde A (D) é a drea da regiao D. [ |

Exemplo 4.2 Vamos ilustrar, neste exemplo, como usar a defini¢cio para calcular a integral dupla da

funcéo f (z,y) = zy* sobre o retdngulo

D:{(a:,y)eRQ:OSmSl e 0<y<1}.
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Solugao Usando o Método de Indugao Finita, demonstra-se que

n(n+1)

5 PP4+22+. 40 =

n
1424 4n=) k=
k=1

e consideramos a particao do retdngulo D determinada pelos pontos
O=z0<z, <2< <2Tp1<xp=1 e 0=y <y <y2<-+-<Yp_1<Yn=1,

segue que
1
xr=kAx e ypr=kAy, k=1,2,...n, sendo Ax = Ay = —.
n

As somas de Riemann (4.17), com u; = x; e vj = y;, sdo

S = Zwa,vj)AasAy:Z(Zz‘(AwV) 72 (Ay)?

i=0 j=0 j=0 \i=0

n

n+1 9 3 (n+1)2(2n + 1)
— (Ay)® | =
- ;J y

2 12n3 ’

e, consequentemente,

1)2(2n+1 1
// xyZda:dy: lim S, , = lim (n+1) (3n+ ):7, [
D n—oo ’ n—oo 12n 6

O Exemplo 4.2 é uma demonstragao clara de que o cédlculo de integrais duplas pela definicao pode

nao ser uma tarefa ficil, exceto em casos elementares. O calculo de integral dupla sobre retangulos e,
também, sobre regides compactas simples nao retangulares, serd feito como uma integral repetida ou

integral iterada, com auxilio do Teorema de Fubini'?.

Teorema 4.3 (Teorema de Fubini) Seja f: D C R? — R uma fungdo continua no retdngulo

D={(z,y) ER*:a<x<bec<y<d}

//Df(x,y)dxdyZ/cd [/abf(x,y)dx} dy:/ab [/Cdf(m,y)dy] de. W (4.18)
As integrais
) [ rena]a o [[[swni]a

que figuram em (4.18) sdo as integrais iteradas ou integrais repetidas de f (x,y) sobre o retangulo D

FEntao

e nelas estao especificadas a ordem de integracao. Por exemplo, na integral iterada

/Cd [/abf(x,y)dw] dy

primeiro calculamos a integral parcial f: f (z,y) dz, mantendo y temporariamente constante, e o

resultado integramos com respeito a varidvel y no intervalo [c,d] .

3 Cuido Fubini (1879-1943), matematico italiano.
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Corolario 4.4 Se g(z) e h(y) sdo continuas em [a,b] e [c,d], respectivamente, entdo

g9(z)h(y)dzdy = bg(ﬂ:)dw dh(y)dy . n
[a,b] X [e.d] a ¢

Exemplo 4.5 Reconsiderar o Exemplo 4.2 e calcular, via Teorema de Fubini, a integral dupla

// zy?dA.
[0,1]%[0,1]

Solucao No retangulo D = |0, [0,1] o Teorema de Fubini nos dé

1] x
1 1 1 1 1 =1
// zy?dA = / {/ xy2dx] dy:/ > [/ :L‘d.’L':| dy:/ y? [%xz} dy
D o LJo 0 0 0 =0
1

y=1
= 5[ =4 —dxi-1e
0 v=0

Exemplo 4.6 (o volume como integral dupla) Calcular o volume do sélido 2 acima da regiago
D =10,1] x [0,1] do plano xy e abaizo do plano x +y + z = 2.

z

2

Figura 4.2: Volume abaixo do plano x +y + z = 2.

Solugao Quando integramos uma fungao continua e nao negativa z = f (z,y) sobre uma regiao D,
o resultado é o volume do sélido €2 acima da regidao D e abaixo do grifico de f. Neste exemplo, o
sélido € é limitado superiormente pelo grafico da fungao z = 2 — x — y e estd ilustrado na Figura 4.2.

O volume, calculado por integral dupla, é dado por

vol () = //D(Q—:c—y)dA:/ol[/{)1(2—$—y)dm]dy
- /01 [2w—%x2—wy}§édy:/ol G-v)dy=(Gv-37),=1 =

Exemplo 4.7 Calcular o volume do sélido Q acima do retdngulo D = [—1,1] x [0,1], do plano xy, e

abaizo do cilindro z = 1 — x2.

Solugao A base do sélido €2 é o retangulo D e superiormente ele é limitado pelo grafico da fungao

2z =1 — 22, como estd ilustrado na Figura 4.3. O volume, calculado por integral dupla, é dado por

vol (@) — //}3(1_&)61/1:/_11 [/01(1_;52)614@:/_11(1_#) [/Oldy]dm

= [ -ade= @)~
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X

Figura 4.3: Volume abaixo do cilindro z = 1 — 22,

Exemplo 4.8 O wvolume de certo sélido £ é dado por:

vol () = /0 i /_ 11 (2* + y?) dydz.

Por observagao da integral, vemos que a base do sdlido é o retangulo D = [0, 2] x[—1, 1] e superiormente

o sélido ¢ delimitado pelo paraboloide z = 22 + y? e um cdlculo direto nos dd

vol (Q) = /02 Ul (2% +9?) dx] dy = 20/3.

-1

4.1.2 Integral Dupla sobre Regioes nao Retangulares

Do ponto de vista teérico, a integral de uma fungao continua z = f (z, y) sobre uma regiao compacta

D do plano zy se reduz ao caso em que a regiao de integracao é retangular.

=

« —z=f(xy)

dA = dxdy

Figura 4.4: Volume elementar dV = f(z,y)dA.

De fato, seja Ry = [a,b] X [c,d] um retangulo contendo a regiao D e consideremos a extensao fdef

ao retangulo Ry, nula fora de D, isto é, f : Rgy — R € definida por

*x — f($ay)7 se (:an)eD
fy) { 0, se (z,y) ¢ D.
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Embora a extensao f nao seja, em geral, continua na regiao R, sua integral dupla pode ser definida
de forma similar ao caso de uma funcao continua em um retangulo. Entao, a integral dupla de f sobre

D é, por defini¢ao, a integral dupla da extensao f sobre o retangulo Ry, isto é,

//Df(w,y)dAz/Rzyf(x,y)dA-

A Figura 4.4 ilustra a situacdo geométrica, que mostra o volume elementar dV = f(x,y)dA e
sugere que a integral dupla [[;, f (z,y) dA, no caso em que a funcao f é ndo negativa, representa o
volume do sélido com base D e limitada superiormente pelo gréfico de z = f (z,vy) .

O célculo da integral dupla sobre regices compactas D nao retangulares é feito, também, por meio
de integrais iteradas, como estabelece o Teorema de Fubini, em sua versao um pouco mais geral, desde

que a regiao D tenha um formato simples, como descreveremos a seguir.

B REGIAO VERTICAL SIMPLES (RVS) Uma regiao do tipo
Re={(x,y) eR?:a<z<be g(x) <y<g(z)

onde g1, 92 : [a,b] C R — R sao fungdes continuas, é denominada Regido Vertical Simples. A Figura
4.5 exibe uma regido vertical simples, onde observamos que as retas verticais (paralelas ao eixo y)
xr =k, a <k < b, intercepta a fronteira da regiao em exatamente dois pontos. A integral dupla de f

sobre a regiao R, é calculada pelo Teorema de Fubini para regioes nao retangulares:

/Rz flz,y)dxdy = /ab [/:(2:) f(ﬂs,y)dy} dzx. (4.19)

¥ A y= d
y 4 y=g,(x)
A A d
x=h(y)+—> Ry «—— x=h(y)
R
X =a —|—» 4t— x = b E
| 4 - ry

a [ b >

y=g(x) & y=c X
Figura 4.5: Regiao Vertical Simples Figura 4.6: Regiao Horizontal Simples

B REGIAO HORIZONTAL SIMPLES (RHS) Por Regidgo Horizontal Simples entendemos qualquer
regiao do tipo
Ry ={(z,y) ER*: hy (y) <z < ha(y) e c<y<d},

onde hy,hg : [c,d] C R — R sao funcdes continuas. A integral dupla de f sobre a regidao R, é, via

Teorema de Fubini, dada por:

//Ry f(z,y)dzdy = /Cd [/hf:y(?) f(a:,y)dx] dy. (4.20)

A Figura 4.6 mostra uma regiao horizontal simples, em que as retas horizontais (paralelas ao eixo

x) y =k, ¢ <k <d, intercepta a fronteira da regido em exatamente dois pontos.
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Exemplo 4.9 Como exemplos de regioes que sdo, ao mesmo tempo, vertical e horizontal simples

citamos as regides retangulares R = [a,b] x [c,d] e os discos x? + y* < a?. [ |

Suponhamos que D seja uma regiao limitada com a seguinte propriedade: qualquer reta vertical
(paralela ao eixo y) ou horizontal (paralela ao eixo z) intercepta a fronteira de D em no maximo dois
pontos. Uma tal regiao pode ser decomposta em regioes simples do tipo vertical R, ou horizontal
Ry e a integral dupla sobre D é calculada usando a propriedade aditiva da integral. Veja na Figura
4.7 uma decomposicao em regides simples D1 e Dy do tipo 1 ou 2 e a integral sobre D é a soma das

integrais sobre D; e sobre Dy, isto é:

//D f(m,y)dA:/le(x,y)dA+/D2f(x,y)dA. (4.21)

a b x

Figura 4.7: Decomposicao em regioes simples.

Exemplo 4.10 Calcular a integral de f (x,y) = xy? sobre o quarto de circulo do primeiro quadrante
D={(z,y) eR*:2>0, y>0 e z°+ 7> < 1}.
Solugao A regiao D pode ser descrita por
D:Rx:{(ac,y)eR?:OSxSl e ogyg\/ﬁ}

e, do Teorema de Fubini, resulta:

1 Vi-z2 1 —/1—22 1
// wy’dady = / / xydy | do = / 33[%93}?; dx = é/ z(1 — 2%)%%dz.
D 0 0 0 y=0 0

Assim, fazendo a substituicdo u = 1 — x2, obtemos

1 0 1 1
é/ z(1 — %)% de = —é/ w2 du = (1)./ w2 du = 1—15u5/2‘0 =1/15
0 1 0

1
2
zy“drdy = —. |
//D 15

Exemplo 4.11 Calcular a integral // (x3 —i—Sy) dA, onde D ¢é a regigo delimitada pelas curvas
D

e, portanto,

y=a2ey=2x.
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Solucdo Para encontrar os pontos de interseciao das curvas y = 22 e y = 2z, resolvemos a equacio

22 = 22 e obtemos x = 0 ou x = 2. A regiad D ¢é a regido vertical simples
D={(z,y) eR?*: 0< <2 e 2? <y <2},

ilustrada na Figura 4.8.

yu \
I = 2x
y=z"
1
1 2 x

Figura 4.8: Regido entre as curvas y = 22 e y = 2z.
Do Teorema de Fubini resulta:

2 2x 2 3y2 y=2x
// (:1:3 + 3y) dedy = / [/ (333 + Sy) dy] dx = / [:U?’y + ] dx
D 0 LJa2 0 2 |

2
= %/ (—22° 4 2t +122%)dx
0

= (B Rt m

Exemplo 4.12 Calcular o volume do tetraedro 2 delimitado pelo plano x +y + z = 1 e pelos planos

coordenados.

Solucao A Figura 4.9 ilustra o tetraedro €2, onde destacamos a secao triangular determinada pelo

plano z = c.

Figura 4.9: Esbogo do tetraedro.
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O volume elementar é dV = zdzdy, sendo z = f(z,y) =1 —x — y e, portanto, o volume de  é

vol (92 // zdxdy,

onde a integracao é feita sobre a regiao vertical simples
D={(z,y) eR?*:0<z<1e0<y<1—uzx}

Do Teorema de Fubini, temos:

vol (Q // (l—z—y dxdy—/ [/Ol_x(l—x—y)dy]dx

y2 y=l-x 1
— / |:y—xy—2] dx—;/(1—2x+x2)dx—1/6. [
0 0

y=0
Exemplo 4.13 (drea como integral dupla) Calcular, por integral dupla, a drea da regigo D de-

limitada pelas curvas x% +2y = 16 e x + 2y = 4.

Solugao Se f(z,y) = 1 em D, entdo o volume elementar ¢ dV = dA e, sendo a integral dupla a

soma desses volumes elementares, o resultado ¢ a drea A (D) da regiao D, isto é:

vol(Q)://DdA:A(D)

Para descrever e esbocar a regiao de integracao D, primeiro determinamos os pontos de intersegao das
curvas 2+ 2y = 16 e £+ 2y = 4, os quais sdo obtidos a partir das solucdes da equacio 16 — 2% = 4 —x.
Essas solugbes sao © = —3 e = = 4 e, portanto, as curvas se interceptam nos pontos A (—3,7/2) e
B (4,0) indicados na Figura 4.10.

yu
8

B
4N X
x+2y=4
Figura 4.10: Area por integral dupla.
A regiao D é descrita por
2
D:{(m,y)eRz:—SgcvgéleQ— <y<8-— }

e pelo Teorema de Fubini, temos

4 8—x2/2 4 4
://d:cdy:/ / dy dg;:%/ (12_,_33_1;2)(11;:&' ]
D -3 [J2—z/2 -3 12
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Exemplo 4.14 Calcular, por integral dupla, a drea da regido D entre as curvas y = 2 e x = y>.

Solucao A drea da regiao D é dada por

)= [[as= [ [ /xfdy] = [ (i-a)as= [37) - -1 m

4.1.3 Invertendo a Ordem de Integracao

Ao fazer a decomposicao da regido D em regioes simples, a escolha da regiao R, ou R, depende,
naturalmente, do formato da regiao D. Em uma determinada ordem de integracao, o integrando pode
nao ter uma primitiva elementar e, neste caso, uma inversao na ordem de integracao deve ser efetuada.
Vale ressaltar, contudo, que ao inverter a ordem de integragao a regiao D nao sofre alteragao, apenas
o cdlculo da integral iterada se processa na ordem inversa. Na Figura 4.11 ilustramos uma regiao
D = D1 U D5 sobre a qual expressamos a integral dupla como uma integral iterada nas duas ordens

possiveis de integracao: dxdy e dydzx.

S ) i STPe)
d d d %
x=hy(y) y=g(x)
D, D,
D D
C C
a e b X a e b X

Figura 4.11: Decomposicao de D em regioes simples.

Vejamos como descrever a regiao D = D1 U Ds. A Figura 4.11 (a) sugere a seguinte descrigao para
a regiao D:
D:c<y<d e hi(y) <z <hy(y)

e a integral dupla sobre D é calculada pela integral iterada

/ /D flz,y)dA= /Cd [ /hh(y(j) f o) dw] dy. (4.22)

Por outro lado, da Figura 4.11 (b) vemos que as regioes simples D; e Dy sdo descritas por

Di:a<z<e e c<y<g(x) e Dy:e<xz<b e c<y<g (z)
e a integral dupla, com a ordem invertida, é

J[ f@mia= [ [/C”“)f(x,wdy dx+/:

Aparentemente o célculo da integral (4.22) é mais simples, porque s6 hd uma integral iterada a calcular.

91()
/ f(z,y) dy] dx. (4.23)

Isso aparentemente, porque o célculo depende do integrando f (z,y). Como ressaltamos no inicio, em

uma determinada ordem, que pode ser aquela em (4.22), o integrando pode nao ter primitiva elementar.
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A
Y
2
— x+y=2
D
1
«— x-y=0
[ X

Figura 4.12: Regiao D do Exemplo 4.15.
Exemplo 4.15 Como primeira ilustracdo, vamos calcular // xydA nas duas ordens, onde D ¢é a
D

regiao do plano xy ilustrada na Figura 4.12.

Solugao A regido D pode ser decomposta em regides simples verticais ou horizontais e para descreveé-

la é fundamental observar cuidadosamente a Figura 4.12. .

1. Como uma regiao vertical simples, temos

D:{(x,y)€R2:0§x§1 exﬁyﬁ?—x}

e, neste caso, o cdlculo da integral fica assim:

//Da:ydA - /01 [/:xxydy] dm:/olx[y;]:xdx:;/olx[(g_x)'z_x?]dx

1 1
= %/0 :v(44x)da:z%/0 (4$*43§2)d:p:%(23327%333)0:1/3'

2. Decompondo D em regioes horizontais simples, temos D = D1 U Do, onde a regiao simples D1
é descrita por
Di={(z,y) eR*:0<y<1 e 0<z<y)

e a regiao Dy é descrita por
Dy={(z,y) eR*:1<y<2 e 0<z<2-y}.

Neste caso, invertendo a ordem de integracao, temos

1 Y 2 2—y
// zydA = // xydA—l—// xydA :/ [/ :L‘ydx] dy+/ [/ mydas] dy =
D Dy Dy 0 0 1 0
1 xT r=y 2 22 x=2—y
= Y| dy +/ Yy [] dy
\/O |: 2 =0 1 2 =0
1 2 2
= 5/0 y3dy+§/1 y@2-yldy=3+3 | -4+’ dy

ol BT ICEE S RYCET R R Sy (AR Vel

N
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Exemplo 4.16 (uma funcao sem primitiva elementar) Neste exemplo vamos calcular a integral

dupla da fungao f (x,y) = exp (—y2) sobre a regiao D entre as retas x =0, y =4 e y = 4x.

Solugao Este é um daqueles exemplos onde o cuidado na escolha da ordem de integracao deve
ser redobrado. Inicialmente observamos que a ordem de integracao dydx nao é adequada neste caso,
porque a integral [ exp (—yz) dy nao pode ser calculada pelos métodos elementares do cédlculo integral,
isto ¢, a funcdo g (y) = exp (—y2) nao tem primitiva elementar. Com um esbogo do grifico da regiao

D, que deixamos para o leitor como treinamento, é facil deduzir que ela é descrita por
D={(z,y) eR?:0<y<4 e 0<z<y/4} (uma regiao horizontal simples)

e usando o Teorema de Fubini, encontramos:

4 y/4 4
// exp(— cl:cdy—/0 exp(—y?) /0 dx dy:}l/o y exp(—y?)dy.

Com a substituicdo u = —y2, obtemos
1 4 1 —16 1 ~16
/ yexp(—y?)dy = —/ exp(u)du = — [ exp(~y?)| =10~ 1)
4 Jo 8 Jo 8 0

e, portanto:

1
// exp(—y?)dxdy = §(1 — e 10). |

Encerramos esta secao com um exemplo mostrando que a inversao da ordem de integragdo nem

sempre produz resultados iguais.

Exemplo 4.17 Calcular a integral iterada

="

nas duas ordens possiveis.
Solugao Temos

Lg—y Lor — (z+y) Loog |
LY gy = /@:/ dy—/ ——dy
/o (@ +y)? o (z+y)? CEDIE o (z+y)?
1 1
1 1

el

o (1+a)

LU esssle | aame s

Se em (4.24) permutarmos as varidveis = e y, obteremos

L gmeoms

de modo que na ordem dxdy, temos:

LU e ] 2mge] o=

(z+y)?

e assim:

(4.24)
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Por que isso nao contradiz o Teorema de Fubini? Uma das condigbes de aplicabilidade do Teorema
de Fubini é que o integrando f (z,y) seja uma fungao limitada na regiao de integracdo D, o que nao

ocorre com a fungao
zT-Y

(x+y)?

De fato, ao longo da reta y = 2x, obtemos

f(z,y) = em D :[0,1] x [0,1].

rT—y . T —2x

li = B "
(wvy)lgioﬁ) (x+y)3 ) (x + 2z)3 200 2723

- ilg%) 272

O que dizer da integral dupla / / f (z,y) dA neste caso? Se a integral dupla existisse, as integrais
D

iteradas seriam iguais e como isso nao ocorreu, a fungdo nao é integravel na regido D. Uma coisa é a

integral dupla e a outra é a integral dupla iterada. ]

4.1.4 Consideragoes Fisicas

Vimos nos fundamentos tedricos que se f : D C R? — R é uma funcdo continua e ndo negativa na

regiao compacta D, a integral dupla

//Df(x,y)dxdy ou //Df(:n,y)dA

representa o volume do sélido €2 acima da regiao D e limitado superiormente pelo grifico de f, como

na Figura 4.1. No caso em que f (P) <0, para todo P € D, entao definimos vol (2) por

vol () = //Df(x,y)davdy.

Além disso, se f (z,y) = 1, para todo ponto (z,y) em D, entdo a integral dupla representa a drea da

A(D) = / /D dady.

Quando interpretamos o integrando f (z,y) como densidade superficial de massa o (x,y), isto é,

regiao D, isto é:

como massa por unidade de érea, e a regiao D como uma lamina (placa fina), a integral dupla assume

outros significados. Na Figura 4.13 ilustramos uma lamina D de massa M e a drea elementar dA.

yu
X

/

dy /I B
)
4

dx X

dA

v

Figura 4.13: Lamina D de massa M

B DMassa e Centro de Massa
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Representemos por dm a massa elementar da porgao dA, de modo que xdm e ydm representam

os momentos da massa dm em relacao aos eixos y e x, respectivamente, isto é,
xdm = zo (z,y)dA e ydm =yo (z,y)dA,

sendo o (z,y) a densidade no ponto (z,y) da lamina. A massa total M da lamina é a soma (integral

dupla) das massas elementares dm, ou seja,

M(D) = / /D o(z,y) dA. (4.25)

e se representarmos por Cys (Z,7) o Centro de Massa da lamina D, isto é, o ponto que concentra toda

massa da placa, é razodvel definir os momentos da placa D pelas relacoes

oM = [[ wim= [[ ao@pan e = [[ yin= [[ yo@yaa

Os Momentos da massa M, isto &, da lamina D, sao definidos pelas integrais

Mx—//Dydm—//Dya(x,y)dA o My—//Da:dm—//Dwa(a:,y)dA. (4.26)

e as coordenadas do centro de massa sao, portanto:

xzﬂb//[)ma(w,y)dfl e y:AZ//Dya(m,y)dA. (4.27)

H Momento de Inércia

Imaginemos a lamina D girando em torno de um eixo L, com velocidade
angular constante w e seja d (z,y) a distancia da massa elementar (pontual)

dm ao eixo L, como na Figura 4.14. Se dFE representa a energia cinética da

(o) dm = 1 (wd)? o (z,y) dA, (% dm

-2

massa dm, entao

dE =

D=

onde wd € a velocidade escalar do corpo e a energia cinética total é, portanto,

E = // dE = w? // §%dm = w? // 620 (z,y) dA. (4.28) Figura 4.14:
D D D

A integral que figura do lado direito de (4.28) é o momento de inércia da placa D em relagao ao eixo

IL://D(SQU(x,y)dA.

Em relacao aos eixos coordenados, os momentos de inércia da placa D sao:

Imz//Dgfa(x,y)dA e Iy://Dx?a(x,y)dA, (4.29)

enquanto o momento de inércia polar em relagao & origem é dado por

L e anota-se

Iy=1I,+1,= // (22 + %) o(z,y) dA, (4.30)
D
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O termo 2 + y? que figura na expressio do momento de inércia polar é precisamente o quadrado
distancia de um ponto P(z,y) da placa D & origem O(0,0).
Podemos interpretar o momento de inércia como uma resisténcia ao movimento. Quanto maior o

momento de inércia, maior deve ser a energia para colocar o corpo em movimento ou fazé-lo parar.

Exemplo 4.18 Uma lamina tem o formato da regio D : x> + y?> < a? no primeiro quadrante.
Determinar a massa, o centro de massa e 0os momentos de inércia I, e I, da ldmina D, se a densidade

em um ponto P (x,y) da ldmina é o (z,y) = zy.

Solugao Um esbogo da regido D ajudard no cdlculo da integral dupla. A Figura 4.15 sugere as

seguintes descrigoes para a regiao D :

D:0<z<a, 0<y<+va?2-122 ou D:0<y<a, 0<z<+a%—y2

yﬂ

Figura 4.15: O quarto de circulo 22 + 32 < a?.

1. A massa ¢é calculada pela férmula (4.25). Temos

y=vaZ—z2

i = ffaman= [T ) ao= [T [5]T

2

1 a
= / z (a® — 2?) dz (fagat—a2—a:2)—/ tdt = a*/8.
2 Jo 4 Jo

2. As coordenadas T e 7 do centro de massa sao calculadas pelas férmulas (4.27). Temos

Vo = [[w@nar= [[ npaa= [*2 [/ de]dy

a2

1
= / x(a2—aj)/ dr = (faca t = a®—z?) = 6/ 32dt = a®/15
0 0
e, portanto, § = M, /M = 8a/15. De modo inteiramente andlogo encontra-se T = 8a/15 e o
centro de massa é o ponto Cys (8a/15,8a/15).

3. Os momentos de inércia I, e I, sdo dados pelas féormulas (4.29). Temos:

Lo— [ o= [[ spiac [ [ /ﬁ d] "

L[ 2 2\ 2 2 2 1 a22 6
= — [ z(a®—2°) do = (faca t = a’—2") = — t*dt = a”/24.
4 Jo 8 Jo
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O momento de inércia I, ¢ calculado de modo similar e encontra-se I, = a®/24. |

Exemplo 4.19 O Centroide'* da regido triangular de vértices O (0,0), A(1,1) e B(1,0) é o ponto

Cy (Z,7), cujas coordenadas sao dadas por:

1 1 T
:U:M/O/Oxdyda: € :M//ydydx.

Considerando que a massa é M = 1/2, encontramos Cyr (2/3,1/3).

4.1.5 Integral Dupla Imprépria

Para integrar uma fungao f (z,y) sobre uma regiao D do plano zy, a fungdo nado precisa ser
continua nem a regiao ser limitada. O fato é que a continuidade do integrando f e a compacidade da
regiao D implicam na integrabilidade da funcdo em D. Existem fungdes que nao sao continuas em
uma regiao e, ainda assim, sao integrdveis. Uma condicdo necessdria para a integrabilidade é que a
funcao seja limitada na regiao de integracao. Uma integral dupla f f p [ (z,y) dA recebe a denominacao
de integral imprépria em duas situagoes: (i) a regido de integragao D nao ¢ limitada ou (ii) a fungao
f (z,y) que desejamos integrar nao é limitada na regiao D. Quando a integral dupla imprépria existir,
isto é, for um nimero real, diremos que a integral é convergente e caso contririo a integral imprépria

serd denominada divergente.

Exemplo 4.20 Vamos investigar a convergéncia da integral imprépria
—y
——zdxd
/ / @y
no compacto D = [0,1] x [0,1].

Solugao Trata-se de uma integral imprépria, porque a funcao f (x,y) ndo é limitada em D, embora
a regiao seja compacta. Vimos no Exemplo 4.17 que a funcao f nao é integrdvel em D. Logo, a

integral dupla é divergente. |

Exemplo 4.21 (uma fungao continua nao integravel) Na regido D = {(x,y) cER?:0<y<a< 1}

a fungao f (z,y) = nao é integrdavel, embora seja continua.

Solugao Temos uma situacdo em que a funcao é continua, a regiao é limitada e, contudo, a fungao

nao é integrdvel. Na Figura 4.16 esbocamos a regiao D e a regiao auxiliar
D.:0<z<1 e 0<y<z—=¢

que é compacta e na qual f é continua, tornando aplicdvel o Teorema de Fubini.

Ressaltamos que a fun¢ao nao é limitada, o que caracteriza uma integracao imprépria. Temos que

//Df(x,y dody = lim //Dsf(m,y)d:cdy

M Centroide ¢ a denominacéo dada ao centro de massa de um corpo homogeéneo de densidade o = 1.
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yu

o— Y=X

7<—y=x—8

0
0
o
0
0
K3

v

Figura 4.16: Regido auxiliar D;.

e do Teorema de Fubini resulta

/ f (@, y) dxdy
D

Portanto,

lim
e—0t

//Df@c,y) dady =

e a integral dupla é divergente.

[

(xloga:—x)@ —(1—¢)loge =c—1—loge.

// f(z,y) dody =

dy
T —y

dt
t

1
] dx —/ (logx — loge) dz
3

o[

lim (¢ —1—1loge) =400

e—0t

1.1

> ESCREVENDO PARA APRENDER 4.1.1

1. Em cada caso, esboce a regiao de

inverta a ordem de integracao.

1 rlzl
/ / dydx
-1Jo
/ / cos
1 pz?
/ / xydydx
0 Ja3
3 Ve
/ / zydydx
1 Jl-zx
Ty
/ / sen xdxdy
0 J—y
1 px
/ / T sen ydydx
0o Jo
2 pe’
/ / dydx
0 J1

2. Qual o valor da expressao:

dydm

integracao e calcule a integral iterada. Se achar conveniente

1 rz 2 2
/ / exp(x?)dydz / / (2xy — y3) dydx
0 Jo
1 3z+2 4— 2y
L./ 0 [ et
—2J 22 +4x 4-— 2y
4 92;4 T
/ / zydxdy / / exp(y/x)dydx
0 Joyisy 0 Ja2
1 pv1-x22 V2/2 pr/1-92
ffy L
/ / xcosy — ycosz)dydr / / |z — 2| sen ydzdy
cosy
/ / (12:By2 — 81’3) dydz / / x sen ydzxdy
0 J1
2 1
/ / (z — 3logy) dxdy / / sen (
1 Jo

dydz

xydzxdy

dydx

1 1)y 1,2
I :/ / Inx dasdy+/ / Inx dedy ?
0 J1 0 J1
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3. Em cada caso, decomponha a regidao D em regides verticais simples ou horizontais simples e

escreva a integral dupla / / f (z,y) dA nas duas ordens.
D

y A y j‘
(& b
a D
C.l b >JC a >X p b‘:x

(@) () ()

4. Em cada caso, esboce a regiao D e calcule a integral dupla / / f (z,y) dA. Escolha a ordem de
D

integragao de modo a tornar o cdlculo mais simples.

(a) D={(z,y) eR?2:0<z<1e2x<y<2}; f=exp(y?).

(b) D={(z,y) eR*:0<y<8e yy<a<2} [f=uxy

(c) D={(z,y) eER?:x>0e 1 <2?+y?><2}; f=2%

(d) D={(z,y) eR?: -1 <2<2e —Vi-—22<y<4-22}; f=1

5. Ao calcular o volume de um sélido € abaixo de um paraboloide e acima de certa regiao D do

plano zy, obteve-se a seguinte expressao:

1 Y 2 2—y
vol (2) = /0 /0 (:U2 + y2) dxdy + /1 /0 (z2 + y2) dxdy.

Identifique a regiao D, expresse vol (2) por uma integral dupla com a ordem invertida e calcule

o volume.

6. Identifique o sélido €2 cujo volume é dado pela expressao

vol(Q):/Ol/OW(l—x)dydm

e em seguida calcule vol ().

7. Em cada caso, use integral dupla e calcule a drea da regido D indicada na figura.
y A y ﬂ‘ y A

1

(—1,—4)1/
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2

8. Calcular, por integral dupla, o volume do sélido delimitado acima pelo cilindro z? + 22 = a2,

abaixo pelo plano zy e nos lados pelos planos y = z e y = 2z.

9. Calcular o volume da cunha cortada do primeiro octante pelo cilindro z = 12 — 332 e pelo plano
4y =2

4.1.6 Mudancga de Variavel em Integral Dupla

Ao calcular uma integral por substitui¢do, na verdade efetuamos uma mudanca de varidvel para
obter uma primitiva. Mais precisamente, se f : [a,b] — R é uma funcdo continua e g : [c,d] — R ¢é

uma fungao derivdavel, com derivada ¢’ integravel, e, além disso, g(c) = a e g (d) = b, entédo

g(d) d
x)dr = w)) ¢ (u) du.
/g@ f (@) /Cf(g( D (w)

Exemplo 4.22 Por meio de uma mudanca de varidvel, calcular a integral simples
1
/ V1—22dux.
0
Solugao Se f(z) =v1—2a2, 0<z <1, entao com a substituicdo z = g(u) = sen u, obtemos

f(g(w)=+V1-sen2u=cosu e ¢ (u)=cosu, 0<u<mr/2,

e, portanto,

4

1 /2 9 1 /2 T
/ V1—ax2dx = / cos” udu = — / (1 + cos(2u))du = — [ |
0 0 2 Jo

Para deduzirmos uma férmula de mudanca de varidvel para integral dupla, deixe-nos considerar

T:{ x =z (u,v)

uma transformacdo T : R? — R?

y=y(u0),
onde as fungdes coordenadas x (u,v) e y (u,v) tém derivadas parciais de primeira ordem continuas em

uma regiao R, do plano uv e suponhamos que o Jacobiano

Ty Ty

Yu  Yov

J(T) =

nao se anula em R,,. A transformacao T é localmente invertivel e, como estabelece o Teorema da
Fungao Inversa, as coordenadas da inversa u = u (z,y) e v = v (x, y) tém derivadas parciais de primeira
ordem continuas na regiao Ray = T (Ruy), imagem de Ry, pela transformagao 7. Usaremos a Figura
4.17 como orientagao para a deducdo da férmula. Se r (u,v) = x (u,v)i+ y (u,v)j é o vetor posicao
do ponto @ (z,y) e a regidao R, for particionada pelas curvas de nivel u = ¢1 e v = ¢, entdo a drea

elementar dxdy serd aproximada pela drea do paralelogramo de lados a = rydu e b = rydv. Temos

a=r,du=(r,i+y,j)du e b=rydv=(x,i+yj)dv
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e, consequentemente,

i j ok
axb=(r,xr,)dudv=| 2z, vy, 0 |dudv= [(acuyv — TyYu) dudv]k
Ty Yo O

Logo, as dreas elementares dxdy e dudv estao relacionadas por
dzdy = |a x b| = |J (T)| dudv (4.31)

e se f(z,y) € uma funcao integravel sobre a regiao R,,, entao da definicao de integral dupla, resulta

/R f(zy)dedy ~ ZZ (i, y;) dzdy
Ty =1 :

2
M= L
M

2 (w3, v7) ,y (w3, 7)) | (D)) dudv

u,v)) |J(T)] dudv.

%
—
&

N
~
0
®
=

T y A dxdy
/—\A r 4/1/1 Cl
— ; > CI+AH

b 1/ -'
T Raxy ; e, +Av
’ \ ol
» V= CZ
u u+du u M X

Figura 4.17: Mudanca de varidvel

Formalmente, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.23 (Mudancga de Varigvel) Seja f: D C R? — R uma fungdo com derivadas parciais
de primeira ordem continuas em um dominio D, contendo a regiGo Ryy. Se as fungdes x = x(u,v)
ey = y(u,v) tém derivadas parciais de primeira ordem continuas na regiio Ry, onde o Jacobiano

J(u,v) nao se anula, entdo:

/%jmwmwzﬁkfwmwm%mgﬁg

A férmula (4.32) é conhecida como Férmula de Mudanga de Varidvel em integral dupla.

| (4.32)

Observagao 4.24 Se a transformagdo T : R? — R? definida por T(u,v) = (z (u,v),y (u,v)) for

localmente invertivel, vimos como consequéncia do Teorema 3.54 que

J(u,v) - J(z,y) =1
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e, se for conveniente, podemos usar a formula de mudanga de varidgvel (4.32) na ordem inversa. Se
a transformagao T tem Jacobiano J (T') constante (isso ocorre com as transformagoes lineares) e a

fungao f(x,y) =1, seque de (4.32) que
A (Rmy) =AT (Ruv)) = |J (T)| A (Ruv) (433)

e o Jacobiano pode ser visto como fator de relagdo entre as dreas de Ryy € Ryyp-

Exemplo 4.25 Calcular a integral dupla da func¢ao f(x,y) = exp (T) sobre a regiao Ryy de-
y+x
limitada pelas retasc+y=1, z4+y=2,z2=0ey=0.
Solugao Se considerarmos u =y — x e v = y + x, teremos
1 1

r=50v-u) ey=s5(u+tv)

e a transformagao (linear) T (u,v) = (z,y) tem Jacobiano

 O(z,y) :' 122,

1/2 1/2

Além disso, sendo T linear ela transforma retas em retas e um calculo direto nos d4:

z+y=1l=v=1 z4+y=2=v=2 z=0=>v=u e y=0=>v=—u

e a Figura 4.18 ilustra as regioes de integracao Ry € Rys.

Y a vV A
2 )C+y=2 T‘l
/_\
\ 2
x+y=1 T
1IN Ro g A AN
u=-v 1 u=v
0 1 2 X 2 1 1 2 u

Figura 4.18: Regioes de integragao Rgy € Ryy.

Da férmula de mudanga de varidvel (4.32), resulta

- 2 v
//Dexp <Z+i) dA = ;//w e dudv = ;/1 {/ve“/”du] dv
1 /[? v 2 3 1
- = u/v 1, _1 — = _ =
2/1 <ve _U> dv =3 (e 6)/1 vdv 1 <e e>' [ |

Exemplo 4.26 Com a mudang¢a de coordenadas w=x —y e v =1y + x, calcular

// (z +y)? [sen(m—y)]sz.
|z|+ly|<m
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V a YV a

Figura 4.19: Regioes Ry € Ry, do Exemplo 4.26.

Solugao A transformacao linear T (u,v) = (z,y) transforma o quadrado Ry, : [-7, 7| X [-7, 7| na

regido Ry : |z| + |y| < m, como ilustra a Figura 4.19.

Temos
1 -1

1 1

T = S -

de onde segue que J (T) = —1/2 e da férmula (4.32), resulta

1 1 ™ ™
// (z+y)isen® (z —y)dA = 3 // v? sen? ududv = 3 / [/ v? (sen2 w) du] dv
Rzy uv - -

L [Ty gym 2 [T 2
= 2/ [gv]_ﬂ(sen u)duzg/ (Sen u)du

—T —T

7T3 s
= 3 %(1—0082u)du:7r4/3. [
—T
' T
Exemplo 4.27 Calcular, por integral dupla, a drea da elipse o) + i 1, a>0eb>0.

Solugao Se representarmos por R, a regiao delimitada pela elipse, isto é:

2 2
Rey = {(zy) eR2: 2 + ¥ <1y
Ty 'Y 02 pz = b

entdo a drea da regiao R,y ¢ dada por A (Ryy) = / / dzxdy. O célculo da integral dupla torna-se
Ray

mais simples por meio de uma mudanca de varidvel que transforma a elipse em uma circunferéncia.

Consideremos, entao, a transformacao linear x = au e y = bv, com Jacobiano

a 0
0 b

J= = = ab,

que leva a regiao R, sobre o disco compacto

Ruw = {(u,v) € R? : 0w + 0% < 1}
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e usemos a férmula de mudanca de varidvel. Temos:

A(Ryy) = / /R ) dady = ab / /R ) dudv (4.34)

e a integral dupla que aparece do lado direito de (4.34) nada mais é do que a édrea do circulo de raio

r = 1, cujo valor é 7. Logo,
A (Ryy) = ab x A(Ryy) = mab. |

Exemplo 4.28 Seja D a ldmina do primeiro quadrante delimitada pelas hipérboles xy = 1, xy = 3,

22 —y? =1 ex? —y? =4, e suponhamos que a densidade da ldmina seja constante o = 1. Calcular o

momento de inércia polar da lamina D.

2

Solugdo A transformacio u = zy e v = 22 — y? leva o retangulo Ry, = [1,3] x [1, 4] sobre a regido

Rzy, como sugere a Figura 4.20, onde a lamina D estd representada pela regiao R,,.

V4 xy=3 v 4
x* -y =1 T )
R p—— Riv
1 froed = L [ -~
xy=1
1 2\ 3 1 3 tl:

Figura 4.20: Regioes de integragao Rgy e Ryy.

O Jacobiano dessa transformacao é

0 (u,v) Yy T 9 9
= = —2(z" +y°),
Doy |20 2y | 2 HY)
. 9(z,y) 1 : - )
que nao se anula em D e, portanto, = — . A densidade da lamina D é o (z,y) = 1,

d (u,v) 2(22 + y?)
o momento de inércia polar 4.30, neste caso, se reduz a:

Iy = // (22 + y?) dzdy
D

e, usando a férmula de mudanca de varidvel, obtemos

Io://Rz (w2+y2)dxdy://w (2% + ) 0 (z,

y) L
dudv = % / / dudv = 3. [ |
0 (u7 v) 1 J1

Exemplo 4.29 Seja T : R? — R? q transformacao linear T(x,y) = (az + cy, bz + dy) e suponhamos

que ad — bc # 0. Se R é o paralelogramo gerado pelos vetores linearmente independentes a = ai + bj
e b =ci+dj, entao

A(T(R))=|J(T)|-A(R). (4.35)
Como consequéncia, calcular a drea do paralelogramo R com trés vértices nos pontos 0(0,0), A(2,1)

e B(3,-1).
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Solucao Se uw =az + cy e v = bz + dy, entao

e a relagao (4.35) é uma variante de (4.33), contida na Observagao 4.24. O paralelogramo R é gerado

1
ad — bc

a c

b d

=ad—bc#0 e J(u,v) =

pelos vetores a = 2i +j e b = 3i — j e se considerarmos a transformacao T : R? — R? é definida por
T(z,y) = (2x + 3y,x — y), com Jacobiano J (z,y) = —5, teremos R = T'(S), onde S é o quadrado
[0,1] x [0,1]. Portanto, a drea do paralelogramo R ¢ igual |J(T")| = |-5| = 5. [ |

A Integral Dupla em Coordenadas Polares

Sempre que usamos coordenadas polares, substituimos a drea elementar dA = dxdy por rdrdf.
Isso é consequéncia do Teorema de Mudanca de Varidvel, mas pode ser deduzido facilmente usando
argumentos geométricos. De fato, observando a Figura 4.21, vemos que dA = drds, onde ds = rdf é

o comprimento do arco.

VA dA

8 olls = rdo

v

Figura 4.21: Area elementar dA = rdrd.

Exemplo 4.30 Determinar a imagem pela transformacao v = rcost, y = rsenf da regiao R, do

primeiro quadrante, delimitada pelos circulos z2 + 3% = 1 e 22 + y?> = 4, e em sequida calcular a

// log (x2 + y2) dA.
Ray

Solugao Se T é a transformacdo em coordenadas polares x = rcosf e y = rsen#, entao:

integral dupla

cosf —rsenf

=r

sen 0 7 Ccos 0

e a imagem da regiao R, pela transformacao T' ~1 & o retangulo

Rrgz{(r,G)G]RQ:lSTgQ eO§9§7T/2}

no plano rd. A Figura 4.22 ilustra as acoes da transformacio T e de sua inversa T 1.



154 CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS A. de A. e SILVA & M. P. MATOS

O a A
Y
/2
T
Rro —
T71
E— \'ny

v

1 2 r 1 2

Figura 4.22: Regioes de integracao R, e R,9 do Exemplo 4.30.

Em coordenadas polares a drea elementar é dA = rdrdf e como z% + y? = r2, temos:

T/2 2 r 4
// log (x2 + y2) dA = / / rlogr?drdf = (usar t = r?) = 4/ log tdt
Ray 0 1 1

= %[tlogt—t]i:77(410g4—3)/4. [

Exemplo 4.31 Calcular a drea da regiao Ry delimitada pelas retas y = x ey = 0 e pelos circulos
22+ 9% =2z e 2? + 4% = 4x.

Solucdo Em coordenadas polares as curvas y = z, 22 + y> = 2z e 2% + y?2 = 4z sdo descritas,
respectivamente, por § = 7/4, r = 2cosf e r = 4cos 6 e na Figura 4.23 ilustramos a regiao R, onde

fizemos o eixo polar coincidir com o eixo .

A

y 0=n/4

r =4cos0

7 =2cos0

Figura 4.23: Regido de integragdo do Exemplo 4.31.

Usando a férmula de mudanca de varigvel, temos:
w/4 pdcosO w/4
A(Ryy) = / dzdy = / / rdrdf = 3 / 12 cos? d6
Ryy 0 2cosf 0
/4 w/4
= 6/0 %(1+cos?9)d0:3[9+%sen29]0 =3(3+7/4).

Exemplo 4.32 Consideremos a regiao do primeiro quadrante

Rwy:{(a:,y)€R2:a2§:c2+y2§b2, xZOeyEO}.
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Ezpressar a integral dupla // 22dA nas duas ordens dxdy e dydx e na forma polar e calcular o
Ry
valor da integral.

Solugao A regiao R,y ¢ semelhante aquela do lado direito da Figura 4.22 e a integral dupla sobre

Ry se expressa sob as formas:

Vb2 —22 b rVb2—22
(i) Na ordem dydx : // z2dA = / / r2dydx +/ / z2dydz.
Ray VaZ—z2 a JO
b /b2 _y2
(ii) Na ordem dzdy : // r2dA = / / 2cl:L‘dy +/ / z2dxdy.
Rly az—y a 0

w/2
(iii) Na forma polar drd6 : // 22dA = / / 73 cos? Odrdf (x =rcosb, dA = rdrdd).
R 0 a

O célculo da integral é mais simples na forma polar. Temos:

7r/2 1 7T/2 T
// 22dA = / / 3 cos? Odrdf = ~ (b —a ) / cos? 0df = — (b4 — a4) .
Ray 4 0 16

Exemplo 4.33 Calcular, por integral dupla, o volume do sélido Q interior & esfera x +y? + 22 = 25

e exterior ao cilindro x> 4+ y? = 9.

Solugao No primeiro octante o sélido 2 é limitado inferiormente pela regiao R, : 9 < x4+ 9y? <25
e superiormente pelo hemisfério z = /25 — 22 — y2. O volume de Q &, portanto:

vol(Q)zS// V25 — 22 — y2dA
Ry

e usando coordenadas polares encontramos:

/2 5 5 2567T
vol (Q) = 8 V25 — r2rdrdf = (usar t = 25 — r?) = 27 \f dt =
0 3

Exemplo 4.34 Calcular, por integral dupla, o volume do sélido Q0 interior ao cilindro x? + y? =
2y, z >0, e abairo do cone z = \/x2% + 2.

Solugao O sélido  é a porcio interior ao cilindro 22 + (y — 1)2 = 1, limitada inferiormente pelo
plano zy, porque z > 0, e acima pelo cone z = y/x2 + y2, como sugere a Figura 4.24.

Como subconjunto do R3, o sélido Q & descrito por:

0= {(:c,y,z) eR*:0<z< Va2 4+ 12 e (z,9) ERmy}

onde Ryy = {(z,y) € R?: 2% + (y — 1)? < 1} é a projegdo do sélido 2 no plano zy e em coordenadas

polares a regiao R, ¢ descrita por

Rrp:0<0<7m e 0<r<2senf

e, portanto,
m r2senf g [T
vol () = // \/mdmdy:/ / r2drdf = 3/ (sen6)* do
D 0o Jo 0
™ 1 2
3J0 31 9
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y A
r =2send
z=x>+y’
Rl L
\ > >
X X +(y-1*=1

Figura 4.24: Volume abaixo do cone z = /22 + 2.

Exemplo 4.35 (Integral Gaussiana) Calcular a integral imprépria

//RQ exp (—2% — y?) dA

e com o resultado deduzir que

400 5
/ e Vdt = /7.
—0o0
A integral (4.36) é a Integral Gaussiana, utilizada em teoria de probabilidade.
Solucdo O plano R? em coordenadas polares é descrito por:
R?={(r,0): 0<0<2r e 0<r<oo},
e considerando que 22 + y? = 72 e a drea elementar é dA = rdrdf, temos:
or B, B
// exp (—3:2 - y2) dA = lim / e " rdrdf = 2r lim e " rdr
R2 B—oo Jg 0 B—oo Jy
0
= (wart=—r?) =7 lim eldt = m lim (1 — e_BZ) =.
B—oo J_p2 B—oo

Por outro lado, usando o Coroldrio 4.4, obtemos:

+oo +oo 2 5
— // exp (_1’2 - y2) dA = / [/ e * dm] e ¥ dy
R2 —00 —00
“+o0o +oo +o00 2
= [/ e_x2dm} {/ e_y2dy} = {/ e_t2dt]

“+oo
de onde resulta que / e tdt = /7. |

—0o0

(4.36)

> ESCREVENDO PARA APRENDER 4.1.2

1. Em cada caso, esboce a regiao D e calcule a integral dupla

//D f(z,y) dzdy.

(a) D é a regido triangular de vértices (2,9), (2,1) e (=2,1); f = zy=.
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(b) D é a regiao retangular de vértices (—1,—1), (2,—1), (2,4) e (—1,4); f=2z+y.
(c) D é a regido delimitada por 8y =23, y = —z edr+y=9; f=ux.
(d) D é aregido do 1.° quadrante delimitada por 22 + ¢y =1; f = m
(e) D é a regiao triangular de vértices (0,0), (1,—1) e ( 1,4); f= y2.
(f) D ¢ a regiao delimitada por y? =2,z =0ey = 1; =exp (z/y).
(g) D é a regido delimitada por 2y =22 ey =2; f==z (a: +y )_1.
(h) D é a regiao delimitada por y =z, y =0,z =5e ay = 16; f=1.
(i) D é a regiao delimitada por y = expz, y=logz, x+y=1lex+y=1+¢ [f=1.
(j) D é a regido delimitada pory =22, y=0ex+y=2; f=ay.

2. Use coordenadas polares para calcular as seguintes integrais duplas:

/ / 222 yy rdedy (@ /_2/Omexp (-2 = y?) dydz
/1 /0 (@2 +92) Tdydz  (e) // (22 + y) dudy

r2+y2<1

3 rx
/ / Va2 + y?dydx (f) // (x + ) dwdy, sendo D : 22 +y? — 2y <0
0 Jo D

157

3. A fronteira da regido D é o paralelogramo de vértices (0, 1), (1,2), (2,1) e (1,0). Use a mudanga

de coordenadas do Exemplo 4.26 e calcule a integral dupla sobre D da funcao
f(@y) = (z —y)* cos® (z + ).

4. Ainda com a mudanga de varidvel do Exemplo 4.26 calcule a integral dupla da funcao

o) =sen (221

r+y

sobre a regido D delimitada pelo quadrildtero de vértices (1,1), (2,2), (4,0) e (2,0).

5. Use a mudanca de coordenadas u = zy; y = v e calcule a integral dupla

// (1‘2 + 2y2) dxdy,
D

sobre a regiao D do plano zy delimitada pelas curvas

zy=1, zy=2, y=|z| e y=2x.

6. Use a mudanca de coordenadas x = u — v, y = 2u — v e calcule a integral dupla

// xydxdy,
D

sobre a regiao D do plano zy delimitada pelas retas y =2z, y =2z -2, y=zey=x + 1.
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7. Use a mudanga de coordenadas u = %y, v = x — 2y e calcule a integral dupla da funcao
z,y) = Vo — 2y +y°/4,
sobre a regiao D do plano zy delimitada pelo triangulo de vértices (0,0), (4,0) e (4,2).

8. Use coordenadas polares e calcule a integral dupla
// V2 + y2dzdy,
D

sobre a regiao D do plano xy delimitada pelas curvas y = vV2r — 22 e y = .

9. Em cada caso, calcule a drea da regiao D do plano xy delimitada pelas curvas indicadas:

(a)x=1, =2, y=—-2?ey=1/2% b)z=1z=4y=—x ey=/z
(©)y=2a" e y=2/(1+2?). d)y?=—z,z-—y=4,y=-1 ey=2.
()y=0,r4+y=3a ey?>=4ar,a>0. (fly=¢ y=senz, r=7 ex = —m.

10. Investigue a convergéncia ou nao das integrais impréprias.

dxdy o 9
0 [ b
1—22—y
dxdy 9 9
//1+m2+y2’ D:x*+y*>1.

/ /D dedy 10,1 % 0,1].

e) //ex/ydxdy, D:0<z<y? e 0<y<l.
D

11. A drea de uma regiao D vem dada por

w/2 pl4cosf
= / / rdrdf.
0 1

Identifique a regiao e calcule o valor da drea.

2 2

12. Calcule o volume do sélido € comum aos cilindros 22 + y? = a® e 2% + 22 = a2, a > 0.

4.2 Integral Tripla

A definicao e propriedades da integral dupla se estendem de modo inteiramente anélogo & integral
tripla. Para definir a integral tripla de uma funcio continua f (x,, z) em uma regido compacta Q C R3,

comecamos particionando a regiao {2 em pequenos blocos retangulares €55, 4,7,k = 1,2,3,...,n de
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lados infinitesimais (que se aproximam de zero) dz, dy e dz e volume elementar dV = dxdydz. Em

cada bloco ;) selecionamos um ponto P, e formamos as somas de Riemann:
n
Sn=Y_ f(Py)dadydz
i,j,k=1

cujo limite, com n — oo, €, por definicdo, a integral tripla de f sobre a regiao €2 e anota-se:

///glf(w,y,z)dV:JLrgoSn.

No caso em que a fungdo f (z,y,2) é constante e igual a um em (2, entdo a integral tripla representa

o volume da regiao 2. De fato:

///g v = lim, S av = vl (0).

1,5,k=1
Dada uma funcdo f: Q2 C R® — R continua na regido compacta (paralelepipedo)
Q={(z,y,2) eR’:a<z<bh, c<y<dea<z<p}

entao a integral tripla de f sobre €2 é calculada como a integral iterada:

JI[ @ asagiz= [[[[[ 10020 ] ar @s7)

semelhante ao cdlculo da integral dupla sobre retdngulos, e a ordem de integragao pode ser permutada,

com base no Teorema de Fubini. Por exemplo,

/ab Ud [/jf(””’y’z)dz] dy] dw:/j [/d [/abf(w,y,z)dx} dy} dz.

Exemplo 4.36 Calcular a integral tripla de f (x,y,z) = xyz sobre a regido
Q={(z,y,2) eR3: -1 <2<2 0<y<1lel<z<2}.

Solugao A regiao de integracao é o paralelepipedo 2 = [—1,2] x [0, 1] x [1, 2] e usando (4.37), temos

2 1 2 3 2 [l
/// xyzdV = / / [/ xyzd:z:] dydz = / / yzdydz

Q 1 Jo LJ=1 21 Jo

3 /271 3 [ 9

2/1 [/0 yzdy} dz 4/1 zdz g

Suponhamos que certa regido 2 do R? seja descrita por:
QO ={(z,y,2) €R®: (x,y) € Ray e h1(z,y) <z < hy(z,9)},

onde R, é uma regiao compacta do R2, que pode ser um retangulo, uma regido vertical simples ou
horizontal simples, e na qual as fungoes h; (z,y) e ha (x,y) sdo continuas. Se f (z,y,z) € uma funcao

continua em (), a integral tripla de f sobre (2 é calculada por:

///Qf(a:,y, 2)dV = //Rzy [/,:ji:j)f(xjy72) dz] dxdy, (4.38)
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onde vemos que o cilculo de uma integral tripla se reduz ao cdlculo de uma integral simples seguida
de uma integral dupla. E claro que existem outras formas de descrever a regido © e as mudancas na

ordem de integragao sao feitas de acordo com a regiao. Por exemplo, se €) é a regiao

Q= {(.’L‘,y,Z) € R3 : (CL’,Z) € sz € g1 (3772) Sy< g ($,Z)},

o, [ o]

Dependendo da regiao, a integral tripla pode ser calculada de forma iterada como trés integrais simples.

entao

Além dos paralelepipedos (blocos retangulares), também se enquadra neste caso a regiao {2 descrita

por

Q={(z,y,2) eR*:a<a<b, px)<y<q@) e g(z,y) <z<gyl

onde p (z) e g (z) sdo continuas no intervalo [a,b] e as fungoes g1 (z,y) e g2 (x,y) sdo continuas na

projecao de €2 sobre o plano zy. A integral tripla neste caso é calculada de forma iterada

[ sesom= [ [ renas] e

Exemplo 4.37 Calcular o integral tripla

I:///Q(:Jc2+y2+zz)dV,

sobre a regidgo ) delimitada pelos planos x +y+2=2,x=0,y=0 e 2 =0.

Solugao A regiao € é limitada pelos planos coordenados e pelo plano z 4+ y + z = 2. A projegdo no

plano xy é o triangulo de vértices O (0,0,0), A(2,0,0) e B(0,2,0), como mostra a Figura 4.25.

Z A

X+y+z=2

o / x+y=2

R

v

Figura 4.25: Regiao {2 e projecao Ry.

Em coordenadas cartesianas temos

Q:{(m,y,z)eR?’:OngQ, 0<y<2-ze0<z<2—z—y}



CAPITULO 4 - INTEGRAL MULTIPLA 161

e usando (4.39), resulta

///Q(x2+y2+z2)dvz/02 [/Og_m [/Og_m_y(x2+y2+z2)dz] dy] dx

1 2 pr2—x
= 3/0/0 (2—z—y) [32° +3y* + (2— 2 —y)*] dydz
2

1

8
= 3/0 2(x —2)° (2 —z+1)de = = LB

Exemplo 4.38 Calcular a integral tripla de f (z,y,z) = xyz sobre a regido cilindrica
Q:a:2—|—y2§1, 0<2z<1.

Solucao A integral tripla neste caso é calculada por uma integral simples, seguida de uma integral
dupla onde usaremos coordenadas polares. Temos

/// xyzdV = // [/ myzdz} dA = // Ty [/ zdz] dA
Q 2249y2<1 z24+y2<1
2w
= // rydA = = / / 73 cos 0 sen Odrdf
2 1.2+y2<1
1 2 1
= = {/ cos@sen@d@] [/ r?’dr] = 0.
2 1Jo 0

4.2.1 Mudanga de Variavel em Integral Tripla

Consideremos a transformacio T : R C R? — R? definida pelo sistema de equacdes simultaneas

z =z (u,v,w)

y:y(u7v7w)
z =z (u,v,w)

sendo z (u,v,w), y(u,v,w) e z (u,v,w) fungdes com derivadas parciais de primeira ordem continuas
na regiao R onde o Jacobiano

d(z,y,2)
0 (u,v,w)

nao se anula. Se = T(R), como na Figura 4.26, temos a seguinte férmula de mudanca de varidvel:

// flw,y,2)dV = ///f w(u, v, w), y(u, v, w), z(uvw))‘a(xy’ ‘dudvdw (4.40)

O(u, v, w)

J(T) =

Exemplo 4.39 Calcular, por integral tripla, o volume do elipsoide

S+ S+ 5 =1, a>0,b>0 e c>0.

Solugao Se () representa o sélido delimitado pelo elipsoide, entao

vl(@ = [[[ av
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Wa Z A

Figura 4.26: Regiao Q@ =T (R).

e considerando a transformacdo = au, y = bv e z = cw, que leva a esfera u? + v? + w? = 1 sobre o

elipsoide, entao segue da férmula 4.40 que

vol () = ///Q dVv = //R |J (u, v, w)| dudvdw,

onde R é a regido delimitada pela esfera u? + v? + w? = 1, isto é,

R = {(u,v,w) € R*:u? +v? +w? <1} .

Ora,
a 0 O
Ty vyw) = 2882 oy o | = abe
O(u, v, w)
0 0 c

e, consequentemente,

4
vol () = /// dV = abe /// dudvdw = abc - vol (R) = §7rabc.
Q R

O volume de uma esfera de raio R é %WR3, como veremos no Exemplo 4.41. |

Integral Tripla em Coordenadas Cilindricas

Vimos no Capitulo 3 que a transformagao em coordenadas cilindricas
T (r,0,z) = (rcosf,rsenb,z)

tem Jacobiano r e, neste caso, a férmula de mudanga de varidvel (4.40) se reduz a:

///Q f(z,y,2)dV = ///R f(rcos,rsend, z) - rdzdrdf. (4.41)

Em coordenadas cilindricas, o volume elementar dV pode ser deduzido por meio de argumentos geo-

métricos, tal qual fizemos com a drea elementar em coordenadas polares. Com base na Figura 4.27
deduzimos que dV = rdzdrdf.

Exemplo 4.40 Calcular, por integral tripla, o volume de um cilindro de raio R e altura h.

Solugao O sdlido €2 delimitado pelo cilindro é descrito em coordenadas cilindricas por

Q:0<0<2m, 0<r<R, 0<z<h

2r rR ph P21
vol (Q) = / / / rdzdrd = / / / rdzdrdf = 2rh [} = 1R*h.
R 0 0 0 2 0

e, portanto:
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=V

Figura 4.27: Volume elementar dV = rdzdrdf.

Integral Tripla em Coordenadas Esféricas

A transformagao em coordenadas esféricas T (p, 0, ¢) = (psen ¢ cosf, psen ¢psen b, pcos ¢) tem Ja-

cobiano

o ) sen¢cosf pcospcos) —psenpsend
J(p,0,¢) = % = | sen¢senf pcosgcosd —psengcosd | = —p’sen ¢
Y cos ¢ —psen ¢ 0

e as varidveis p,6,¢ sdo tais que 0 < p < 0o, 0 < 6 <271 e 0 < ¢ < 7. O volume elementar em
coordenadas esféricas é dV = p?sen ¢pdpdpdd e pode ser deduzido observando a Figura 4.28, onde

destacamos o bloco elementar de lados dp, pd¢ e psen ¢db.

Figura 4.28: Volume elementar dV = p? sen ¢dpdpdo.

Em coordenadas esféricas, a férmula de mudanca de varidvel (4.40) se reduz a:

///Q f(z,y,2)dV = ///R f(psengcos, psen dsend, pcos @) - p>sen ¢ dpdeds. (4.42)

Exemplo 4.41 Calcular, por integral tripla, o volume de uma esfera de raio R.

Solucao Em coordenadas esféricas a esfera de centro na origem e raio R tem equacao p = R e o

sélido €2 por ela delimitado é descrito por

Q:0<p<R 0<0<2r 0<o¢<m.
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O volume de € é, portanto,

vol(Q) = / / / p*sen ¢ dpdedd / y / / p2sen ¢ dodpdd

P _ 3 3
27?/0 [SLD sen¢ do = WR[ cosqS] 7TR

Exemplo 4.42 O volume do sélido ) interior a esfera 2%+ y? + 22 = z e ao cone z = \/3 (22 + y2).

Solugao O sélido €2 tem o formato de um sorvete, como sugere a Figura 4.29.

Figura 4.29: Volume interior & esfera p = cos ¢ e ao cone ¢ = 7/6.

Em coordenadas esféricas, a esfera o2 + 32 + 22 = 2 & descrita por p = cos ¢ e o cone 22 = 3(z2 + y?)

tem equacao ¢ = 7/6, de modo que a regiao €2 se transforma, via coordenadas esféricas, na regiao
R:{(p,0,¢)€R3:0§p§COS¢, 0<0<2m e 0§¢5§7r/6}

e, por conseguinte:

vol(Q) = / / av = / / / p%sen ¢ dpdpdf = /O 7 /0 e /0 CoprSen(b dpdgdd
_ /%/ [/)33],) Cos¢sen¢ déd = ;/2ﬂ/0ﬂ-/ﬁsen¢cos3¢ dédo

B 1 2 7'r/6 _g 27 _71
_ 3( 4) [ [eosto] 17500 - 12(1 16)/0 w="" m

4.2.2 Consideracoes Fisicas

Os conceitos de massa, centro de massa e momento de inércia de um corpo tridimensional 2 sao

semelhantes ao caso bidimensional. Se a funcao f (z,vy, z) é interpretada como densidade volumétrica,

://Qf(x,y,z)dv

representa a massa do corpo 2. A densidade volumétrica seréd indicada por o (z,y,z) e quando a

entao a integral tripla

densidade o for constante o corpo diz-se homogéneo.

B DMassa e Centro de Massa
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Se M representa a massa do corpo {2, as coordenadas T, i e Z do centro de massa sao dadas por:

_ 1 - 1 ] 1
x—M//Qx-U(l’,Z/,Z)dV, y—M//Qy-a(x,y,z)dVez_M//Qz.a(%y’z)dv.

B DMomento de Inércia

O momento de inércia I, do corpo €2 em relacao a um eixo L é, por definigao,

IL:/ 8o(xz,y,z)dV,
Q

onde § =6 (x,y, z) é a distancia de um ponto P (z,y, z) do corpo ao eixo L. No caso em que o eixo L

¢ um eixo coordenado, temos os momentos de inércia I, I, ou I, conforme seja L o eixo x, y ou z,

e sao calculados pelas férmulas:

I, = //Q(y2+z2)a(:c,y,z) qv, I, = //Q(x2—|—z2)a(:z:,y, DdVel = //Q(xz—i—y2)o(x7y,z) qv.

Exemplo 4.43 Calcule a massa, o centro de massa e o momento de inércia I, do sdélido (), de

densidade constante p = 1, delimitado pelo grifico do cilindro parabélico z = 4 — x? e o0s planos x = 0,

y=0,y=6ez=0.
Solugao O corpo 2 é descrito por
Q={(z,y,2) eR¥: (z,y) €D e 0< 2 <4—2a?},

onde D = [0,2] x [0, 6], e, portanto, a massa de  é

M= JL [ o]
= //D(4 — 2%)dwdy = /02 /06(4 — 2%)dydz = 32.

As coordenadas do centro de massa sao:

B 1 4—z2

o - f L[ b e

1 Ao 2

32///yda:dydz—/// yalzalydx—g—2 (4—:1;)da::3
1 4—g2 2 8

z = 32///,Z'dxdyalz—/ // zdzdyd:c—— (4—3:2) dm:g.

Portanto, o centroide tem coordenadas (3/4,3,8/5). O momento de inércia I, ¢ dado por

4—z2
I, = ///x—i—y p(x,y,2)dV = /// :c+y dzdydx

2048

= // ac+y )dyda:—/o (48+63: —64)da::T. |

Exemplo 4.44 Um corpo de massa M e densidade o (x,y,z) = (£E2 +y? + z2)_1/2 tem o formato da

M

| o

<
I

regiao ) descrita por
Q:a?4+22<y® e 22+y2+22 <4y
Ezxpressar M por uma integral tripla de trés formas: em coordenadas cartesianas, em coordenadas

cilindricas e em coordenadas esféricas e, em sequida, calcular M.
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Solugao O primeiro passo é descrever a regiao {2 em coordenadas cartesianas, cilindricas e esféricas.

Temos:

1. Em Coordenadas Cartesianas

Em Coordenadas Cartesianas a regiao {2 é descrita pelas desigualdades:

—2<x<2, —V4-22<z<V4-122 e Vr2+2<y<2+V4—22-22

e sua massa ¢é calculada por:

VAa—2z2 24v/4— LE27Z2 12
M = / / / (2? + y* + 2°) dydzdz. (4.43)
V2422
2. Em Coordenadas Cilindricas

As equacoes do cone e da esfera nessas coordenadas sao, respectivamente, y =r e y = 2+ /4 — r2

e o sélido é descrito pelas desigualdades
0<f6<2m, 0<r<2 e r<y<2++V4-—r2

A densidade é f (r,0,y) = (T2 + y2)_1/2 e a massa do sélido Q) &, portanto:

2 2 p24V4—12 12
M = / / / (r* + %) rdydrdf. (4.44)
o Jo

3. Em Coordenadas Esféricas
Neste caso, o cone e a esfera sao descritos, respectivamente, por ¢ = /4 e p = 4cos p e o sélido

) assume a caracterizacao
0<0<2m, 0<p<w/4 e 0<p<dcosp.

A densidade é f (p,0,¢) = (2* +y* + 22)71/2 = p~! e a massa M do sélido €2 é, portanto:

2r pm/4 pdcosp
M :/ / / psen pdpdpdd. (4.45)
o Jo 0

A massa M pode ser calculada por (4.43), (4.44) ou (4.45) e essa iltima opgao nos conduz ao célculo

mais simples. Temos

2r /4 pdcose /41
M = / / / psencpdpdgod@-%r/ 5(4cos<p)2seng0d<p

= 167r/ t2dt = 167 [t} Tu-v2). =
V2/2 3 ﬁ/z 3

> ESCREVENDO PARA APRENDER 4.2

1. Expresse a integral tripla

[ s

como uma integral iterada e, em seguida, calcule o seu valor no caso em que f(z,y,2) = zyz e

a regiao D é descrita por:
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) D:—-1<x<2 0<y<l1 1<z<2

) D:—y<az <y, 0<y<4, 0<z<4-—y.
(c) D:0<z<1, 22<y<1, 0<z<z+y.

) D

0<z<2? rz—z2<y<wz+z 1<z<2

2. Escreva cada uma das integrais abaixo na ordem dzdydx:

/01/13/45f($’y’ z) dedydz (c) /Ol/ol_z/omf (z,y, 2) dedydz
/Ol/oy/\;mf (x,y, z) dzdzdy (d) /01/01—Z/01—z—yf (z,y, 2) dedydz

3. Descreva o sélido Q do R2, cujo volume é:

1 3z pl
// /dxdydz (d) // /dzdyd:p
0 JO 0
z rd—x 2 vz pVz—x?
/ / / dydxdz (e) / / / dydxdz
0 J22 Jo vz —vz—2?
2 r2x prty 22_y
/ / / dzdydx / / / dxdydz
0 Jz2 Jo —z Zz_y

4. Em cada caso, identifique o sélido 2 e calcule seu volume por integracao tripla.

(a) Q ¢é delimitado pelo cilindro y = 22 e pelos planos y +z =4 e z = 0.
(b) Q ¢ delimitado pelo cilindro z = 1 — 42 e pelos planos z = z, t =0 e y = 0.

(¢

)

)

(c)

(d) Q ¢ a intersecdo dos paraboloides z <1 — 22 —y? e z > 22 + 9% — 1.

(e)

(f) Q& a intersecdo da bola 22 + y? + 22 < 6 com o paraboloide z > 22 + y2.
)

(g) Q ¢é delimitado pelo plano zy e pelas superficies 22 + 32 = 2z e z = /22 + y2.

5. Em cada caso calcule o volume do sélido descrito pelas desigualdades.

(a) 0<z<z<1—y? (d) 22+y?<z<2x
b) 2?+4y?<dexz+ty<z<z+y+l (e) Vr2+1y2<z<6—2%—y?
(c) 22+y?<2<1—22 (f) 0<z< 2?2+

6. Use coordenadas cilindricas e calcule as seguintes integrais:

o [ sty

V2 pv2—22 1
(b) / / / xdzdydz
1 Jo 0
(c) ///wde, D:2?24+¢y?°<1, 0<2z<1.

(d) // Zi/ (2% + y?) dedyda.

Q) é delimitado pelos cilindros z = 322 e 2 = 4 — 22 e pelos planos y + 2z =6 e y = 0.

167

Q) é delimitado pelos cilindros © = y? e y> =2 — 2 e pelos planos z =5+ +y e z = 0.
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7. Use coordenadas esféricas e calcule as seguintes integrais:

10.

11.

12.

8— $2—y
(a) / / / (2% + y? + 2?) dzdydz.
:c2+y

\/4—y \/RQ—mQ—y
(b) / / / Va2 4+ y? + 22dzdzdy.
0 Y 0

Faz-se um orificio circular em uma esfera, o eixo do orificio coincidindo com o eixo da esfera. O

volume do sélido 2 resultante vem dado por

2,3 pV/A—22
vol (2) = 2/ / / rdrdzdf.
o Jo J1

Por observacao da integral determine o raio r do orificio e o raio R da esfera. Calcule vol (€2).

Calcule a massa de uma bola de raio R, se a densidade de massa no ponto P da bola é propor-

cional & distancia r do ponto P ao centro da bola.

Determine o centro de massa do hemisfério 22 + y2 + 22 < R?, z > 0, se a densidade em um

ponto (x,y, z) do hemisfério é o (z,y, z) = 2.
Determine o centroide do hemisfério 0 < z < \/R2 — 22 — 32

Calcule o momento de inércia em relagao ao seu eixo de um cilindro circular reto de altura h e
raio R, se a densidade em um ponto (z,y, 2) do cilindro é o (z,y, z) = /22 + y2.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA A PRENDER 4.1.1

1.

Observando os limites de integracao, de onde obtemos as variacoes de x e y, é possivel identificar

e esbocar a regiao.

(a) Neste caso, temos —1 < x < 1e 0 <y < |z| e considerando que |z| é uma fungao par,

1 gl 1 1
/ / dydr = / |z| dx = 2/ xdx = 1.
-1Jo -1 0

obtemos:

(b) % sen (7?).
(c) 1/48.

(d) Um célculo direto nos da:

/13/1f1‘ydyd$=5/13w[(\/5)2—(1_x)2]dx:%/13[3w2_$_x3]d$:1_

(e) 0.
(f) 2 —senl—cosl.
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(g) Temos:

2 pre* 2
/ / dyd:/c:/ (e —1)dx = e* — 3.
0o J1 0

(h) 5(e—1).

(i) 9/2

J) —8/3.

(k) A regiao de integragao é a parte do disco 2+ y2 < 1 situada no primeiro quadrante. O

cédlculo da integral é:

1 pV1-2? 1
/ / ydyd:v:é/ (1—302) dx =1/3.
o Jo 0
1) o.
(m) —36.
() § -6V
(o) —3/2.
(b) 8/3.
(@) —1+e¢/2.
(r) 1/16.

(s) A regiao de integracao &, neste caso, o retangulo [1, 3] x [0,2]. Temos:

2 3 2 3
/ / |x — 2| senydxdy = </ Senydy> </ |z — 2 dm)
0 J1 0 1

= (1—cos2) [/12(—x+2)d$+/23($—2)dx] =2 cos2.
(t) —2/3.

(u) Temos:

2

1 T 1
/ / sen (m3) dydr = / 22 sen (xS) dxr =
0o Jo 0

3. Veja a segao 4.1.2 sobre as regides horizontais e verticais simples.

3w V3 Ar

(e*—1) (b) 16 (c) < (d)9+7+?.

5. D ¢é o triangulo de vértices (0,0), (0,2) e (1,1). O volume do sélido ¢ 4/3.

(1 —cosl).

Wl

1
/ senudu =
0

(S

2. I=1/2

4. (a)

=

6. m/4—1/3.

m 15 97 56
7. (a) 1 + > +arctg2 (b) 5 +27 (c) 3
8. a3/3.

9. 20.
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ESCREVENDO PARA A PRENDER 4.1.2
1 (a) 8 b)) B () 22 (d) £ (e) =3 (f) 1 (g)log2 (h) 8+16log(5) (i) 2> +e—3 (j) o5
2. (a) 0 (b) Tlog2 (c) Z[1—exp(—a®)] (d) J(V2+1log(1++2) (e) T (f) 7.

+ 4 (sen6 —sen2).

L=

4. 3—3cosl.
5. 15/8.
6. 7.

7. Note que a mudanca de varidveis u = %y e v = x — 2y transforma o tridngulo D de vértices
(0,0), (4,0) e (4,2) no plano xy no triangulo R,, de vértices (0,0), (1,0) e (0,4) no plano uv.
Entao

Uy Uy

1
=—-¢e J(uv)=-2.

J(SL‘, y) = 2

[N NI

0
1

Vg Uy

Logo,
//D ( m—2y+%y2> dedy = 2// (Vv + u?)dudv

= 2/01 [/04u+4(\/5+u2)dv] du

/1 [22}3/2 ) 74
= 2 +vu = —.
0 3

d
Y= 15

8. (16 — 10v/2)/9.
9. (a) 17/6 (b) 73/6 (c) ™ —2/3 (d) 33/2 (e) 10a?/3 (f) €™ —e™ ™.
10. (a) 2 (b) 2w (c) oo (d) 4 (e) 1/2.

11. Regiao do 1° quadrante exterior ao circulo 7 = 1 e interior a cardioide » = 1 + cosf. A &rea é
1+ m/8.

12. vol () = 16a3/3.

ESCREVENDO PARA A PRENDER 4.2

L(a)§ ()0 (o) g5 () 5

1 pl—z py/(2=1)2—y2
/ / / f(z,y, 2) dedydz
0 Jo 0
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temos que 0 < 2 < 1,0<y<1l—-ze0<z</(2— 1)2 — 2. Note que queremos primeiro

integrar em relagao a z, entao fixado x e y, obtemos

c=1\(z-1P2 -2 z-12=22+y o 2=1- 22 +2

pois 0 < z < 1. Como a projecio do cone (2 —1)? = 22 4 y2 sobre o plano zy (2 = 0) é o circulo
m2—|—y2 =1 temos que 0 <y < v1—22e 0 < x < 1. Portanto,

1 pV1=2Z pl—/224y2
/ / / f(z,y,2)dzdydz.
0 Jo 0

2 pr2x pxty
/ / / dzdydx
0 Jz2 JO

vemos que 0 < z < 2, 2?2 < y<2xel<z<z+y e, portanto, o sélido €2 é delimitado pelos

planos z =0, z = 2, y = 2z, =0, z =z + y ¢ o cilindro y = z”.

. (c) Na integral

2

. (a) Para identificar o sélido € esboce a pardbola y = 2* no plano zy (z = 0) e sobre ela faga

deslizar uma reta paralela ao eixo z para obter o cilindro; em seguida corte o cilindro com os

planos z =0 e y + z = 4. O volume do sélido é

4 rVy 4y
vol () = / / / dzdxdy = @
0o J—ym/o 15

(b) 4/15 (¢) 304/15 (d) 7 () 32/3 (f) 2m(2vV/6 — 11/3) (g) 32/9.

. (a) 8/15 (b) 64/9 — 37/2 (c) m/2/4. (d). A desigualdade x? + y? < z < 2z significa que o
sélido € é a porcao interna ao paraboloide z = x? 4 42, abaixo do plano z = 2z, e a projecio de

Q no plano xy é o disco D : 22 + y?> — 22 < 0. Assim,

2z
vol () = //D /2+ . dzdydx = //D(2x — 22 — y?)dA
a2ty

e em coordenadas polares o disco D é descrito por 0 <r < 2cosf e —5 < 6 < 7. Portanto,

z 2cosf
vol(Q2) = //R 2z — 2% — y?)dydz = /2 /0 (2r cos O — r?)rdrdd
TY -

us 92 1 2cosf us
= /_2 <3r3 cosf — 47“4)

4
6 = / cos® df = g
5 -3

vl

0 3

. (a). O sélido ¢ a parte do 1° octante, interna ao cilindro x2? 4 32 = 1 e & esfera x? +y? + 22 = 4.

Como z =rcosf, y =rsenf e z = z, segue que J(r,0,z) = r e, portanto,

1 /192 py/a—a2—y2 T VA2
/ / / zdzdrdy = / / / zrdzdrdf
0 Jo 0 o Jo Jo

1 % ! 2 7
_ / /r(4—r)d7"d9:167r.
2Jo Jo

(b) 2/3 (c) 0 (d) 107/3.
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7. (a) A regiao Q é interna ao cone z = /22 + y? e a esfera 1:2 + 142 + 22 = 8. Em coordenadas

10.

11.

12.

esféricas a esfera e o cone sao descritos por p = 2V2 e ¢ = I, respectivamente. Assim, a regiao
edescr1tapor0§p§2f,0§0§27re0§¢§Z e, portanto,

Va—z2 8— mey 21 2¢/2
/ / / ac +y? + 22) dzdydxr = / / / p* sen pdpdpdd
VAa—z2 2+y

— 2567r \/>

(b) mR*/16.

r=1; R=2evol(Q) = 4m/3.
knR.

Cw (0,0,8R/15) .

Cm (0,0,R/3).

2ThR® /3.




—
=

5. Integral de Linha

Para motivar o que serd apresentado neste capitulo, deixe-nos reescrever a integral simples

/ab f(z)dzx

de outra forma. Olhemos o intervalo [a, b] como sendo a curva «y descrita pelas equagdes paramétricas
vyiz=z(t), y=y{t) e z==z(1), a<t<b,

sendo z(t) =t, y(t) = 0 e z(t) = 0 e consideremos a fungdo vetorial F (z,y,2) = f(z)i, definida
em uma regiao {2 contendo a curva 7. Se r(t) = x (t)i+ y (¢)j + z (t) k representa o vetor posi¢ao do

ponto P (x,y, z) da curva -y, entao:

e, portanto:
/ f(z)dx = / (r(t)) er' (t)dt. (5.19)

A integral do lado direito de (5.19) recebe o nome de Integral de Linha ou Integral Curvilinea do
campo vetorial F sobre o caminho 7.
A partir de consideragoes fisicas, apresentaremos as formas como as integrais de linha aparecem na

pratica. O conceito e as propriedades bédsicas da integral de linha serao formalizados posteriormente.

B O conceito de trabalho

Por Campo de For¢as entendemos uma funcao que associa a cada ponto um vetor que representa
algum tipo de atracgao ou repulsao. Uma particula de massa m, sob a acdo de um campo de forgas F,
se move ao longo de uma curva . O trabalho W realizado pelo campo F para transportar a particula

ao longo da curva -, do ponto A até o ponto B, é dado por
W = EB - EA7

onde F4 e Ep sao, respectivamente, a energia cinética da particula nos instantes t = a e t = b em que

a particula ocupa as posigoes A e B. Se v4 e vp representam as velocidades nesses instantes, entao
W = %mv% - %mvi (5.20)

e para representar o trabalho (5.20) por uma integral, imaginemos a curva - orientada de A para B,

que corresponde aos valores crescentes de ¢, e descrita por
rt)=z@®)i+y@®)j+zt)k, a<t<b,

de modo que A =r(a) e B = r (b) sdo, respectivamente, as posigoes inicial e final da particula. Ora,

no instante ¢ a velocidade v (t) da particula é v (t) = |[r' (¢)| e de (5.20) resulta que:

W= [l OF - @] = m [ 0]

_ 1 /bd|’(t)‘2dt
= 2m i dt r .
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Da Regra da Cadeia, segue que p [r’ (t)Z] = 2r' (t) er” (t) e, consequentemente,

W = /b mr” (t) e 1’ (t) dt. (5.21)

A derivada r” (t) representa o vetor aceleragao da particula e, de acordo com a 2* Lei de Newton,
temos que F (7 (t)) = mr” (t), resultando de (5.21) que:

b
W = / F(r(t)) er' (t)dt. (5.22)
a
Na forma vetorial, a integral do lado direito de (5.22) se escreve / F e dr, onde
¥

dr=1'(t)dt ou dr= (dr)i+ (dy)j+ (dz)k

mede o deslocamento infinitesimal da particula. Essa notagao vetorial, além da robusteza, sugere a

interpretagao fisica de trabalho como for¢a x deslocamento.

B O conceito de massa

Consideremos um arame com o formato da curva
yir(t)=z@)i+yt)j+z(t)k, a<t<b,

e representarmos por o (z,y, z) a densidade linear, isto é, massa por unidade de comprimento, e por
ds uma porc¢ao infinitesimal (comprimento elementar) do arame, a massa elementar dm da porgao ds
sera, portanto,

dm = o (x,y,z)ds.

A massa total do arame é obtida somando, isto é, integrando, as massas elementares dm. Assim, a

massa do arame é

ds—0

m = lim dm = /U(ﬂ:,y,z) ds. (5.23)
ds v

Em (5.23) o simbolo ) tem carater apenas intuitivo, j& que ndo podemos, literalmente, somar in-
finitésimos. O que fazemos na verdade é integrar sobre o caminho.
Com esta motivagao desejamos ressaltar que as integrais de linha se apresentam sob duas formas

equivalentes:

b
(i) /F odr = / F (r (t)) e ¥’ (¢) dt, interpretada como trabalho realizado pelo campo de forgas F.
Yy a
(i) / f (z,y, z) ds, interpretada como massa do fio de densidade linear f (z,y, z) .
g
/
t
e

(@)

representarmos por s (t) o comprimento do arco da curva 7y de A até P, entao

O vetor tangente unitdrio a curva  no ponto P = r (t) , como sugere a Figura 5.1, e se

s(t):/ X' (7)|dr e ds=|r'(t)]dt.
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Figura 5.1: Vetor tangente T' = r/(t)/ |r’ (¢)] .

Assim,
dr =1’ (t)dt = |r' (t)| Tdt = Tds,

onde vemos que |dr| representa o comprimento ds ao longo da diregao tangencial, e temos

/yFodr:A(FoT)ds.

Se enfatizarmos as coordenadas do campo F (z,y,2) = L (z,y,2)i+ M (x,y,2)j+ N (z,y, 2) k, entao
Fedr=(Li+ Mj+ Nk) e (dxi+ dyj + dzk) = Ldx + Mdy + Ndz
e a integral de linha se apresenta sob a forma

/Fodrz/de—FMdy—FNdz.
gl v

A expressao Ldx + Mdy + Ndz recebe o nome de Forma Diferencial de primeira ordem.

5.1 Campos Vetoriais

Um campo vetorial sobre uma regidgo Q@ C R3 é uma funcido F : Q C R3 — R3, que a cada ponto
P (z,y,2) de Q associa um vetor F(z,y, z) do R3. A terminologia campo vetorial deve-se a exemplos
fisicos tais como campo gravitacional, campo eletrostatico, campo de velocidades de um fluido em
movimento, etc.

Fixado um sistema de coordenadas, por exemplo, o sistema de coordenadas cartesianas, o campo
vetorial F = F(z, y, z) é representado por suas componentes ou coordenadas L, M e N, que sdo fungoes
escalares definidas em €2 e que determinam as propriedades analiticas do campo F. Por exemplo, o
campo

F = L(z,y,2)i+ M(z,y, 2)j + N(z,y, 2)k,

é continuo (resp. diferencidvel) no ponto P (z,y, z) de 2 se, e somente se, as componentes L, M e N
sao fungoes continuas (resp. diferencidveis) em P.
De modo similar, define-se campo vetorial bidimensional como sendo uma funcio F : D C R? — R2,

que associa a cada ponto de uma regiao D, do plano zy, um vetor

F (z,y) = L(z,y)i + M(z,y)j,
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sendo L, M : D C R? — R funcdes escalares que determinam (e herdam) as propriedades analiticas do
campo F. A visualizagdo geométrica de um campo vetorial F (z,y) é obtida esbogando-se uma cole¢ao

de setas de comprimento |F (z,y)|, com origem no ponto P (z,y), representando os vetores F(P).

Exemplo 5.1 (Campo Radial) O campo vetorial F : R? — R? definido por F(z,y) = zi + yj é tal
que |F| = /2?2 + y2 e, nos pontos de uma dada circunferéncia de centro na origem, a intensidade do

campo F é a mesma e igual ao raio da circunferéncia, como ilustra a Figura 5.2. |

yl

Figura 5.2: Visualizacao do campo radial.

Exemplo 5.2 (Campo Tangencial) Analisar o campo vetorial F definido em R? — {(0,0)} por

-y . x .
F(z,y) = i+ Jj
e T Ve

Solugao Primeiro observamos que F é um campo de vetores unitdrios, isto é, em qualquer ponto
P (z,y), a intensidade do campo ¢é |F (z,y)| = 1. Além disso, se r = OP = zi+yj é o vetor posi¢ao do
ponto P(x,y), entdo F er = 0, e isso nos diz que o campo vetorial F é perpendicular ao vetor posi¢ao
r. Portanto, em cada ponto P, o campo vetorial F é tangente & circunferéncia de centro na origem e

raio r = |OP|, como ilustra a Figura 5.3. [

Figura 5.3: Visualizagao do campo tangente.

Exemplo 5.3 (Campo Quadrado Inverso) Ser = zi+yj+zk é o vetor posicao do ponto P (z,y, 2)

de uma regigo Q0 do R®, a expressio
k r
F(r)= — - —,
r)* x|
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sendo k constante, define um campo vetorial sobre €2, denominado campo quadrado inverso, que aparece
com bastante frequéncia nas ciéncias fisicas. Em coordenadas, o campo quadrado inverso se expressa

sob a forma
k(zi+ yj + zk)

F(x,y,z) =
(@9, 2) (@2 + y? + 22)3/2
e, no ponto P, a intensidade do campo é |F (P)| = W, inversamente proporcional ao quadrado da
r
distdncia do ponto P & origem. |

Exemplo 5.4 (Campo Gravitacional) Verificar que o campo gravitacional é um campo vetorial

quadrado inverso.

Solucao De acordo com a Lei de Gravitagao Universal de Newton, o campo gravitacional na super-

ficie da terra é dado por:
GMm r

F(r,y,2) = ———— - —
( y ) ’I”2 |r‘7

onde M representa a massa da terra, G é a constante gravitacional, m é a massa de uma particula

situada no ponto P (z,y, z) e r = OP representa o vetor posi¢ao do ponto P. A intensidade do campo

vetorial F é igual a

GMm
F(P)=—7,
r|
inversamente proporcional ao quadrado da distdncia do ponto P & origem. |

Definicao 5.5 Um campo vetorial F : Q C R? — R3 denomina-se campo conservativo ou campo

gradiente se existir uma funcdo diferencidvel ¢ : Q C R3 — R, tal que:

F(z,y,2) =V (z,y,2), em Q.
Uma tal fungdo ¢ denomina-se potencial (escalar) ou primitiva do campo F.
Exemplo 5.6 O campo gravitacional apresentado no Exemplo 5.4 é conservativo.
Solucao No Exercicio 13 da Se¢ao 2.4 vimos que

r

v/l =7

e se considerarmos

GMm
o (2,y,2) = :
|
teremos
GM
V@(ff,yaz) =GMmV (1/ ’I‘|) = _Hgnr = F(:E7yvz)a V(m,y,z) 7& 0. u
r

Imitando o que foi feito no Exemplo 5.6, demonstra-se que qualquer campo vetorial F quadrado

inverso é conservativo. De fato, basta observar que
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De forma geral, um potencial ¢ de um campo vetorial conservativo F = Li+ Mj+ Nk é determinado

como solucao da equacao vetorial F = Vy, que é equivalente ao sistema de equacodes diferenciais

parciais
P =L
o, =M (5.24)
¢, = N.

Portanto, o campo vetorial F = Li + Mj + Nk serd conservativo quando o sistema de equagoes
diferenciais parciais (5.24) possuir uma solugdo ¢, que serd um potencial para o campo F. Se as
derivadas parciais de primeira ordem das componentes L, M e N sao continuas, e isso acarreta a

diferenciabilidade do campo F, entao:

L = SoxéLy:(pu/:(pyz:Mm
M = @ijZ:(pyz:@zy:Ny
N = 90z:>Nx:(sz:§01z:Lz

e, portanto,
My,=Ly,, Ny=M, e L,=N,. (5.25)

Como veremos adiante, sob certas condicoes, as relagoes (5.25) constituem uma condigdo ndo apenas

necessaria, mas, também, suficiente para que o campo F = Li + Mj + Nk seja conservativo.

Exemplo 5.7 O campo vetorial F (z,y) = 2%yi + sen(zy)j ndo é conservativo, porque
L, = 2* # ycos(zy) = M,. |

Exemplo 5.8 Mostrar que o campo F (x,y,2) = 2% + yj — 3zk é conservativo e encontrar a familia

de potenciais do campo.

Solugdo Temos L = 22, M =y e N = —3z e as condigdes (5.25) sdo facilmente comprovadas. O

sistema (5.24), neste caso, se reduz a:

g, = ()

0y =Yy (1T)
¢, =—32 (III)

A busca do potencial ¢ feita por etapas, usando o processo de derivagao e integracao. Como efetuaremos
integragao parcial em relagao as varidveis z, y e z, as constantes de integracao sao na verdade fungoes
das varidveis nao envolvidas na integracao e o processo se encerra com uma constante numérica.

B Etapa 1: integrar (I) com respeito a =

Integrando (I) com respeito a varidvel z, obtemos
¢(2,y,2) = /!E2d.%' = %CL'?’ + f (y, Z) ) (526)
gl

onde f (y,z) é a "constante de integragdo".
B Etapa 2: derivar com respeito a y e comparar com (II)

Derivando (5.26) em relagao a y, usando (II) e integrando o resultado em relagao a y, encontramos

oy =fy=y="Ffy= W2 =3 +3(2),
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onde g (z) representa a constante de integracdo. Assim, (5.26) assume a forma

p(z,y,2) = 32> + 12 + g (2) (5.27)

B Etapa 3: derivar com respeito a z e comparar com (III)

Derivando (5.27) com respeito a z e comparando com (III), obtemos:
p. =4 (2) = -32=¢(2) (5.28)

e integrando (5.28), encontramos g () = —322 + k, onde k é a constante (numérica) de integragio.

Substituindo g (z) na expressao (5.27) que define ¢, obtemos:
p(,y,2) = 32° + 3% = 32° + k,

que é a familia de potenciais procurada. |

5.1.1 Operadores Diferenciais

No célculo integral de vérias varidveis, sobretudo nos teoremas cldssicos, alguns operadores dife-
renciais (operadores que envolvem derivagao) aparecem em sua formulac¢ao. Os operadores que tratare-
mos neste texto sao: o Gradiente, o Laplaciano, o Divergente e o Rotacional. Esses operadores atuam
em campos escalares ou vetoriais, produzindo campos escalares ou vetoriais. Vejamos a agao de cada

um deles.
B Operador Gadiente: gradp = Vo

Dado um campo escalar diferenciavel f : Q C R? — R, o Gradiente de f no ponto P, interior ao

conjunto 2, foi definido no Capitulo 2 como sendo o vetor
VI (P) = fo(P)i+ fy(P)j+f:(P)k.
Essa expressao define o Operador Gradiente V = 0,i + 0,j+0.k, cujo valor no campo escalar f ¢é
Vf = (014 0yj+0:.k) - f = fal + fii+ [k

Dado um vetor unitdrio u com angulos diretores «, 5 e 7, isto é, u = (cos @) i + (cos 8) j+ (cos ) k,
entao

Vfeu= frcosa+ f,cos+ f.cosy

e isso indica que V f nao depende do sistema de coordenadas escolhido. Se F é um campo conservativo
com potencial f, entdo em cada ponto P da superficie de nivel f (z,y, z) = k, temos OP eV f(P) = 0,

isto ¢, OP e F (P) = 0 e isso indica que o campo F é normal a superficie de nivel de f em P.
B Operador Laplaciano: A =V - (V)
No Exercicio 8 da secdo 2.2, definimos o operador de Laplace ou Laplaciano em R? por
A = Opz + Oyy.
No R3, o Laplaciano é definido de forma similar como sendo o operador diferencial de segunda ordem

A = Oyy + Oyy + 0
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cujo wvalor no campo escalar f: QCR3 - R é

o%f O f  0%f

E comum usar a notacdo A = V2, decorrente da relacio
Af = (0pi+ 0yj + 0.k) @ (0,i+ 0, + 9.k) = VeV =V?,

onde entendemos a operagao 9, ® 9, como a derivada de segunda ordem 0,,. Enquanto o operador
Gradiente transforma campos escalares em campos vetoriais, o Laplaciano transforma um campo

escalar em um campo escalar.
B Operador Divergente: divF =V :F

O operador Divergente faz o papel inverso do Gradiente, transformando campos vetoriais em

campos escalares. Dado um campo vetorial F = Li + Mj + Nk, o Divergente de F é definido por

VE T b Oy 0z

E comum expressar o operador divergente na forma simbdlica div = 9, + Jy + 0. e, neste contexto,

temos:

divF =V eF = (0,i+ 0yj+0.k) e F = L, + M, + N..
Se olharmos a matriz Jacobiana do campo F

L, L.
J(F)=| M, @ M,

A

observamos que as parcelas de div F aparecem na diagonal principal da matriz.

Exemplo 5.9 Determinar o divergente do campo F = xy?z*i + (2$2y + z)j + 322k,

4

Solucdo As coordenadas do campo sdo L = zy?z*, M = 22%y + z e N = 4322, de modo que:

Ly = y?2*, M, = 222 e N, =2’z

e, portanto, divF = y2z% + 222 4 2y32. |
Sejam A e p nimeros reais, f um campo escalar diferencidvel e F e G campos vetoriais diferen-

cidveis. O operador divergente goza das seguintes propriedades:
1. Linearidade: Ve (AF+uG)=AVeF+,VeG ou div(\F+uG) = AdivF+ pdivG.
2. Distributividade: Ve(p-F)=p(VeF)+ (Vy)eF ou div(pG)= ¢ -divF+VyeF.

Estas e outras propriedades do operador div sao decorrentes das regras de derivagao. Como ilustragao,

vamos mostrar a propriedade distributiva do divergente. Se ¥ = Li 4+ Mj + Nk, entao

eF =(pL)i+ (pM)j+ (pN)k
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e a regra do produto para derivacao parcial acarreta

div(pF) = (p-L)s+(p- M), +(p-N),
= oLy + o, L+ oMy +o,M+pN,+ o, N
= ¢(divF)+ (Vy)eF [ |
B Operador Rotacional: rotF =V X F

Dado um campo vetorial diferencidvel F = Li + Mj+ Nk, o Rotacional de F é definido por
rot F = (N, — M.)i+ (L, — Np) j+ (M, — Ly) k

e o0 Operador Rotacional pode ser visto como o produto vetorial do gradiente pelo campo, isto é, o

determinante simbolico:

i j k
rotF=VxF=|9, 0, 0z
L M N

Alguns "produtos" decorrentes do desenvolvimennto deste determinante em relagdo & primeira linha
devem ser entendidos como derivagao. Por exemplo, o "produto" 0,N significa a derivada parcial
N, da funcao N em relagao a varidvel x. O operador rot também goza das propriedades linear e

distributiva, tal qual o div. Temos:
1. Linearidade: VX (AF+uG)=AVxF+uVxG ou rot(AF+upG) = ArotF+prot G.
2. Distributividade: V x (¢F) =¢p(VxF)+ (V) xF ou rot(¢F) =¢rotF+ Ve xF.

As coordenadas de rot F aparecem naturalmente nas entradas da matriz antissimétrica

0 Ly~ M, |L,—N,
JEF) —J®) = || M, — L, 0 M, — N,
N,—L. |N,—M, 0

Observagao 5.10 Se p = p(z,y,2,t) é a densidade e v = v(z,y,z,t) é o campo de velocidades de
um fluido em movimento, em mecdnica dos fluidos a equagao
dp

, op .
dlvF—i—a =0 ou divF = a0

sendo F = pv, denomina-se Equacio de Continuidade e quando a densidade p for constante, diremos
que o flutdo é incompressivel. O divergente do campo vetorial F surge como uma medida da taxa de

variacdo da densidade do fluido em um ponto. Portanto, concluimos que:

(1) Quando o divergente for positivo em um ponto do fluido, a sua densidade estd diminuindo com o

tempo, isto é, existe uma fonte de fluro no ponto. Caso contrdrio, existe um pogo (sumidouro)

de fluxo no ponto.

(ii) Se divF =0 em todos os pontos da regidao, entao o fluro de entrada é exatamente equilibrado pelo

fluzo de saida.
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(iii) O campo rotacional pode ser interpretado como uma medida do movimento angular (circular) de
um fluido. Quando rotv = 0, diremos que o campo de velocidade v é irrotacional. E oportuno

ressaltar que rot F = 0 é equivalente a matriz J (F) ser simétrica, ou seja,

ON oM oL _oN ou oL
oy 0z 0z Oz ¢ oxr Oy

Exemplo 5.11 Determinar o divergente e o rotacional do campo vetorial
F =ay’2Yi+ (22%y +2) j + y°2°k

Solugao As coordenadas do campo F sao L = xy?24, M = 222y + z e N = 322 e da definicdo de

divergente resulta:

oL OM ON
divF=28 oM OV 24 9.2 9.3,
v 8x+6y+8z 25422 + 2972
Da mesma forma, usando a definicao de rotacional, encontramos
i j k
rotF=| 0, Oy 9, | = (3y?2% — 1)i+ 4?23 + (4zy — 2xyz4) k [

zy?et 222y 4z g2

Exemplo 5.12 (Um campo irrotacional) Seja F : Q C R® — R3 um campo vetorial conservativo
sobre Q0 que deriva de um potencial ¢ : Q C R® — R, com derivadas parciais de sequnda ordem

continuas em 2. Mostre que rot F = 0, ou seja, o campo F é irrotacional.

Solugao Como ¢ possui derivadas parciais de segunda ordem continuas em €2, temos que ¢, = @,

Prz = Paz © Py = Py € além disso, sendo F=Vo = i+ ¢, j+ ¢ k, obtemos

i j k
rotF = Bx 8y az = ((sz - (Pyz) i+ ((pa:z - Sozz)j + (Soyz - (P:gy) k=0 u
Pz Py P

Encerrando esta secao, exibimos na Figura 5.4 um esquema mostrando a atuacao dos operadores

diferenciais e a grandeza (vetorial ou escalar) por eles produzidas.

- Gradiente | Vitor |

Laplaciano Escalar

Vetor

It

Figura 5.4: Atuagao dos operadores diferenciais.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 5.1

1. Se p(z,y,2) = 22yz® e F = z2i — y%j + 22%yk. Determine (a) Vi, (b) divF, (c) rotF, (d)
div(¢F), (e) rot(¢F) e (f) rot (V).
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2. Verifique se o campo F é conservativo. Nos casos afirmativos determine um potencial do qual

ele deriva.

(b) F = 3z%yi + 23j.

(c (2ze¥ +y) i+ (22e¥ + z — 2y) j.
(d zi+yj+ zk.

(e (y? — 3z) i+ (2zy + cosy) j.

(f) F=(1/z)i+ xexp(zy)j.

F =

F =

F =

F

F = sen(zy)i + cos(zy)j.
F = exp(zy)i+ exp(z + y)j.
F = 324921 + 23yj.

F = 52tyi + x cos(xy)j.
F =

F =

F =

(k 221+ 3yj + 4zk.

(1 (y+2)i+ (z+2)j+ (z+yk.
(m 2wyzi+ 222j + 22yk

(n) F = ysen zi+ zsen zj + zy cos zk.

. Sejam « e § constantes reais, u e v campos escalares e F e G campos vetoriais diferencidveis.
Usando regras de derivagao, deduza as seguintes relagoes do cédlculo diferencial:

(a) V (au + Bv) = aVu + Vv (b) V (uv) = vVu + uVv

(¢) V(u/v) = (1/v?) wVu —uVo] (d) div(rot(F)) =0

(e) div(vVu) = vAu + Vu - Vo (f) div(F x G) = G - rot(F) — F - rot(G)

. Se F = zi — zj + 2yk, mostre que nao existe um campo vetorial G tal que rot(G) = F.

. Seja F um campo solenoidal, isto é, divF = 0, em um domifnio simplesmente conexo 2 C R?
e seja Gog um campo potencial de F, isto é, rot(Gg) = F. Mostre que qualquer solu¢ao G da
equagao rot(G) = F é da forma G = G + grad ¢, sendo ¢ um campo escalar. Embora nao seja

Obvio, um tal campo G pode ser definido pela expressao
1
G(P) = / [F (ta, ty, t2) x OP] dt.
0

. Verifique que divF = 0 e determine todos os campos de vetores G, tais que rot G = F.

F = (e’ — eY)k.

)
)
()
(d) F = 2yi+ 2zj.
)
) F = 6y%i + 62j + 6zk.
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(g) F =3y%i — 322 — (y® + 22)k.

(h) F = — (z,y) # (0,0).

5.2 Caminhos Regulares

A cada t do intervalo I = [a, b] da reta R, associamos um vetor r(t) do R? e essa associacio define
uma fung¢do vetorial r, cujo dominio é o intervalo I. Escolhido um sistema de coordenadas no espaco,

a funcao vetorial r = r(t) é representada por suas coordenadas
r(t) = x(t)i+y(t)j + 2(Dk,

sendo xz =z (t), y =y (t) e z = 2z (t) fungdes reais definidas no intervalo I, denominadas componentes
ou coordenadas da fungao vetorial r (¢). Reciprocamente, se z, y e z sdo fungoes reais definidas no

intervalo I = [a, b], entdo a expressao
r(t) =z()i+y@j+z(k, a<t<b,

define uma funcao vetorial no intervalo I = [a,b].
Quando tratamos do movimento de uma particula, o vetor r(t) = x(¢)i+y(t)j+z(t)k é interpretado

como o vetor posi¢ao da particula no instante ¢ e as equagoes escalares (ou paramétricas)

representam uma curva 7y, descrita por r quando o pardmetro ¢ varia no intervalo I. Para facilitar a
linguagem, faremos referéncia a r(t) como a “curva 7 de equacao paramétrica r = r(t)".

As nocgoes de limite, continuidade, diferenciabilidade, etc. de uma funcao vetorial sdo introduzidas
por meio das fungoes componentes z (t), y (t) e z (t). Por exemplo, r serd uma fungao vetorial dife-
rencidvel, se as coordenadas x (t), y (t) e z (t) o forem. O grifico ou o tra¢o de v em R3 ¢ o conjunto
{7 () : t € [a,b]} das imagens v () da funcao ~.

De modo similar ao conceito de funcio vetorial r = r(¢) em R3, define-se funcdo vetorial r = r(t)
em R2, ou seja,

r(t) = z(t)i+ y(0)j,
sendo z, ¥y : I C R — R funcoes escalares.
Uma curvay:r =r(t), t € I, denomina-se Regular se as fungdes componentes z,y,z : I CR — R

possuem derivadas continuas em I e o vetor velocidade
r'(t) =2/ ()i+y ()i + 2Dk

¢ nao nulo, em cada instante t. Uma curva regular também recebe a denominacgao de Curva Suave
ou Curva Lisa, O vetor velocidade 1’ (t) estd localizado na origem e quando transladado para o ponto
r(t), ele torna-se tangente a curva . Se no instante ¢y, o vetor tangente v = r/(tg) é ndo nulo, a reta

tangente & curva v no ponto Py = r(ty) é descrita pela equacao vetorial

OP =r(tg) + sv, s€R,
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sendo P (z,y,z) um ponto genérico da reta. Na forma paramétrica, a reta tangente é descrita pelas
equagoes

x =z + sz’ (to)

y = yo + sy’ (to)

z =2+ sz (to), seR.

O plano normal & curva v no ponto P = r(ty) é governado pela equagao

(PQ) [ ] I‘/(to) = 0,
sendo ) um ponto genérico do plano. A equagao cartesiana do plano normal é, portanto:

' (to)(x — z0) + o' (to) (y — o) + 2 (to)(z — 20) = 0.

Exemplo 5.13 Sobre a curva v : ©x = cost, y = sent e z = t, t € R, consideremos o ponto P

correspondente a t = w. Encontrar a reta tangente e o plano normal & curva v, no ponto P.

Solugao Temos que r(t) = (cost)i+ (sent)j+ tk, de modo que o ponto correspondente a t = 7 ¢

P (—1,0,7) e o vetor tangente no ponto P é, portanto:
v=r'(r)=(—senm)i+ (cosm)j+k=—j+k
Consequentemente, a reta tangente é descrita pelas equagoes paramétricas

r=-—1
y=-—s
z=m+s, seR

e o plano normal & curva 7, no ponto P, é governado pela equagao:
(PQ)ev =0, istoé, —y+z=m. |

Uma curva 7 (t), a < t < b, denomina-se Regular por Partes ou Parcialmente Regular, se suas
componentes ,y, z : [a,b] — R sdo fun¢des continuas e vy é regular, exceto, possivelmente, em uma
quantidade finita de pontos ti,...,t, do intervalo [a,b]. Graficamente uma curva v parcialmente
regular tem o aspecto ilustrado na Figura 5.5, onde vemos a curva v composta por cinco arcos regulares

e justapostos.

Ya

Y1 Y2 ¥s

Y3

v

a b t

Figura 5.5: Curva parcialmente regular.

Exemplo 5.14 A curva vy descrita pelas equagdes paramétricas
r=t> ey=13, —1<t<2,

deiza de ser reqular na origem (0,0), porque r'(0) = 0; ela é parcialmente reqular. No ponto P (1,1),

que corresponde at =1, o vetor tangente é:

r'(1)=2"(1)i+y' (1)j=2i+3j. [ |
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Com o objetivo de tornar a leitura mais dindmica, entre as vérias referéncias citadas, usaremos a

terminologia arco, caminho, trajetéria ou contorno, com o mesmo significado de curva.

5.2.1 Curvas Orientadas

Uma parametrizagdo de uma curva y = r(t), a < t < b, ordena os pontos da curva -y, de acordo com
os valores crescentes de ¢, do ponto inicial (origem) A =~y (a) ao ponto final (extremidade) B = (b);
neste caso, a curva 7 estd orientada de A para B. De forma precisa, orientar uma curva ~ é fixar um
campo de vetores tangentes unitdrios u (¢) a curva ~.

Consideremos duas curvas 7y, € 75, com representagdes paramétricas
ri(t) =x1(t)i+ i (t)j + z1(t)k, t € la,b] e ra(s) = za(s)i + y2(s)j + z2(s)k, s € [¢,d],

respectivamente. Diremos que as curvas 7, € 75 S20 equivalentes (7, e 5 possuem o mesmo trago)
quando existir uma bijecio ¢ : [a,b] — [c,d], de classe C!, crescente (com derivada positiva) ou

decrescente (com derivada negativa) no intervalo [a, b] e tal que:

M1(t) = 72(p(@)), L€ [a,b].

Uma tal bijecdo recebe o nome de Mudang¢a de Pardmetro e, se considerarmos s = ¢ (t), resulta da

Regra da Cadeia que:
71 (8) =72 () #'(8).

Portanto, 7, e v, possuem as mesmas orientagoes se ¢'(t) > 0 (¢ for crescente) e, caso contrério, v, e
75 possuem orientagoes opostas. Quando invertemos a orientagdo de uma curva 7 (t) = r (¢) , obtemos

uma nova curva, representada por —y, para a qual serdo consideradas as seguintes parametrizagoes:
—v:ry(t)=r(a+b—t), t€la,b], ou —vy:ri(t) =r(-t), te[-b, —al,

determinadas pelas mudancas de parametros ¢(t) = a+b—t e ¢(t) = —t, respectivamente. Em ambos
os casos, temos ¢'(t) = —1 < 0.
Exemplo 5.15 Verifigquemos que as curvas v, e v, com representagoes paramétricas

1—¢? 2t
vy :r1(t) = (cost)i+ (sent)j, t € (—m,m), e yq:ra(t) = <1+t2> i+ <1—i—1€2>‘i’ t R,

sao equivalentes e tém mesma orientacao.

Solugao Elas sdao equivalentes, porque representam a circunferéncia v de centro na origem e raio
1, excluindo o ponto A(—1,0). Para verificar que 7; e 75 tém a mesma orientagao, consideremos a
reta que passa nos pontos distintos A(—1,0) e B(x1,y1) de 7, ilustrada na Figura 5.6, cuja equagao
cartesiana é y = m(x + 1), com m = tanf. Considerando que o ponto B (z1,y;) da reta jaz na

circunferéncia 2% + y2 = 1, encontramos:

(m? + 1)a? + 2m?z + (m? — 1) =0,

2m
14+m?2’

. . ~ -1 .
cujas raizes sao rg = —1 e x1 = (1 — mz) (1 + m2) e, assim, obtemos y; =



CAPITULO 5 - INTEGRAL DE LINHA
Va
B
m
A B 0 .
0 X

Figura 5.6: Duas parametrizagdes da circunferéncia.

Por fim, notanndo que § = 6/2 e usando identidades trigonométricas, chegamos a:

1—tan®(0/2) 1-—m? 2tan (0/2) 2m

- S 9: =
1+tan?(6/2) 1+ m? ¢ sen 1+tan?(0/2) 1+ m?’

cosf =

e, dessa forma, a mudanga de parametro ¢ : (—m, ) — R, definida por ¢(t) = tan (t/2) é tal que:

S(t) = %sec2 (£/2) >0, 11(t) = ra(0(t)), —1 <t <,

mostrando que as curvas 7y; e 779 possuem mesma orientagao, além disso, 1tligl ra(t) = (—1,0).
— =00
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Diremos que 7 (t), a <t < b, ¢ uma Curva Fechada, quando ~y(a) = 7(b), isto é, o ponto inicial

e o ponto final coincidem; ela denomina-se Curva Simples se y(t) # v(s), sejam quais forem ¢ e s do

intervalo (a,b), com s # t. Quando 7 nao for uma curva simples, existem s e t no intervalo (a,b),

com s # t, e y(t) = y(s). Neste caso, a curva vy denomina-se Lago e o ponto P = v(t) = 7(s) é uma

autointersecao do lago . Em alguns problemas préticos, consideramos curvas « (t) , com o parametro

t variando em intervalos do tipo:

(a,b), (a,b], (—o0,b], etc,

e neste caso, a curva deixa de ter origem ou extremidade ou ambos. Na Figura 5.7 ilustramos, de

forma genérica, algumas curvas e suas orientagoes: em (a) temos um laco; em (b) temos uma curva

simples e parcialmente regular; em (c) a curva 7y é simples, fechada e regular.

Y(s) = V()

(a) = y(b
) vg\/v )
—
i

0¢ Y@)
(a) (b) ()

Figura 5.7: Curvas orientadas.

Exemplo 5.16 Identificar a curva v dada pelas equagoes paramétricas
r=2 ey=t>—-1, —1<t<2,

esbocando o grafico e indicando sua orientagdo.
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Solugao Eliminando o parametro ¢ (nem sempre é possivel este método), obtemos:

Y= %mz -1
e vemos que a curva y é um arco de pardbola simétrica em relagao ao eixo y, com vértice no ponto
(0,—1). Quando t cresce de —1 até 2, os pontos P(z,y) de 7 estdo ordenados da esquerda para a

direita, sendo A(—2,0) a origem e B(4,3) a extremidade de v. Na Figura 5.8 ilustramos a curva v e

sua orientacao. |
y A
k)
b4
Nl " 4 x
-1

Figura 5.8: A pardbola y = imj -1

Exemplo 5.17 (parametrizando a circunferéncia) Um ponto se move no plano xy, de tal forma

que a sua posi¢ao P(x,y) no instante t é dada por
r=rcost e y=rsent, 0 <t < 2m,
sendo r > 0. Descrever o movimento do ponto.
Solugao Escrevendo as equagoes paramétricas sob a forma
r_ cost e ¥ _ sent,
r r

obtemos ) )
T
(—) + (Q) = cos’t +sen’t = 1 < 22 +y2 = 7“2,
r r
de onde deduzimos que o ponto P(z,y) move-se sobre uma circunferéncia 7, com centro na origem e
raio r. Quando o centro da circunferéncia vy é o ponto C (a,b), como ilustra a Figura 5.9, podemos

parametrizd-la pelas equagoes

T =a-+1rcost

7 y=b+rsent, 0<t< 27,

onde o parametro t representa o dngulo orientado entre o eixo x e o raio C'P. |

Exemplo 5.18 (parametrizando um segmento de reta) Sejay o segmento de reta orientado do
ponto A(xa,ya,z4) ao ponto B(xp,yp,zp). Dado um ponto P (z,y,z) em -y, existe um escalar t, no

intervalo [0,1], tal que P = A+t (B — A) e dat resulta a parametriza¢ao natural do segmento

x=xA+t(xp—14)

y=ya+t(ys—ya)
z=zp+t(zp— za), 0<t<1.
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P(x,y)

b A

»
»

a i

Figura 5.9: Parametrizando o circulo.

zﬂ

¢5(0,0,1)

..................................... "":4(1,1,0)

Figura 5.10: Parametrizando um segmento de reta.

Por exemplo, o segmento com origem no ponto A (1,1,0) e extremidade no ponto B (0,0, 1) ilustrado na

Figura 5.10, é descrito pelas equacoes paramétricas: x=1—t, y=1—tez=1t, 0<t<1. |
2 g2
Exemplo 5.19 (parametrizando a elipse) Consideremos a elipse vy : — + i 1, dlustrada na
a

Figura 5.11. Se P (x,y) é um ponto sobre a elipse 7y e o pardmetro t representa o dngulo orientado

entre o eixo x e o raio OA, obtemos a sequinte parametrizacio para elipse:

x=0C=acost e y=BD=bsent, 0<t<2m.

yh
A
b P
B
a -
D C @

Figura 5.11: Parametrizando a elipse.
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Exemplo 5.20 (parametrizando a hipocicloide) A curva v do plano zy, descrita pela equagdo
cartesiana /3 + y?/3 = a?/3, € conhecida pelo nome de Hipocicloide. Seu grifico estd ilustrado
na Figura 5.12, onde vemos tratar-se de uma curva simples, fechada e parcialmente reqular. Uma
parametrizacio para vy é motivada pela identidade trigonamétrica cos®t 4+ sen’t = 1, que aparece

naturalmente ao considerarmos x = acos®t e Y= a sen’ t, 0<t<2m. [ |

Figura 5.12: Parametrizando a hipocicloide.

Exemplo 5.21 (parametrizando a hélice) A curva v do R® de equagdes paramétricas

r=acost, y=asent, z=>0, 0<t<2m,

2

2 e isso nos diz que a curva vy se enrosca no cilindro circular reto x> + y? = a2,

é tal que 2% +y?> = a
& medida que t varia de 0 até 2w. O formato de vy é de uma hélice (mola), come¢ando na origem e

com extremidade no ponto A (a,0,2br) . [

Exemplo 5.22 (usando a varidvel z como parametro) Quando a curva vy é o grifico de uma
fungao continua y = f(x), a < x < b, a varidqvel © pode ser usada como pardmetro e, neste caso,

teremos a segquinte parametrizacao para a curva vy :
z=z ey=f(z), a<z<b.
Outra parametrizacao de v é dada pelas equagoes
x=n+mt ey=fn+mt), (a—n)/m<t<(b—n)/m e mmnecR, m=D0.
Neste caso, a mudanga de pardmetro é a fungao ¢(t) = n + mt. |
Exemplo 5.23 (usando o dngulo polar como parametro) Consideremos a circunferéncia
oot 4y —22 =0,

com centro em C (1,0) e raio R = 1. As coordenadas polares do ponto P (x,y) de vy sdo x = rcosf e
y = rsenf, onde ressaltamos que a quantidade v varia com 0, de acordo com a equacdo r = 2cos b,

que descreve y. Por substituicao do r, obtemos a sequinte parametrizacao de -y :

x =2cos?f
y=2senfcosf, —7/2<60<m7/2. [ |
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Finalizaremos esta secao apresentando uma maneira pritica para ilustrar graficamente um campo
vetorial, a partir dos vetores tangentes de suas curvas integrais. Consideremos um campo vetorial
F = Li+ Mj+ Nk, de classe C', em uma regido Q do R3. Por curva integral do campo F entendemos

uma curva -y, contida em 2, cujo vetor tangente em cada ponto P coincide com F(P). Se

r(t) =xz(t)i+y)i+=z0)k, tel,

é uma representacao paramétrica para -y, a cada ponto P corresponde um escalar A, tal que
dr = (dz)i+ (dy)j+ (dz) k = AF (P),

de onde resulta o sistema de equacéoes diferenciais

de dy dz
= 5.29
TSN (5.29)
que define as curvas integrais. O sistema (5.29) é equivalente a
dx dy dy
Z =L L =Me 2Z=N 5.30
it~ dt ¢ dt (5:30)
e, ao resolver o sistema (5.29) ou (5.30), encontramos as curvas integrais do campo F.
Exemplo 5.24 Determinar as curvas integrais do campo ¥ do Exemplo 5.2.
Solugao O campo F ¢ definido em R? — {(0,0)} por
—yi+xj
F(z,y) = —5—
V2 +y?
e as curvas integrais sao as solugbes do sistema
d d
R N —, (55)

dt /22 42 dt /2% + ¢

De (5.31), resulta que zdz + ydy = 0 e por integragao, encontramos
.%'2 + y2 — )\7

sendo A > 0 uma constante real. Portanto, as curvas integrais de F sao circunferéncias no plano xy

de centro na origem e raio V. [ ]

Exemplo 5.25 Determinar a curva integral do campo vetorial F = —yi+ xj + Ak, X\ constante, que

passa no ponto P(1,0,0).

Solugao O sistema (5.29) é, neste caso,

dr dy dz

—y A7
de onde resulta que 22 4+ y? = 2 ou, na forma paramétrica, x = pcost e y = usent, t < R. Logo:

by _de  peostdh 42 g, — .
x A pecost A
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Assim, z = At + K, k constante real e, portanto, as curvas integrais de F sdo descritas por
r(t) = (ucost)i+ (usent)j+ (At +r)k, t€R. (5.32)

Se considerarmos em (5.32) t = 0, observando que r (0) = (1,0,0), obteremos u = 1 e Kk = 0 e,

consequentemente, a curva integral é:
r(t) = (cost)i+ (sent)j+ (AM)k, t€R,

que representa uma hélice circular, como vimos no Exemplo 5.21. [ ]

> ESCREVENDO PARA APRENDER 5.2

1. Esboce o grifico de cada curva dada abaixo, indicando a orientagao positiva.
(a) r()=ti+(1—1)j, 0<t<1 (d) r(t)=ti+V1—¢%, 0<t<1
(b) r(t)=2ti+%, -1<t<0 (e) r(t)=ti+ (logt)j, 1<t<e
() r(t)=(1/t)i+tj, 1<t<oo (f) r(t)=-costi+sentj+tk, 0<t<2r.
2. Mostre que a curva vy definida por r (t) = ti+t?sen (1/t)j,se 0 < t < 1, e r (0) = 0 ndo é regular.

3. Considere a curva «; definida por r1 (t) = ti +t%j, 1 <t < 2, e seja 7, a curva definida por
ro(t) =r1(3—1t), 1 <t < 2. Esboce os gréficos de 7; e 5 e determine a relacdo entre essas

duas curvas.

4. Determine a reta tangente e o plano normal a cada curva no ponto indicado.

(a) r(t) =t + 2tj + t?k, no ponto P(1,2,1).

(b) r(t) = cos(4t)i + sen(4t)j + tk, no ponto em que t = 7/8.

(c) r(t) = exp(3t)i + exp(—3t)j + v/18tk, no ponto em que ¢ = 1.

(d) r(t) = ti + t3j + t*k, no ponto P(1,1,1).

(e) r(t) = (t—cost)i+ (34 2sent)j + (1 + 3cost)k, no ponto em que t = /2.

5. Considere a curva -y definida por

2t 1 —1¢2
uw:(tto,teR

1427142’

Mostre que o angulo entre os vetores r (¢) e r' () é constante.

6. Em cada caso, determine as curvas integrais do campo F.

(a) F =ai+yj

(b) F =uzi+vyj+ zk.

(¢) F =ai+ bj+ ck, com a, b e ¢ constantes reais.

(d) F = 2% — y%j + 22k, que passa no ponto P (1/2,—1/2,1).
(e) F=(z—y)i+(z—2)j+(y—2k
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5.3 Calculando Integral de Linha

5.3.1 Integrando um Campo Vetorial

O conceito de integral de linha, como limite de somas, segue o mesmo roteiro da integral dupla
e serd apresentado por etapas. Seja L : Q C R? — R um campo escalar continuo em uma regiio €2,

contendo uma curva orientada -, simples e regular, de equagoes paramétricas
x=uxz(t), y=yt) e z=2(t), a <t <bh.

Inicialmente vamos definir a integral de linha do campo L ao longo da curva -, na diregdo z.
B Etapa 1: Particionando o intervalo [a, b]
Particionamos o intervalo [a, b], escolhendo n segmentos de comprimentos iguais a At

b—a
n

a=tg<t1 <---<tp_1<t,=0>b, sendo At =

onde temos t; = t;—1 + At, 1 =1,...,n, e quando n torna-se arbitrariamente grande (n — 00), entao

At — 0. Esta partigdo do intervalo [a, b] determina, na curva =y, os pontos

P=~(ti) = (x(t:),y(ti),z(ti)), i=1,2,3,....,n

e a curva vy é aproximada pela poligonal constituida dos n segmentos retilineos Py Py, P1Ps, ..., P,_1 P,

como sugere a Figura 5.13.

a=t0 Zl tz t3 xXxx) tn—l b:[” 't
Figura 5.13: Particao da curva ~.

B Etapa 2: Construindo as Somas de Riemann
Em cada segmento P;_1F; da poligonal que aproxima <, escolhemos um ponto @Q; = v () e

formamos a soma de Riemann de L

Sp = iL(Qi)Awi,

sendo Az =z; — ;1,1 =1,...,n.
B Etapa 3: Definindo a Integral de Linha
A integral de linha de L sobre -, na direcdo x, é definida por

n
/L(m,y,z)dm = lim Y L(Q;)Az; (5.33)
n—oo
v i=1
e como consequéncia do Teorema do Valor Médio, para cada ¢ = 1,...,n, existe 8; entre ¢;_1 e t;, tal

que
Az =z (ti) — X (ti—l) = :c'(&l)At
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e de (5.33) resulta que:

n b
[ D2z =t 3L ()0 (6) 2 () 0)A = [ LGl y(0), 2(0)a Bt
v i=1 a

De modo similar, encontramos as seguintes regras para o cédlculo das integrais de linha sobre -,

nas direcoes y e z:
b
[y = [ 3090200 Od (dvessoy)
0 a

b
/ Nz, y, 2)dz = / Na(), y(t), 2(0)) (B)dt (divecio 2)

No caso em que v é uma curva simples e regular do plano xy, parametrizada pelas equagoes
x=x(t), y=y(t), a<t<b, temos

b b
[ Lewds = [ Le@.y@)d o [ M= [ Moy o

Exemplo 5.26 Calcular as integrais de linha

/a:y2dx e /xyZdy,
gl v

sendo o arco da pardbola y = x2, da origem ao ponto A(2,4).
Solugao Inicialmente, vamos parametrizar a curva v pelas equagoes
z=tey=t>, 0<t<2,

e ressaltar que a varidvel x poderia ter sido usada como parametro, no lugar do t. Com as substituigoes
r=t, y=t2 der =dt e dy = 2tdt, obtemos

v 0 3 5 0 7

Em uma situagao mais geral, as integrais de linha aparecem sob as formas equivalentes

/Ldm+Mdy+Ndz ou /Fodr,
v v

sendo a forma diferencial Ldx + Mdy + Ndz continua em uma regido compacta 2 do R3, contendo a

curva v no seu interior. Neste caso, a integral de linha é a soma

/Lda:+/Mdy+/Ndz,
gl ¥ v

b
/Ldaz+Mdy+Ndz:/ [L(r(t)a'(t)+ M (xr(t)y'(t)+ N (r(t) 2 (t)] dt,
ol a

e o cdlculo se reduz a

onde r (t) = (z(t),y(t), z(t)) representa uma parametriza¢ao da curva 7. Quando desejamos enfatizar

as extremidades A =r (a) e B =r (b) da curva -y, escrevemos

B
/ Ldx + Mdy + Ndz.
A
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Proposicao 5.27 Seja F : Q C R? — R3 wm campo wvetorial continuo em uma regiGo compacta

Q C R3, e seja v uma curva orientada e parcialmente regular, contida no interior de €.

(i) Se ~* é uma reparametrizagcio de v, mantendo a orientagdo, entao

/ Fodr:/Fodr.
v vy

(ii) Se —~ representa a curva v, com a orienta¢do invertida, entao

/ Fodr:—/Fodr.
- il

Demonstragao Ser (t) e r1 (7) sdo representagoes paramétricas de v e v*, respectivamente, existe
uma mudanca de parametro g : [c, d] [a,b], com derivada ¢’ (7) positiva, tal que r1 (1) =1 (g(7)).
Temos que g (7) é crescente, g (¢) = a, g(d) = b e, efetuando a substitui¢ao ¢t = g (1), encontramos

L Pear = [ bF(r(t»-r’ wai= [ "Bl (1) o ¥lg (1) () dr
_ /ch(rl(T))orll(T)dT—/Y*Fodr. n

Isso prova (i). Para demonstrar (ii), consideramos a mudanga de parametros t = a+b— 7, que inverte

a orientagdo, e com a parametrizagdo r1 (1) =r(a+b—171), a < <b, obtemos:
b b
/ Fedr = / F (r; (T))Or/l(T)dT:/ F(r(a+b—7)) e [-r'(a+b—7)]dr
—y a a
= —/ F(r(u)) o r'(u) (—du) = — / Fedr. |
b ol
Exemplo 5.28 Calcular a integral de linha
/(x +y)de + (y — z)dy,
.

sendo vy o segmento de reta de origem A(1,1) e extremidade B(4,2).

Solugao No Exemplo 5.18, aprendemos como parametrizar um segmento de reta e, neste caso, temos
r=14+3tey=1+1t 0t

e com as substitui¢oes z =1+ 3t, y = 1 + ¢, dz = 3dt e dy = dt, obtemos:
1 1
/(:c Y y)de + (y — z)dy = / (2 4 40)3 + (—20))dt = / (6+100)dt=11. m
2 0 0

Exemplo 5.29 Calcular a integral de linha da forma diferencial x*ydx + zdy + xydz, ao longo do
arco da pardbola y = 2%, z =1, do ponto A(—1,1,1) ao ponto B (1,1,1), ilustrado na Figura 5.14.

Solugao Usando a varidvel x como parametro e observando que dz = 0, ja que z = 1 ao longo de 7,

encontramos

B 1
/ 22ydx + zdy + zydz = / (1:4 + 21:) dx =2/5. |
A -1
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A
zt Y
/4-_-“14 Z=2
L 1
3

1 V >
X T
Figura 5.14: Curva v do Exemplo 5.29 Figura 5.15: Curva v do Exemplo 5.30
Exemplo 5.30 Calcular a integral do campo F = zyi — 2v%j, ao longo do tridngulo de vértices

0(0,0), A(1,0) e B(1,1).

Solugao Adotando a orientagdo positiva (anti-hordria), vemos que o caminho « de integragao é
parcialmente regular e composto dos segmentos 7y, 75 € 3, como na Figura 5.15.

Decorre da propriedade aditiva da integral da linha que

/Fodr:/ Fodr—l—/ Fodr—l—/ F e dr (5.34)
Y 71 V2 73

e cada segmento, que figura nas integrais do lado direito de (5.34), é parametrizado imitando o que
foi feito no Exemplo 5.18. Temos:

segmento vy, : x=t¢t, y=0, 0<¢t<1,

segmento y5: z =1, y=¢ 0<t<L1,

segmento y3: z=t¢t, y=1t 0<¢t<1,

e observando as orientagoes, encontramos:

1
/Fodr—/ :Uydx—:cdey—/Odt—O. (y=0, dy=0)
71 71 0
! 1
/Fodr:/ :L‘ydx—nydy:/ (—t2)dt:—7. (x=1, do =0)
Y2 Y2 0 3
! 11
/Fodr:/ajyd.ra:yzdy:/ (t27t3)dt:ff+f. (x=y=t, dv =dy = dt)
73 V3 0 3 4
Logo,
1 1 1 5
Fedr=0—-—-+4+-=——
L * 3734 12

5.3.2 Integrando um Campo Escalar

Seja f : © C R?® — R um campo escalar continuo em uma regido €} conendo uma curva 7,
parcialmente regular, particionada pelos pontos P; < P> < P3 < --- < P, e deixe-nos representar por
ds o comprimento do arco vy, = P;,_1 P;. A integral de linha de f sobre 7, em relagdo ao comprimento

de arco s, é definida por

[ £y 2)ds = i > (@0 ds
v i=1
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onde ; é um ponto escolhido no arco ~,. Considerando que

ds = \/da? + dy? + d22 = \/2/(t)2 + i/ ()2 + 2/ (t)2dt = |v'(1)] dt,

temos:

b
[ fwy2ds = [ o) o]

e se f(xz,y,z) =1, a integral de linha de f sobre 7 coincide com o comprimento da curva =, isto é:

b b
Lwy—/\ﬂwhﬁ—/1Jﬂ@2+yuﬁ+yuﬁﬁ.

A fungao comprimento de arco s (t) sobre v é dada por:

t
s(t):/ ‘r’(u)’du

e mede o comprimento do arco v, de A =r (a) até P =r (t). Assim, s(a) =0 e s(b) = L (). No caso

em que v é uma curva fechada, a integral de linha sobre v normalmente é indicada por

¢ £y 2)ds

~

Uma curva -, orientada e regular, descrita pelas equagbes paramétricas
x=ua(t), y=yt) e z=2(t), a <t <b,

pode ser parametrizada usando como pardmetro o comprimento de arco s. Para isso, consideramos

t=g(s), 0 <s<L,ainversa da fun¢do comprimento de arco s(t), a <t < b, e obtemos

z=u(9(s), y=ylg(s)) e z=2z2(g(s)), 0<s <L,

que ¢ a parametriza¢ao de v com respeito ao comprimento de arco s. Como [r/(¢)| > 0, decorre do

Teorema da Funcao Inversa que

e se fizermos q(s) = r(g (s)), teremos:

[d'(s)] = |9'(9)] ' ()] = 1,

isto é, q'(s) é um vetor unitdrio colinear com o vetor velocidade r'(t). Diremos que a curva 7 estd
parametrizada pelo comprimento de arco s, quando |q'(s)| = 1, para todo s € [0, L]. Finalmente,

observamos que
b L
[ s as = [ sl = [ st

Exemplo 5.31 Seja~y a semicircunferéncia 2> +vy% =9, y > 0. Parametrizemos  pelo comprimento

do arco e calculemos a integral de linha:

/7(93 + 2y)ds.
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Solugao A parametrizagdo natural para v é

r=3cost e y=3sent, 0 <t <,

/\r (r)] dr = 3t.

Invertendo a funcdo s = 3t, encontramos t = g(s) = s/3, s € [0,37] e a parametrizagdo de 7 pelo

e o comprimento do arco é

comprimento do arco é, portanto:
x=ux(s) =3cos(s/3) e y=y(s) =3sen(s/3), 0<s < 3m.

Com as substitui¢oes z = x(s) e y = y(s), obtemos

3
/(ac +2y)ds = / [3cos(s/3) + 6sen(s/3)]ds
o' 0

= [98611(8/3)—18008(8/3)]3W:36. [

Exemplo 5.32 Calcular / (x2 + 2+ 22) ds, sendo v a hélice do Exemplo 5.21, coma =1 eb=1.
v

Solugao O célculo da integral de linha pode ser feito diretamente, nao sendo necessario reparame-

trizar a curva pelo comprimento do arco. De fato, para a hélice do Exemplo 5.21, temos

ds = /2 ()2 + y/(t)? + 2/ (1)2dt = \/(— sent)? + (cost)? + 12dt = v/2dt

e, portanto,
27
/(33 +y + z ds—\[/ cos? S + sen t+t2 dt = \f/ 1+t2 dt = \5(2774—%%3). m
vy

Proposicao 5.33 Sejam f,g : Q@ C R3 — R campos escalares continuos em uma regido 2 C R3,

contendo uma curva orientada, parcialmente reqular v no seu interior, e seja k uma constante real.

i kf(x,y,z) +g(x,y,2z)|ds =k Y, z)ds + x,y,z)ds.
(I)L[f(y)g(y)] /j‘(y) /f’(y)
(i) Sey =1 U+ Uy entio [ foy2)ds = [ flop st [ floy2)ds
Y Y1 it

/ f(a,y, 2)ds
:

Observagao 5.34 O wvalor da integral de linha /f (z,y,2)ds nao é alterado quando a curva 7y tiver

) J) d: b ) d
/_Wf(:vyZ) s /j(azyz) s

De fato, considerando a mudanga de pardmetrot = a+b—7 e a parametrizagior, (1) =r(a+b—7), a <

(iii) Se k > 0 é tal que |f(z,y,2)| < k sobre vy, entdo

< kL (7). [

sua orientacdo invertida, isto é,

7 < b, do arco —v, obtemos:

/fxy, /f (t)| dt = /af(r(a+b—r))\r’(a+b—7)\dr
/frl ) [ri (r \dr—/fxy, 5
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Recordemos que tal procedimento faz com que a integral fv F e dr mude de sinal, conforme vimos na

Proposicao 5.27.
Exemplo 5.35 Integrar a fungdo f(z,y,2) =z + /y — 22, sobre a curva y = 7y, + 74, sendo
yir(t) =ti+t%, 0<t<1 e yo:r(t)=i+j+tk, 0<t<1.

2 2 =0, da origem ao ponto A (1,1,0), enquanto

Solugao O arco y; é a porgao da pardbola y = x
4 € 0 segmento de reta paralelo ao eixo z, do ponto A (1,1,0) até o ponto B (1,1,1), como ilustrado

na Figura 5.16. Sobre 7, temos ds = v/1 + 4t2dt e, portanto:

ZA
B
Y2
Y1 1 Yy
| Y AR A
T

Figura 5.16: Curva v do Exemplo 5.35

1 1 1
/ f(z,y,2)ds = / (t+1t)V1+4t2dt = 1 / 8t/ 1+ 4t2dt
Y1 0 0
1 [° 1 5 1
= - d:f{?’/ﬂ :7<53/2—1).
4 /1 Vudu =g [u| =7
Sobre o caminho v, temos ds = dt e, portanto,

f(z,y, z)ds = /1 (2-t*)dt= [2t — %tﬂé =5/3.
72 0

Logo,
(53/ 24 9) . om

[N

Y, 2)ds = Y, 2)ds + Y, 2)ds =
/j(my )ds /%f(aryZ)s LQf(wyz)s

5.3.3 Consideragoes Fisicas

Além da massa de um arame (fio fisico delgado), a integral de linha, com respeito ao comprimento
de arco, pode ser usada no cdlculo de outros entes fisicos como momento de inércia, coordenadas
do centro de massa, intensidade do campo elétrico, etc. Por exemplo, se m representa a massa de
um arame v de densidade linear o(z,y, z), entdo dm = o(z,y, z)ds representa a massa elementar da

porcao ds do arame, de modo que a massa total do arame é

m:/dm:/a(az,y,z)ds.
g g
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As coordenadas T, § e Z do centro de massa do arame sdo calculadas pelas férmulas

1 1 1
x:/mdm, y:/ydmez:/zdm,
m /. m J, m J,

onde os integrandos xdm, ydm e zdm sao interpretados como momento da massa dm em relacao aos

planos yz, xz e xy, respectivamente. O momento de inércia em relagdo a um eixo L é dado por

IL:/52dm,
R

onde § = 0 (z,y, z) representa a distancia de um ponto P (x,y, z) do arame ao eixo de rotagao L. Em

relagdo aos eixos coordenados, temos os momentos de inércia:

I, = /(y2 +2%)dm, I, = /(:1:2 +22)dm e I, = /(1'2 +9%)dm.
gl 8!

Y

Exemplo 5.36 Determinar a massa de um fio de densidade o(x,y,z) = kz, com formato da hélice

v dada pelas equagoes paramétricas
v:x=2cost, y=2sent e z=1t, 0<t <.

Solugao Temos

ds = \/2/(t)2 + 9/ (t)2 + 2/ (t)2dt = 3dt

e, portanto, dm = o(z,y, z)ds = 3ktdt. Logo,

T 2
m:/dm:/ Skidt = 7 m
vy 0 2

Seja «v uma curva regular e orientada, com representagao paramétrica

r(t) =z()i+y(t)j+ z()k, a <t <b,

e consideremos um campo vetorial F =Li+ Mj+ Nk, continuo em uma regiao compacta €2, contendo
a curva -y no seu interior. O vetor tangente unitdrio a curva  no ponto P = r(t) é

Y dr
0= 0] = ds

e a componente tangencial de F em P, ou seja, a componente de F na dire¢ao do vetor unitério u(t),

na direcao crescente de t, é dada por
FeT = |F(r(t)) cosd = F(r(t)) e u(t),

sendo € o angulo entre os vetores u(t) e F. Logo,

/V(FoT)ds - /ab[F(r(t))ou(t)] \r'(t)\dt:/ab [F(r(t))o
- /abF(r(t))or’(t)dt:/FOdr

e daf resultam as representacoes equivalentes para a integral de linha:

/Ldm+Mdy+Ndz:/
v

Fodr:/(FoT)ds.
Y Y
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Exemplo 5.37 (efetuando uma mudanga de base.) Um arame tem o formato da circunferéncia
v, interse¢io da esfera x® +1y? + 2% =1 com o plano x+y+z = 0, e possui densidade o (z,y,2) = x2.

Calcular a massa do arame.

Solucao A massa M do arame é calculada pela integral de linha

M = 7{$2d8
v

e a fim de parametrizar a curva -y, consideramos no plano = 4+ y + z = 0 dois vetores unitdrios e
ortogonais u e v e, olhando v como se fosse uma circunferéncia do plano zy, em que u e v sao

substituidos por i e j, respectivamente, escrevemos

v:r(t) = (cost)u+ (sent)v=z(t)i+y(t)j+ 2k,

onde z (t) = —z (t) — y (¢), tendo em vista que a curva « jaz no plano z +y + z = 0. A base {u,v}
é construida considerando, por exemplo, os pontos O (0,0,0), A(1,—1,0), B(1,1,—2) do plano e
fazendo OA ) OB .
u=—-=—(1i—-j) e v=—=—(14j—2k).
oa] ~ vzt Y oB] ~ 5! I

Figura 5.17: Curva v do Exemplo 5.37

Dessa forma, uma parametrizagao para a curva -y é
1 1 1 1 2
x(t) = —=cost+ —=sent, y(t)=—=sent— —=cost e z(t)=——=sent, 0<t<2nm,

V2 V6 V6 V2 V6

de onde resulta, por um cédlculo simples, que

ds = \/a:’ )% + o (t)* + 2 (t)* dt = dt.

Logo, a massa do arame é:

M = /()27r[1?(?f)2]cit:/027r [%cost—i—%sentrdt

1 27 9 9 27 1 27 9
= - cost dt+/ costsent dt—i—/ sent)” dt
5 tcostae = [ eontsentydr+ g [ (sent
T T 2
= —404+==—. [ |
2+ +6 3

> ESCREVENDO PARA APRENDER 5.3

1. Calcule o comprimento da hélice = cost, y =sent, z =1¢, 0<t < 2.
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2. Calcule as seguintes integrais de linha ao longo da curva indicada:
(a) /2yda: — 3zdy, sendo v a curva definidaporx =1—tey=5—-¢ 0<¢t <1.
gl
(1,1)
(b) / zydz — y2dy, ao longo da pardbola y = z2.
(_1’1)

(47_2) y €T
(c) / ;dw — ;dy, ao longo da reta y = 2 — .
(37_1)

(d) jl{ ydz + 2xdy, sendo v a fronteira da regido
v
D={(z,y) eR*:2°+9’<1le —y<z <y, com y>0}
xyds, véacurvax=tey=1t, 0<t<1.
x?ds, yéacurvax =cos2tey=sen2t, 0 <t < 2m.
ydz + 2xdy, -y é o triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (1,1).
(:132 — yQ) ds, v ¢é o circulo 2% + 3% = 4.

(0,1)
(i) / y?dx + x?dy, ao longo do semicirculo v : z = /1 — y2.
7_1)

—~
(=]

OV ydz — zd
/ u, ao longo da curva v : x = cos>t e y = sen’t, 0<t< 3.

ao 2 +y

(k) ¢ (ax + by)dx + (ax + By)dy, -~ é o circulo 22 + 3% = 4.

(1) ¢ zy (3ydr + Tzdy), -~ é a elipse 922 + 4y? = 36.

(m)

56— 56— 5o

xydx + (y2 — xQ) dy, +y é definida pelos arcos y = z? e y = /7, 0 <z < 1.

(n) [ (x4+y+2)de+ (x—2y+32)dy + (2r+y —2z)dz, < é a curva que liga a origem ao

T~

¥
ponto A = (2,3,4), através de trés segmentos retilineos: o primeiro uma por¢ao do eixo z,

o segundo paralelo ao eixo y e o terceiro paralelo ao eixo z.
3. Nos seguintes casos, calcule f7 Fedr.

(a) F= (:E2 + y2) i+ 3zy?%j, v éocirculo 22+ y? =09.
(b) F = (32 — 8y?) i+ (4y — 6zy)j, 7 ¢é a fronteira da regido

D={(z,y) eR?:2>0, y>0e z+y <2}

(c) F=zyi—yj+k, ~¢éosegmento de reta ligando a origem ao ponto A = (1,1,1).
(d) F=v% +2%, vyéoarcodapardbolaxz=t y=t>e 2=0,1<t<2.
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(e) F = 2% + 2%k, ~ ¢ o segmento de (1,0,1) a (2,0, 1), seguido do segmento de (2,0,1) a
(2,0,4).

4. Calcule

9

/ xdx + ydy
5 w2 y?

ao longo da curva v consistindo do arco da pardbolay = z2—1, —1 < z < 2, seguido do segmento
de reta que une os pontos (2,3) e (—1,0).
5. Calcular a integral da forma zzdz + xzdy — yzdz, ao logo do caminho v descrito na Figura 5.18,
consistindo de um quarto de circunferéncia e de dois segmentos retilineos.
ZA

1

v

1
T

Figura 5.18: Caminho para o Exercicio 5

6. Seja v a porgao da curva do primeiro octante, que corresponde a intersecao do plano z = y com

o cilindro 2y? + 22 = 1, percorrida do ponto A (0,0, 1) ao ponto B (\/5/2, V2/2, 0) . Calcule

1— 2\ 1/2
/$<2y2> dx
N Y +z
7. Se F=Li+ Mj+ Nk e 0 é o angulo entre o campo F e dr, mostre que:

/F(r)odr:/\/L2+M2+N2c0s0ds.
ol v

8. Se 7, e 7, sdo duas curvas equivalentes e F : Q C R? — R3 ¢ um campo vetorial continuo em

uma regiao 2 contendo as curvas y; e 75, mostre que:

/ Fodr:j:/ F e dr.
71 Y2

5.4 Independéncia do Caminho

Iniciaremos esta se¢do mostrando, através de um exemplo simples, que o valor da integral de linha
pode mudar, ao longo de caminhos distintos ligando dois pontos. Sejam 7, v, € 7y 0s seguintes

caminhos no planos zy ligando os pontos A (1,1) e B(2,4):

yiie=14+1t y=143t 0<t<L1 ( segmento de reta)
Yoix=1t, y=t>, 1<t<2 ( pardbola)
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YA

Figura 5.19: Caminhos ligando os pontos A e B.

e v = v3+y4 consiste do segmento horizontal, do ponto A (1, 1) ao ponto C (2, 1), seguido do segmento
vertical do ponto C (2,1) ao ponto B (2,4), como mostra a Figura 5.19.
(i) Ao longo de 7y, temos:

1 1

2

/ yd:c—l—Zxdy:/ [(1+31) + 201 +t)3]dt:/ (7 + 9t)dt = 23
Y1 0 0

(i) Sobre 7,, fazemos as substituicoes x = t, y = t2, dov = dt e dy = 2tdt e obtemos:

2 2 35
/ ydz + 2xdy = / [t% + (2t)2t)dt = / 5t2dt = 5
Vo 1 1

(iii) A poligonal v é composta dos segmentos 5 e 7, e observando que y = 1, sobre 73, e © = 2, sobre

Y4, Obtemos:

2 4
/ydm + 2zdy = / ydz + 2zdy + / ydz + 2zdy = / dx + / 4dy = 13.
Y B Y4 1 1

B

Vamos buscar condigoes necessérias e suficientes para que a integral de linha / Fedr nao dependa
A

do caminho v que liga os pontos A e B. Se F = Li+ Mj+ Nk é um campo vetorial continuo em uma

regidao 0 C R3, diz-se que a integral de linha /

F e dr (ou /Ld:c + Mdy + Ndz) é independente do
g g

B

caminho em €) se o valor da integral linha / F e dr é 0 mesmo, seja qual for o caminho parcialmente
A

regular -, contido em (2, ligando dois pontos A e B em ().

Teorema 5.38 (1° Teorema Fundamental) Se : Q C R3 — R tem derivadas parciais de primeira

ordem continuas no dominio (aberto e conexo) Q0 do R3, entdo:

B
/A Vpedr=p(B)—p(A) (5.35)

sejam quais forem os pontos A e B em §Q.
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Demonstracao Sejay:r=r(t), a <t <b, um caminho regular em 2 ligando os pontos A e B.

Da Regra da Cadeia, veja (2.29) no Capitulo 2, sabemos que

Llow®)] = Vo) er' (1),

de onde resulta

Vpedr= o).

e do Teorema Fundamental do Célculo para fungéao de uma varidvel, obtemos:

BV dr = ' d t))]dt = b =y (B A |
[ veedr= [ Llolwld =6 0) - ¢ @) = o (B) =0 (4).

Coroldrio 5.39 Se F = Li+ Mj+ Nk é um campo vetorial continuo e conservativo, em um dominio

(aberto e conexo)  do R3, entdo a integral de linha

/Fodr
.

Demonstracao Sendo F' continuo e conservativo, existe um campo escalar ¢, o potencial de F,

é independente do caminho.

de classe C!, tal que F = Vo e, portanto,
B B
/ Fodr:/ Vo edr =p(B)— ¢(A).
A A

Isso mostra que a integral de linha do campo F s6 depende dos pontos A e B, e nao do caminho

ligando esses pontos. |

Teorema 5.40 (2° Teorema Fundamental) Se F = Li+ Mj+ Nk é um campo vetorial continuo

no dominio (aberto e conexo) Q C R3, e a integral de linha

/Fodr
v

é independente do caminho, entio o campo F é conservativo.

Demonstragao A partir de um ponto A fixado no dominio €, definimos ¢ : 2 C R?® — R por

b'e X
cp(X):/ Fodr:/ Ldx + Mdy + Ndz,
A A

onde a integral de linha é calculada ao longo de uma poligonal ligando o ponto A ao ponto X (z,y, 2).
A escolha do caminho é arbitréria, tendo em vista que a integral de linha ndo depende do caminho.
Consideremos h suficientemente pequeno, de modo que X + H = (x + h,y, z) esteja em €, e seja y o
segmento de reta r (t) = (x +t)i+ yj+ zk, 0 <t < h, que liga o ponto X ao ponto X + H. Temos

que 1’ (t) =i e, usando a propriedade aditiva da integral de linha, obtemos

_ X+H h h
QP(X-i-Ii;) @(X):;L/X Fodrz}lb/o F(r(t))or/(t)dt:}ll/o L(z+t,y,z2)dt.

Como a funcdo t — L (z +t,y, z) é continua em alguma vizinhanga de ¢ = 0, a fungao

g(T):/OTL(:U—l-t,y,z)dt
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é diferencidavel em uma vizinhanca de 7 = 0, g(0) = 0 e ¢’ (0) = L(x,y,2), como consequéncia do
Teorema Fundamental do Célculo de uma varidvel. Logo,
(O+h)—g(0)

o (X+H) —o(X) g
0, (2.9.2) = lim PETI =) _ 15y 90D 9O (0) _ p (a2,

De modo similar, obtém-se que ¢, (v,y,2) = M (z,y,2) e ¢, (v,y,2) = N (z,y,2). Assim, F =Vpe

com isso mostramos que F é conservativo. |

Observacgao 5.41 Combinando os dois Teoremas Fundamentais para a integral de linha, vemos que

2

um campo vetorial F = Li + Mj + Nk, continuo em um dominio (aberto e conexo) Q do R3, ¢é

conservativo se, e somente se, a integral de linha

/Fodr
¥

é independente do caminho. Neste caso, se ¢ é um potencial do campo F, isto é, F =V, entao
B B
/ Fodr:/ Vyedr =¢(B)— p(A),
A A

para quaisquer dois pontos A e B em Q. Em particular, se v é uma curva fechada, parcialmente regular

e F ¢é continuo e conservativo, entao

%Fodr:(). [ |
v

Exemplo 5.42 Mostrar que o campo bidimensional F (x,y) = | 6

5 5~ Nao € conservativo, no
ety

dominio Q: 0 < 2% +y* <1 do R2.

Solucdao Consideremos em ) a circunferéncia v : 22 + y?> = &, 0 < € < 1, parametrizada por

x=c¢ccost, y=csent, 0 <t <27 Entao

—ydr +xdy 1 [T
%F odr = %ya:—i—a:y =3 [(—esent) (—esent) + (ecost) (ecost)] dt
v Y 0

z2 4+ y?
L [T, 2, 2 2 L,
= = [6 (sent)” 4 e*(cost) } dt = — e“dt = 2m.
I3 0 € 0
Se fosse F um campo conservativo, a integral de linha de F sobre a curva fechada ~ seria 0. ]

Exemplo 5.43 Seja v a curva descrita por
r(t) =exp(—t)i+ (1+2sent)j+ (t —cost)k, t€R.

Determinar a derivada direcional de o(z,y, z) = ?yz3, na diregio da curva v, no ponto P correspon-
dente a t = 0.

Solugao A derivada direcional de ¢ no ponto P = r(t), na diregdo da curva +, é, por defini¢do, a

derivada direcional de ¢ no ponto P = r(t), na direcao do vetor unitario
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tangente & curva v em P. O ponto P correspondente a t = 0 é r(0) = (1,1,—1) e o vetor tangente

unitdrio a curva v no ponto P é
u=—>+-=—(-i+2j+k).

Como Vi = (2zy2)i + (2223)j + (32%yz?)k, obtemos Vi(r (0)) = —2i — j + 3k e, portanto,

¢

ou .

(P) = Vp(P)eu=

o5

kr
Exemplo 5.44 Seja k uma constante real e consideremos o campo vetorial F = W’ sendo r = OP
r

o vetor posicao do ponto P. Calcular a integral de linha

/Fodr,
~

ao longo do segmento vy, que vai do ponto A(1,1,1) ao ponto B(1,2,—1).

Solugdao Vimos, no Exemplo 5.6, que F = V¢, onde a funcio ¢ : R* — {(0,0,0} — R ¢ definida por
o(z,y,2) = —k/|r| Portanto, pela Observagao 5.41,

LFodrzw(B)—gp(A):—k<|olB|—|olA|):—k<\}6—\}§>.

Observamos que se os pontos A e B estdo sobre uma circunferéncia de centro na origem e raio R,
entdo |OA| = |OB| = R e, sendo assim,

/Fodr:—k(l/R—l/R):O. |

Teorema 5.45 Para que um campo vetorial continuo ¥ = Li+ Mj+ Nk seja conservativo em um

dominio Q C R3, é necessdrio e suficiente que

}{Fodr:(),
g

ao longo de qualquer curva simples, fechada e parcialmente reqular vy, contida em €.

Demonstracao Suponhamos que F seja conservativo e seja v uma curva fechada, simples e par-
cialmente regular contida em (2. Fixemos dois pontos A e B sobre v, de modo que 7 fica particionada

em y; e vy, como sugere a Figura 5.20. Como F é conservativo, a integral de linha

/Fodr
~

¢é independente do caminho e, consequentemente,

%Fodr:/Fodr—i—/ Fodr:/Fodr—/Fodr:().
v Y1 —72 71 Y2
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¥,
$ 4,

A

Figura 5.20: Particao do caminho ~.

7{Fodr:0,
Y

ao longo de qualquer curva fechada, simples e parcialmente regular v em §2. Dados dois pontos A e B

Reciprocamente, suponhamos que

em (), sejam 7y, e 75 duas curvas simples, parcialmente regulares e sem ponto em comum, ligando A

e B. Entao v = v, — v, € uma curva simples, fechada e parcialmente regular e, portanto,

O:?{Fodr:/Fodr—i—/ Fodr:/Fodr—/Fodr,
Y Y1 —72 71 Y2
/Fodr:/ F edr.
71 Y2

Se as curvas 7y e 74 se interceptam em um ponto E, entao E divide cada uma delas em duas novas

de onde resulta

curvas e aplicamos o raciocicio precedente. ]

Corolario 5.46 Seja F = Li+Mj+ Nk um campo vetorial de classe C* no dominio (aberto e conexo)

Q, isto é, as componentes L, M, N : Q C R3 — R tém derivadas parciais de 1* ordem continuas em .

(i) Se a integral de linha
/Fodr ou /Ldm—i—Mdy—i—Ndz
v v

¢é independente do caminho, entao F é um campo irrotacional, isto é, rot F = 0 e, neste caso,

ON _oM oL _oN oM _or
oy 0z 0z Oz ¢ oxr Oy

(ii) Se Q é um dominio simplesmente conexo e F é um campo irrotacional (rotF = 0), entdo a

integral de linha

/Fodr ou /de—i—Mdy—i—Ndz
gl gl

é independente do caminho e o campo F é conservativo. |

Exemplo 5.47 (conservacao da energia) Seja r = r(t) a equagio hordria de uma particula que
se desloca, da posi¢ao inicial A = r(ty) a posi¢ao final B = r(t1), sob a agdo de um campo de
for¢as conservativo F = F(r(t)). Mostrar que a soma de suas energias cinética e potencial permanece

constante.
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Solugao Como F ¢é um campo conservativo temos que F = —V(t) (o sinal “—” é frequentemente

usado em Fisica), onde ¢(t) é a energia potencial. O trabalho realizado é:
W:/Fodr:/(—Vgp)odr:go(A)—cp(B).
g v

Por outro lado, se representarmos por m a massa da particula e por v4 e vp as energias cinéticas, nos

pontos A e B, respectivamente, temos
W = %mv% — %mv%

e, portanto:
Imvd + ¢ (A) = 3mug + ¢ (B). [ |

Exemplo 5.48 No dominio Q = {(z,y) € R? : (x—3)2+y? < 4}, mostrar que o campo F do Exemplo
5.42 ¢é conservativo. Mais geralmente, F é conservativo em qualquer regido simplesmente conexa 2,

que ndo contenha a origem.

Solugao O campo F & de classe C' no dominio simplesmente conexo 2 e serd conservativo se

rot (F) = 0 em Q. As componentes do campo F' sdo

y T
- Y M=—"" ¢ N=0
2+ 12 2+ 12 €
e, portanto,
tF ; g alv{ (M, — L)k {nyZ ot 1y g 0
rot F = = — = — =0, em Q.
; ]\Z Oz T Yy <$2+y2)2 (x2+y2>2

Ao longo de qualquer curva v simples, fechada e parcialmente regular em €2, temos

Yy x
7§ ——2 —dz + ————dy = 0.
y wr4y? z? +y?

A familia de potenciais de F séo as solugoes ¢ do sistema

y xT
P x2—i—y2 () € Spy x2+y2 ( )

Integrando (I) parcialmente em relagdo a x e mantendo y fixado, obtemos

ez, y) = — / ﬁyzdz = ¢(z,y) = arctan (y/x) + h(y)

e derivando a tltima equagao em relacao a y, e comparando com (II), resulta

Logo, hy = 0, ou seja, h = k, sendo k uma constante real. Assim, a familia de potenciais ¢ dada por

o(z,y) = arctan (y/z) + k. |
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Exemplo 5.49 (um campo irrotacional e nao conservativo) No Ezemplo 5.42 vimos que o campo
—yi+ xj

F(z,y) = ————

(@y) =57 )2

ndo é conservativo no dominio Q : 0 < 22 + 3% < 1, embora nesse dominio ele seja de classe C e

irrotacional, isto é, rot (F) = 0. Isto nao contradiz o resultado contido no Corolario 5.46, porque o

dominio §2 nao é simplesmente conexo. |

Para usar a linguagem de forma diferencial, recordemos que a expressao
Fedr = Ldx+ Mdy+ Ndz

recebe o nome Forma Diferencial e ela denomina-se exata ou total quando o campo F = Li+ Mj+ Nk

for conservativo, isto é, quando existir campo escalar diferencigvel ¢ : Q C R? — R tal que

%dm + a—@dy + 8—('0612 =dp, em (.

L M Ndz =
dx + Mdy + Ndz o By 9,

Se as funcoes L, M e N tém derivadas parciais continuas no dominio simplesmente conexo €2, entao

a forma diferencial Ldx + Mdy + Ndz é exata se, e somente se,
ON oM OL ON OM OL
8y_8z’8z_8xe8m_8y

ou, equivalentemente, a matriz Jacobiana J (F) é simétrica.

Exemplo 5.50 Verificar que ydx + xzdy + 5dz é uma forma diferencial exata e calcular a integral de

linha
/ ydx + xdy + bdz,
.

sendo v o segmento de reta de origem A(1,1,1) e extremidade B(2,3,—1).

Solugao Como a matriz Jacobiana

L, L, L. 010
J=| M, M, M, |=|10 0
N, N, N, 0 00

é simétrica, segue que a forma diferencial & exata. Assim,

ydr + xdy + 5dz = @ dz + ¢, dy + p,dz = dp,
para alguma funcdo ¢ : 2 C R? — R e o célculo da integral de linha se reduz a

B
/yd;n + xdy + 5dz = / dp = p(B) — ¢p(A).
¥ A
Neste caso, usando as regras de derivacao e manipulagoes simples, encontramos
dp = ydz + xdy + bdz = d(zy) + d(5z) = d(xy + 5z)

e, portanto, ¢ (z,y,2) = xy + 5z + k, sendo k uma constante real. Assim,

/ydw+:vdy+5dz:cp(B)—gp(A):(1—|—l~€)—(6—|—k):—5. [ |
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5.4.1 O Potencial como Integral de Linha

Dominio Admissivel

Um dominio © C R? denomina-se Admissivel, quando possuir a seguinte propriedade: existe em
 um ponto A (a, b, c) tal que a poligonal de vértices A (a,b,c), B(z,b,c), C(x,y,c) e P(zx,y, z) jaz
em 2, seja qual for o ponto P (z,y, z) de Q. Em dimensdo n = 2, o dominio {2 é admissivel quando
existir um ponto A (a,b) em €, tal que a poligonal de vértices A (a,b), B(a,y) e P(x,y) jaz em €,
para todo P (x,y) de Q. A Figura 5.21 ilustra essas poligonais.

Z4 A
zZ y
B Yo p
y ................ .—)—.
Cl E
A
Vi
b Yy 'y [ A .4L
[0 A S
7. = : a p .
i

Figura 5.21: Poligonais Tipicas em R3 e R2.

Por exemplo, as vizinhangas e o préprio R? sio dominios admissiveis. O dominio 2 = R? —{(0,0)}
nao é admissivel; de fato, dado A (a,b) em €2, a poligonal de vértices A (a,b), B (a,0) e C(—1,0) ndo
jaz em Q.

Em um domino €2 admissivel, podemos usar as poligonais para determinar o potencial de um campo
conservativo. Dado um campo vetorial conservativo F : Q C R? — R3 em um dominio admissivel €2,

entdo fixado um ponto A (a,b,c) em € o potencial ¢ : 2 C R3 — R de F ¢ determinado pela férmula

P P
go(P):/ Fodr:/ Ldx + Mdy + Ndz
A A

e usando a poligonal v = y; + 79 + 773 da Figura 5.21, obtemos

o(P) :/PF.dr:/jL(t,b,c)dH/byM(x,t,c)dt+/:N(x,y,t)dt. (5.36)

A

Teorema 5.51 Para que um campo vetorial F = Li + Mj 4+ Nk, de classe C' em um dominio
admissivel 0 C R3, seja conservativo é mecessdrio e suficiente que rot (F) = 0 em ). Neste caso, o
potencial ¢ (x,y,2) é dado por (5.36). Em R?, o campo F (z,y) = L (z,y)i+ M (z,y)j de classe C!

em um dominio admissivel D é conservativo se, e somente se, My = L, em D. |

Exemplo 5.52 Mostrar que o campo vetorial F = (y + z)i+ (z + 2)j + (z + y)k é conservativo e
encontrar um potencial do qual ele deriva.
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Solucao Um célculo direto nos dé rot F = 0 no domfnio admissivel R? e, portanto, F é um campo
conservativo. Para determinar um potencial de F, escolhemos A(0,0,0) como ponto de partida e

usamos (5.36) para obter:
T y z
o(x,y,2) = / (0+0)d$+/ (x+0)dy+/ (x +y)dz = vy + x2 + y2.
0 0 0

E claro que se k ¢ uma constante, entio o(z,y, z) + k é, também, um potencial do campo F. |

Dominio Estrelado

Um dominio  C R3 denomina-se Estrelado, em relacio ao ponto P de €, se o segmento de reta
PQ) estd inteiramente contido em €2, seja qual for o ponto Q de €. Por exemplo, no plano R?, o interior
de um paralelogramo, o disco e o préprio R? sdo dominios estrelados, em relacdo a qualquer um de
seus pontos. O dominio R? — {(0,0)} ndo ¢ estrelado em relacdo a ponto algum. Se Q2 é estrelado em

relacdo ao ponto P, e v é uma curva fechada em (2, entdo a deformacgao continua
V() =1 =s)y(t)+sP, 0<s<1,

reduz a curva y ao ponto P, sem sair de ), porque 7, (t) € Q, Vs,t, e, além disso, vy =y e v, = P.
Portanto, © é simplesmente conexo. Se retirarmos do R? o eixo z, obtemos um dominio simplesmente
conexo e nao estrelado.

Seja F : Q C R? — R3 um campo vetorial conservativo sobre um domifnio €2, e suponhamos que £
seja estrelado em relacdo ao ponto A(a,b,c) de €. O potencial ¢ : @ C R? — R de F ¢ determinado

pela férmula:

H(P) = /APF.de, (5.37)

sendo k£ uma constante real e P(z,y,2) um ponto genérico de Q. A integral de linha em (5.37) nao

depende do caminho, e se considerarmos o segmento de reta r () = A+ tAP, 0 <t¢ < 1, obtemos

P 1
olx,y,z) = / Fodr—i-k:/o [F(r(t))or’(t)]dt

A

= /0 [Fla+t(x—a),b+t(y—>b),c+t(z—c))e(x—a,y—bz—c)dt

Exemplo 5.53 Mostrar que o campo vetorial F = (e® seny)i+ (e” cosy)j+ k é conservativo e deter-

minar um potencial do qual ele deriva.

Solucdo O campo F ¢ de classe C! no dominio simplesmente conexo R? e, nesse dominio, rot F = 0.
Logo, F é um campo conservativo. Considerando R? como um domifnio estrelado em relacdo & origem,

obtemos:
1
pyz) = [ [Flntez) o o2 de+
0

1 1 1
= x/ e sen(ty)dt + y/ ' cos(ty)dt + z/ dt + k=¢e"seny + z + k. [ |
0 0 0
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Exemplo 5.54 Vamos reconsiderar o campo F = 2%i + yj — 3zk do Exemplo 5.8. Naguele exemplo,

resolvendo o sistema de equacgdes diferenciais
ng:L:],‘2, Soy:M:y e QOZZN:—BZ,

encontramos a familia de potenciais

> y? 322
¢ (z,y,2) = 3‘*‘5—7‘”‘7

Agora, o potencial serd encontrado via integral de linha. Considerando a origem O (0,0,0) como ponto

de partida, usamos (5.36) e obtemos o potencial:

o(x,y,2) = /L(tOOdt—l—/M:vtOdt—l—/ny,)d
0

2
/ 2dt+/tdt—/3tdt —+——3§.

Observamos que o potencial ¢ (z,y,z) encontrado pela integral de linha, corresponde ao valor k = 0,

que é exatamente ¢ (0,0,0). |

> ESCREVENDO PARA APRENDER 5.4

1. Verifique se a forma é exata e, nos casos afirmativos, determine um potencial do qual ela deriva.

(a) (seny —ysenz + z)dxr + (cosz + xcosy + y) dy.
(b) [sen (yz) + zycos (wy)] do + [2? cos (zy)] dy.

c) (x+2)de — (y+2)dy + (x — y) dz.

)

)

()

(d) 2xy3dx + 2%y3dy + 322y22dz.
(e) 3y22dx + 423y>dy — 322y?dz.
(t)

(8)

(h)

(i)

222 + 8xy ) dx + (33:33/ — 33:3/) dy — (4y2z2 + 2x3z) dz.

day — 32222 + ) dx + (2$2 + 2) dy — (2:1:32 + 32’2) dz.

(

(y?cosz + 2%) dw — (4 — 2ysenz) dy + (3z2* + 2) dz.

(

(e”senz + 2yz) dz + (2z2z + 2y) dy + (e” cos z + 2zy + 32?) d=.

2. Verifique que o campo de forcas F = yi + zj + yzk nao é conservativo e calcule o trabalho
realizado pelo campo F, para mover uma particula do ponto A (1,0,1) ao ponto B (—1,0,¢e™),
ao longo da curva r (t) = (cost)i+ (sent)j+ (e) k.

3. Mostre que nao existe um campo vetorial F, cujo rotacional é xi + yj + zk.

4. Seja f : [a,b] — R uma funcdo com derivada continua em [a,b]. Determine em que regiao do

plano xy o campo vetorial F (z,y) = yf (zy)i+ = f (xy)j é conservativo.

5. Seja v um caminho parcialmente regular que liga os pontos A (1,2) e B(2,1) e nao intercepta o

dr — xd
/Wzg,m
v Y

eixo x. E verdade que
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5.5 O Teorema de Green no Plano

Para motivar o que serd desenvolvido nesta segao, deixe-nos considerar a regiao D do plano xy,
delimitada pelas pardbolas y = 22 e = y?, e vamos orientar a curva 0D, fronteira da regido D, de
modo que ao percorré-la, a regiao D permaneca do nosso lado esquerdo. Na Figura 5.22, ilustramos

a regiao D, onde vemos que dD = v; + 5 € um contorno simples, fechado e parcialmente regular.

ylk

1 '... ......
Y2

Vi

—_
|Vy

Figura 5.22: Regido entre as curvas y = 2% e y = /.

Vamos comparar as integrais:

éDL(az,y)dmjLM(m,y)dy (1) // <8M aL)alA (1I1)

sendo L (z,y) = xy e M (z,y) = y*> — 2. Calculando a integral dupla (II), obtemos

/L(?Qf—gﬁ)dz‘l = // ~27 — z)dA = // —3x) dyda
- s

e para calclular a integral de linha (I), usaremos a propriedade aditiva:

f Lda:—i—Mdy:f Lda:—i—Mdy:f Ld:c—l—Mdy—i-}I{ Ldx + Mdy.
oD Y172 71 Y2

A curva vy, é descrita por y = 22, 0 <z < 1, e usando = como parametro, obtemos:
1
?{ Ldx + Mdy = ?{ xydx+(y2—x2) dy:/ [w3—|—2x (m4—w2)]dx
71 71 0

1
= / (22° — 2°) do = 1/12.
0

Por outro lado, a curva v, é descrita por x = 32 e ao longo desta curva, o percurso do ponto A até a

origem é feito com y variando de 1 até 0. Usando y como pardmetro, obtemos:
1
f Ldx + Mdy = f zydx + (y* — 2%) dy = —/ 2y* + (v* — y*)] dy
V2 V2 0

1
= —/ (y* +v?) dy = —8/15.
0

Assim, encontramos

1 8
Ld Mdy = Ld Md Ld Mdy=— — — =|-9/20.
ngHnglHyW{Hylw

Y2
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O resultado —9/20, encontrado para integrais (I) e (II), ndo é uma coincidéncia. O Teorema de

1K . . . o~ , 1 ~
Green," que formularemos a seguir, estabelece que, sob determinadas condicdes, é vilida a relacdo

M L
?{ de—i—Mdy:// <8—8>dA.
aD p \ Oz Jy

Estamos tratando com integrais ao longo de caminhos orientados e, é claro, a orientacao da tra-

jetdria é relevante.

Figura 5.23: Fronteira v = 0D orientada.

Na Figura 5.23 ilustramos a orientagao positiva da fronteira de uma regiao D, delimitada por uma
curva simples, fechada e parcialmente regular . A orientagdo positiva corresponde aquela em que o
campo de vetores normais n, obtido por rotagao anti-hordria de 90° do campo tangente

_ ()
" (¢)]”

sempre aponta para dentro da regiao D. Intuitivamente, a orientacao positiva de  corresponde aquela

que, ao percorré-la, deixa a regiao D a nossa esquerda.

Teorema 5.55 (Teorema de Green) Seja v uma curva simples, fechada e parcialmente regular,
que delimita uma regigo D do plano xy. Se L (z,y) e M (z,y) sdo fungdes de classe C*, isto é, com

derivadas parciais de primeira ordem continuas, na regiaco D U 0D, entdo

oM 0L
L Mdy = —_— - .
ﬁ dx + M dy //D ( 5 8y> dxdy (5.38)

onde a curva v = 0D ¢é orientada no sentido positivo (anti-hordrio).

Demonstracao Por simplicidade, vamos considerar o caso particular em que D é a regiao da
Figura 5.24, delimitada por um retangulo de lados paralelos aos eixos coordenados.
A fronteira de D é a curva simples, fechada e parcialmente regular, formada pelos segmentos de

reta vy, Yo, V3 € Va4, iSto é, 0D = y; + v+ 3 + 74. Temos pela propriedade aditiva que:

4
}[ Ldx + Mdy = ij Ldx + Mdy. (5.39)
oD i=1 77

B Sobre o segmento v;, temos y = ¢, dy =0, e a < x < b. Logo:

b
%Ld:c—l—Mdy:/ L(z,c)dx.
71 a

5George Green (1793-1841), matematico inglés.
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Y
d Zs
Y.Y D AY:
a b %
c oy,

Figura 5.24: Regiao retangular D.

B Sobre o segmento vy, temos x = b, dr =0, e ¢ < y < d. Logo:

d
%Ld:c—i—Mdy:/ M (b,y) dy.
Y2 =

B Sobre o segmento vs, temos y =d, dy =0, e a < x < b. Logo:

b
j{Lda:—i—Mdy:—/ L(z,d)dz.
3 a

B Sobre o segmento y,, temos x = a, dr =0, e ¢ < y < d. Logo:

d
de$+Mdy:—/ M (a,y) dy.
Ya c

O sinal "—" que figura nas integrais sobre =3 e 7, é devido a orientagao. De (5.39), resulta:
b d
% Ldx + Mdy = [—/ [L(z,d)— L (:c,c)]dx] + [/ [M (b,y) — M (a,y)] dy] (5.40)
oD a c
e aplicando o Teorema Fundamental do Calculo'® a cada integral do lado direito de (5.40), encon-
tramos:
br pd dr b
y{ Ldx + Mdy = / [/ Ly(z,y)dy] dI+/ [/ Mx(a:,y)daz} dy
oD c c a

_ /aba/j M, (1) — Ly (2,9)] dyda:://D (M, —L,)dA.  m

Exemplo 5.56 Com auzxilio do Teorema de Green, calcular a integral de linha:
j{ 3zydx + 2x2dy,
oD

onde D ¢ a regido delimitada pela reta y = = e a pardbola y = x* — 2.

Solugao A regiao D é do tipo vertical simples, e estd ilustrada na Figura 5.25; ela é descrita pelas
desigualdades D : 0 < z < 3, 2 -2 < y < .
As componentes da forma diferencial sdo L = 3zy e M = 222, de modo que M, — Ly=4x -3z, ¢

usando o Teorema de Green, obtemos:

3 T 3
2
¢ seydo+ 207y = [[ wdoay = | [/ xdy} w=[Pe-na=
oD D 0 z2-2x 0 4

"®Teorema Fundamental do Calculo: f; Gy (x,&)de =G (b,€) — G (a,€), G de classe C.
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y4
3 .......................... y
Y2
D Y1
W 3 I

_1 ...... ;
Figura 5.25: Regido D entre as curvas y = z e y = 22 — 2z.

Exemplo 5.57 Os possiveis valores para a integral de linha

7{ —ydx + xdy
~ 2+ y?

)

onde v é uma circunferéncia que ndo passa pela origem, sao +2w e 0. De fato, se v é uma circun-
feréncia centrada na origem de raio €, com orientagdo positiva, vimos no Exemplo 5.42 que a integral
tem wvalor 2w. Invertendo a orientagdo, o valor da integral passa a ser —2mw. Por outro lado, se a
circunferéncia v ndo envolve a origem, podemos usar o Teorema de Green na regido D, delimitada

por vy, e considerando que L, = M,, em D, resulta:

yéLd:c—i—Mdy:// (M — Ly) dzdy = 0.
o D

Ressaltamos que o Teorema de Green nao se aplica, se a circunferéncia v envolver a origem. |

Exemplo 5.58 Calcular ?{ydl‘ + 3zdy, onde v resulta da intersegio do cone z = \/x% +y2? com o
¥

plano z = 2.

Solugao A curva 7 é a circunferéncia de raio R = 2, situada no plano z = 2, com centro C (0,0, 2).

Pelo Teorema de Green, temos

y{yd:ﬁ + 3zdy = // (3 —1)dzdy =2A (D) = 8. |
o' D

5.5.1 Regioes Multiplamente Conexas

Desejamos usar o Teorema de Green para calcular a integral de linha

7{ —ydx + xdy
z2 4+ y?

)

ao longo de uma curva simples, fechada e parcialmente regular v, que envolve a origem, como ilustrado
na Figura 5.26.

O Teorema de Green nao pode ser aplicado diretamente, tendo em vista que a forma nao é de classe
C', na regido delimitada pela curva . Para contornar a situacio, consideramos uma circunferéncia

centrada na origem, de raio € > 0, suficientemente pequeno, de modo que v, Ny = &, e um segmento



216 CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS A. de A. e SILVA & M. P. MATOS

Ya

Y Y2
/Cf 4

N

Figura 5.26: Regiao D multiplamente conexa.

de reta servindo de ponte de ligacao, entre as curvas 7 e .. Com esses artificios, construimos uma
regiao simplesmente conexa D, com fronteira 0D = v+ v, + 7, + 72, de modo que a forma diferencial

é exata e de classe O, em DU AD. Como v, = —v;, temos que:

/Ld:n—l—Mdy—l—/ Ldx + Mdy =0
71

V2
e, portanto:
/ Lda:+Mdy:/de—|—Mdy+/ Ldxz + Mdy. (5.41)
oD Y Ye

Do Teorema de Green, resulta

j{ de—i—Mdy:// (My — Ly)dxdy =0
oD D

7{ —ydx + zdy 7{ —ydz + xdy
———=—-¢ ————= =2m,
¥ v

e de (5.41), obtemos:

562 + y2 112 + y2
conforme encontramos no Exemplo 5.42.
Encerramos esta se¢ao analisando a aplicabilidade do Teorema de Green, no caso em que a regiao

multiplamente conexa D tem dois buracos, como ilustra a Figura 5.27.

O o

Figura 5.27: Regiao D com dois buracos.
Inicialmente observamos que v3 = —7v; € v = —74, de modo que:

%de—l—Mdy—i—j{ Ldx + Mdy =0 e dem%—Mdy—{—?{ Ldx 4+ Mdy =0
71 73 Ya Ve

ese F = L(z,y)i+ M(x,y)j ¢ um campo de classe C*', na regido D U 0D, obtemos a partir do

Teorema de Green a seguinte relagao:

// (Mz—Ly)dA:j{de—FMdy—l—f Lda:—l—Mdy%—j{ Ldx + Mdy. (5.42)
D R V2 s
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Além disso, se o campo F for conservativo, entao M, — L, = 0 e de (5.42) resulta:

dea:—I—Mdy—i—f LdaH—Mdy—l—?{ Ldz 4+ Mdy = 0.
v Y2 Vs

5.5.2 Aplicagoes do Teorema de Green

Calculo de Areas Planas

Seja D uma regiao do plano zy, delimitada por uma curva -, simples, fechada e parcialmente

regular. Se considerarmos no Teorema de Green L (z,y) =0 e M (x,y) = z, obteremos:

ix@:/LdA:MD

Da mesma forma, considerando L (z,y) = —y e M (z,y) = 0, resulta:

fydm_//cm A(D

Finalmente, somando (5.43) e (5.44), membro a membro, obtemos:

A(D) = ;fa:dy—ydx).
g

(5.43)

(5.44)

(5.45)

Exemplo 5.59 (4drea da elipse) Calcular, por integral de linha, a drea da regiao D delimitada pela

elipse:
22 2
21T

Solucao Considerando a parametrizagao

=1, a>0,b>0.

r=acost e y="bsent, 0 <t <2,

da elipse, obtida no Exemplo 5.19, segue da férmula (5.43) que

2 2w
A= / a(cost)b(cost)dt = ab/ cos? tdt = mab. [ |
0 0

Exemplo 5.60 (drea em coordenadas polares) Calcular a drea da cardioide de equagio polar

r=a(l —cosf), a>0, 0<6<2m.
Solugao Em coordenadas polares r e #, temos x = rcosf e y = rsenf e, portanto,
dx = cosOdr — rsenfdf e dy = senfdr + r cos 0db.

Assim, em coordenadas polares, a férmula da drea (5.45) se escreve

1 1
A(D) = = ¢ [rcos8(sen Odr + r cos §df) — rsen (cos Odr — rsen 0dh)] = = ¢ r2d#,
2.Jy 2Jy

onde a regiao D é delimitada pela curva -y, simples, fechada e parcialmente regular. No caso da

cardioide, obtemos
3ma?

mm:faﬂmWwZZ. u
Y
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Fluxo e Circulagao por Integral Dupla

Suponhamos que o campo bidimensional F (z,y) = L (x,y)i+ M (x,y)j representa o campo de
velocidades de um fluido, e que desejamos medir a quantidade de fluido que atravessa a curva -, na
unidade de tempo. Observando a Figura 5.28, vemos que a quantidade de fluido (fluzo) que atravessa
a porcao ds, na direcao da normal, é medida pela drea do retdngulo de base ds e altura F e n, em que

n =T x k é a normal unitdria exterior a curva ~.

Figura 5.28: Fluxo do campo F.

O fluxo total F do campo F através de v, na diregao n, é dado pela Integral de Fluzo do campo F ao

longo de 7 :

F = /(F en)ds. (5.46)

o

Considerando que Tds = (dz)i+ (dy) j + (dz) k, obtemos

i 5k
nds = (T xk)ds=| do dy dz | = (dy)i— (dz)]
0 0 1

e, dessa forma, obtemos a seguinte regra para o cdlculo do fluxo do campo F:

]::/(Fon)ds:/Fo(TXk)ds:/Ldy—de. (5.47)
v v v
Quando a curva +y for fechada, a integral
C= /(F eT)ds = /Ldm + Mdy (5.48)
v v

denominar—se-a Circulagdo do campo F ao redor de v e o trabalho total realizado pelo campo de

forgas F, para deslocar uma particula ao longo de v, do ponto A até o ponto B, é dado por

W = /AB(F o T)ds.

Exemplo 5.61 Calcular a circulagao e o fluxo do campo ¥ = —yi + xj, através da circunferéncia
yra?+y?=1.
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Solugao A circulagdo do campo F é dada pela integral (5.48) e temos
2m
cC = f(F e T)ds = j{ (—ydx + zdy) = / [(—sent) (—sent) + (cost) (cost)] dt
ol v 0
2
= / [(cos t)? + (sen t)2] dt = 2.
0
Por outro lado, o fluxo do campo F é dado por (5.47) e temos
2m
F = /(F en)ds = — / xdx + ydy = —/ [(cost) (—sent) + (sent) (cost)]dt = 0. |
v v 0

Se o campo bidimensional F = L (z,y)i+ M (x,y)j ¢ de classe C', em uma regidao D, delimitada
por uma curva simples, fechada e regular v, podemos expressar, via Teorema de Green, o fluxo e a

circulagao de F por uma integral dupla. Para o fluxo temos por (5.47)

j{(F en)ds = %yLdy — Mdz = (usar Green) = //D (My + L) dedy = //D div (F) dzdy.

A f6rmula

F= ﬁ(F en)ds = //D div(F)dzdy (5.49)

é conhecida por Férmula da Divergéncia ou Férmula de Gauss em R2. Por outro lado, temos

0 1
ay 82 == Mx - Ly
M 0

rot(F)ek=(VxF)ek =

~ P o

e, portanto, a circulagao do campo F se expressa por

ji (FeT)ds = 7'{ Ldz + Mdy = (usar Green) = / /D (M, — L) dzdy = / / rot(F) e k] dzdy.

D

A seguinte formulacao vetorial do Teorema de Green

C= jg(F e T)ds = //D [rot(F) e k|dzdy (5.50)

é conhecida por Férmula de Stokes em R2.

Exemplo 5.62 Calcular, por integral dupla, o fluzo e a circulagao do campo F = (x—y)i+xj, através

da circunferéncia x% +y* = 1.

Solucao Usando as formulagoes vetoriais do Teorema de Green, com D a regidao delimitada pela

circunferéncia z? + y? = 1, obtemos

Fluxo ji (Fen)ds = / /D (div F)dady = / /D dody =7

Circulagao f(F eT)ds = // [rot(F) e k| dedy = // 2dzdy = 2. [
¥ D D

Exemplo 5.63 Calcular o fluzo e a circulagio do campo ¥ = (zy)i + 4yj, através da fronteira da
regido triangular D, de vértices O (0,0), A(2,2) e B(0,2).
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Y a
2 ¢ »

Figura 5.29: Regiao triangular do Exemplo 5.63

Solugao Na Figura 5.29 ilustramos a regiao D que serd interpretada, para efeito de integral dupla,

como a regiao vertical simples D : 0 <z <2, z <y < 2. Temos que divF = y + 4 e para o fluxo

F = 7{ Fonds-// (divF)dA = // (y+4)d
oD
= // y+4dyd:n—/ [4y+y2] dx
x
= / <10 4m—>dm—32/3.
0 2

Por outro lado, rot(F) e k = —x e a circulagao do campo F é

¢ = ﬂD(FoT)ds://D[rot(F)ok]dA://D(—
= —/02/302xdydm:—/02(2x—x2)d:c:—4/3. u

Identidades de Green

encontramos:

Para obter as Identidades de Green, usaremos a férmula da divergéncia com uma escolha adequada
para o campo vetorial F. Seja D uma regido compacta do R2, delimitada por uma curva simples,
fechada e parcialmente regular, onde estao definidos dois campos escalares u e v, com derivadas
parciais de 2* ordem continuas em D (esta classe de diferenciabilidade torna possivel a aplicabilidade do
Teorema de Green). Se na Férmula da Divergéncia (5.49) fizermos F = vVu, e usarmos a propriedade

div (vVu) = vAu + Vu e Vv, obteremos

//D (uAu)dxder//D (Vrov)dxdy:yiD gnds (551)

conhecida por 1?* Identidade de Green.
Se na identidade (5.51) permutarmos u com v e subtrairmos os resultados, chegaremos a 2* Iden-

tidade de Green
ou ov
Au — uA = — — ) .52
//D(v u — uAv) dzdy ng <v o 8n>ds (5.52)

As identidades (5.51) e (5.52) aparecem com frequéncia no estudo do comportamento na fronteira

0D de solucoes de certas equagoes diferenciais que modelam fendmenos fisicos.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 5.5
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1. Calcule as seguintes integrais de linha:
(a) ]{ (senz + 4zy) de + (22* — cosy) dy, v € qualquer curva regular fechada simples.
2l

(b) 7{ Va2 +y2de+yln(z+ /2% + y?)dy, v é qualquer curva regular fechada simples, que nao
v

envolve a origem.
(c) 7{2d:13 + (:U2 — ytany) dy, v ¢ o circulo (z —1)2 +¢% = 1.
v
(d) %L (x)dz + M (y) dy, v € um circulo de raio r e L (z) e M (y) sao fungdes continuas, com
gl

derivadas parciais de primeira ordem continuas na regiao delimitada pela curva ~.

(e) %exp(x) sen ydzx + exp(x) cosydy, v é a elipse 322 + 8y? = 24.
2l

(f) ]{m2dx + zydy, v € a cardioide r = 1 4 cosf, 0 < 0 < 27.
¥

2. Sejam D o anel descrito por 1 < 22+y? < 4e L (x,y) e M (z,y) funcdes continuas, com derivadas
parciais de primeira ordem continuas em D, tais que L, = M, na regiao D. Quantos valores sao

possiveis para a integral de linha

j{de + Mdy,
~

sendo v uma curva regular por partes, fechada, simples e contida em D? Este resultado pode

ser ilustrado com campo vetorial Faraday'’

—yi + xj
F(r,y) = W

3. Sejam 7 uma curva regular fechada simples, orientada, que nao passa por (0,0), e f(x,y) =
In (332 + y2) . Mostre que se n é o vetor normal unitdrio exterior a curva =, entao a integral de

linha

?{ (Vfen)ds
.
assume apenas os valores 0 ou 47, caso a curva 7 envolva ou nio a origem.

4. Seja f: D C R? — R uma funcio continua, com derivadas parciais de segunda ordem continuas
tal que Af =0 em D. Mostre que

/ fydr — frdy = 0.
oD

5. Com as hipdteses do exercicio precedente, mostre que

/8D (fady = fydz) g = //D (92 fz + gy fy) dzdy,

para qualquer funcdo ¢ : D C R? — R, com derivadas parciais de 1* ordem continuas em D.

'"Michael Faraday (1791-1867), fisico ¢ quimico inglés.
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6. Seja v uma curva orientada, simples, fechada e regular que delimita uma regido D C R2. Se

n = nii+ noj representa o vetor normal unitdrio exterior & curva -y, mostre que

ﬁnl (az,y)d.s:j{yng (z,y)ds = 0.

7. Se f: D C R? — R? tem derivadas parciais de 1* ordem continuas em D, mostre que

// gdmdy —7{ fnids,
p Oz oD

com n = n1i + naj, o vetor normal unitario exterior a fronteira 0D.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA A PRENDER 5.1

1. (a) 2zyz3i+2223j+ 32%y2%k, (b) —2y+ 2, (c) 22%i + (v — dzy)j, (d) 3z2yz? — 322y223 + 62ty?22,
(e) (4ztyz® + 322y322)i + (4ady2? — 823y?23)j — (2wy32® + 232Y)k.

2. Siga as etapas do Exemplo 5.8 para encontrar o potencial.

(a) ¢ (z,9) =3 (2 +¢*) + K
(b) ¢(z,y) =2y + K
(c) ¢ (z,y) = 2?exp(y) + 2y —y* + K.
(d) ¢ (z,y,2) =3 (2> + 3>+ 2%) + K.
(e) w(z,y) =ay® — 52° +seny + K.
(f) nao
(g) nao.
(h) nao
(i) nao.
(j) nao.
(k) p(z,y,2) =22 + 32 + 222 + K.
(1) o(z,y,2) =2y +zz+yz + K.
(m) ¢(z,y,2) = 2?yz + K
(n) o(z,y,2) =aysenz + K

3. Consequéncia direta das regras de derivagao.
4. Se existisse um tal campo G, entao div (F) = div (rot G) = 0.
5. Calcule rot (G — Gy) e conclua que G — Gg ¢é conservativo.

6. E imediato verificar que divF = 0. Os campos potenciais G sio determinados com base no

Exercicio 5.
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(a) Como L =2z, M =y e N = —3z temos que
F x OP = 4tyzi — 5txzj + tayk

e, portanto

1

1

G = (4yzi — bzzj + zyk) / t2dt = §(4yzi — bxzj + zyk).
0

Se considerarmos Go = yzi — 2zzj e
gradp =G — Gg = %(yzi + xzj + zyk),

teremos

1 _ 1 _ 1
S%—gyzv Sf’y—§$2 € sz_gxy

e, portanto, ¢ (z,y,2) = %myz + k, k constante.

(8) G =—z(z+y)j+ (2® +y°)k+grad p.
Yy
(h) Temos L = 2 g =2y 7 e N = 0 e, portanto,

obtemos

1
Tz . Yyz . 2 1 xTrz . Yyz .

G = i -k t“dt = 5 i k).

<:132+y2 +:r2+y2‘] )/0 3<x2—|—y2 +:132+y2‘] >

ESCREVENDO PARA A PRENDER 5.2

1. No item (f) se considerarmos = = cost, y = sent e z = t, obteremos 22 + 3% = 1, z = t e,

portanto, o grafico da curva v é uma hélice circular.

2. A coordenada y (t) da curva v é dada por: y(0) = 0 e para 0 < ¢t < 1 temos y(t) = t?sen (1/t),
com derivada y' (t) dada por: ¢/ (0) =0 e

y'(t) = 2tsen (1/t) +t* cos (1/t) - (—1/#%) = 2tsen (1/t) — cos (1/t), t € (0,1],

n

Se considerarmos t, = 1/nm, com n € N, teremos t, — 0 e, contudo, y'(t,) = (—1)" nao tem

limite, com n — oo. Assim, 3/(t) é descontinua em ¢ = 0. Portanto, a curva r (t) nao é regular.

3. Pondo x =t e y = t2, obtemos y = 22. Logo, o gréfico da curva ~; é um arco de pardbola. As
curvas 7y, e 7y possuem o mesmo trago, com orientacoes opostas, pois a mudanca de parametro
#(t) = 3 —t tem derivada negativa ¢'(t) = —1.
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4. Vamos provar apenas o item (a).

(a) Como r(t) = ti +2tj+t’k e P = r(1) = (1,2,1), o vetor velocidade nesse ponto é
r'(1) =i+ 2j + 2k, e a reta tangente a curva v no ponto P é dada por

r=1+s, y=2+2s, 2=14+2s, seR.
O plano normal & curva « no ponto P é dado por
PXer'(l)=0& z+2y+22z=8.
reta tangente: = —4s, y=1, z=n/8+s, seR,

plano normal: —4x + z = /8.

reta tangente: =€ (1+3s), y=e 3(1-3s), 2=3vV2(1+5s), scR,
plano normal:  ze3 —ye 3 + /22 =€ — 76 4+ 6.

reta tangente: z=1+s, y=1+3s, 2=1+4s, sER,
plano normal: x4+ 3y + 4z = 8.

reta tangente: x =m/2+2s, y=5, z=1—3s, seER,

plano normal: 2z — 3z =7 — 3.

5. Como ( 2) ( 2)
2ti 1—t%)j , 2(1 —t7)i —A4tj
t) = k t) =
=1t gy tkerO=GraEe taree
temos que
2

POl = V2 [ O] =5 e r@) e (1) =0

e, portanto,
t " (t
cosf = ().r()—O,

mostrando que o angulo entre os vetores r (t) e r’ () é constante, isto ¢, ndo depende de t.

6. Em cada caso, k, ky e ko representam constantes e exibiremos alguns detalhes para o item (e).

Y
y=kixzez=kor.
y=bxr/a+ksez=cx/a+ks.

z—x=u1xzex+ 2% =8xy’

sistema,

de.  dy dz

L M N
e manipulagoes com essas equagoes nos levam a relagao

de dy dz
-1 g
dx+dy+dz—3(L+M+N)(L + .”+N>'

Como L+ M + N = 0, resulta

de+dy+dz=0&c+y+ 2=k
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Ainda de (5.29), obtemos

d d d

com kg > (0. Portanto, as curvas integrais de F sao as circunferéncias

a:+—y%—z :ikl
$2+y2—|—22:k‘2, ko >0,

resultante do corte das esferas 22 + y2 + 22 = ky pelos planos = +y + z = k.

ESCREVENDO PARA A PRENDER 5.3

1. Considerando que
x =cost, y=sent e z=t, t€|0,2r],

obtemos:
27

s = ” V' ()2 + 9/ (£)2 + 2/(£)2dt = V2 dt = 2v/2n.

0 0

2 () <15/2 ()0 (@ WA/ -2 @r/4 (V23 D2 @12 ®o ()43 ()
—7/2 (k) dn(a—b) ()0 (m) —9/20 (n) 19.

3. (a) 2437/4 (b) 40/3 (¢)5/6 (d) 137/10 (e) 13.

4. 0.

5. 1/3

6. 1/4

7. Segue diretamente da relagio F o dr = (F ¢ T) ds = |F| cos ds.

8. Sejam ri(t), t € [a,b] e ra(u), u € [7,d] as representacoes paramétricas de «y; e 74, respectiva-
mente. Existe uma bijegao ¢ : [a,b] — [v,d], u = ¢(t), com derivada continua e de mesmo sinal
em [a, b], tal que

r1(t) = ra(p(t)), t € a,b].

Se F é um campo vetorial continuo na regiao {2 contendo as curvas y; e v,, entao

b
/F(r) edry = / F(ri(t)) e (t)dt

e como u = ¢(t) e r1(t) = ra(u), temos que du = ¢'(t)dt e

dI’1 dI‘Q
ry(t) = e %w’(t) = rh(u)¢'(t).

Logo,
b
/ F(ri(t)) ery(t)dt = + / F(ra2(u)) o (vh(u))e'(t)dt = + / F(r2(u)) o rh(u)du.
a o'k ¥

pois ¢'(t) > 0 ou ¢'(t) < 0.
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ESCREVENDO PARA A PRENDER 5.4
1. Como ilustracado, vamos exibir as solugdes para os itens (a) e (i).
(a) Temos L =seny —ysenx + z e M = cosx + zcosy + y, de modo que
M, = —senz +cosy = L,
e a forma diferencial é exata. O potencial é solugao do sistema
¢, =seny—ysenz+x (I) e ¢, =cosz+xcosy+y. (II)
Integrando (I) parcialmente em relagdo a x, obtemos
o(z,y) = xseny +ycosz + 32° + h(y).
Derivando a tltima equagao em relacao a y e comparando com (II), vem
Py = TCOSY + COST + hy = cosx + xcosy + y.
Logo, hy =y, ou seja, h = %y2. Assim,
o(z,y) = rseny + ycosx + %(:L'Q +12) + k.

(b) ¢ (x,y) = xsenzy + k.

) ¢
c) ¢

( (:c,y,z):(m—y)z+%(m2—y2)+k.
(d

ao.

=

)
e)

f)

=}

a0.

=

ao0.

(

(

(g) ¢(z,y,2) =y?senx + 223 — 4y + 22 + k.

(h) ¢ (z,y,2) = +22%y — 322 + 2y — 23 + k.

(i) O campo F = (e®senz + 2yz)i+ (2zz 4+ 2y)j + (em cos z + 2xy + 322) k é de classe C* no
dominio estrelado R? e um célculo direto nos dé

rotF = (20 —22)i+ (e"cosz+2y — (e cosz+2y))j+ (22 —22)k =0

e, portanto, F é um campo conservativo. Como

F(tz,ty,tz) = (em sen(tz) + 2t2yz) i+ (2t2mz + 2ty) j
+ (e cos(tz) + 2t%xy + 3t2%) k,

temos que

F(tz,ty,tz) er(z,y,2) = = [esen(tz) + 2t%yz] +y (2222 + 2ty)
+2 [ cos(tz) + 2t%xy + 3227
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e o potencial ¢ (z,y,2) é

1
o(z,y,2) = / x (em sen(tz) + 2t2yz) +y (21523;2 + 2ty)
0
+z (em cos(tz) + 2t2zy + 3t2z2) dt + k
= esenz+ 2zyz +y? + 22 + k,

sendo k constante.

2 3
2. 26“—56“—57T—E.

3. Calcule div(rot F).

4. Em qualquer regido contida em D = {(z,y) € R? : a < zy < b}.

ESCREVENDO PARA A PRENDER 5.5
1. (a) 0, (b) 0, (c) 2w, (d) 0, (e) 0, (f) 0.
2. Veja o Exemplo 5.57.
3. Inteiramente andlogo ao Exercicio 2.

4. Como L = f, e M = — f; temos, pelo Teorema de Green, que

F gto— gty = [ oo g sy =~ [[ Agaay=o.

5. Aplicando o Teorema de Green, com L = —gf, e M = gf;, resulta

f (fedy — fydz) g = // [0z (9fz) + Oy (9.fy)] dudy.
D D
Observando que
02 (9fz) = 9o fo + 9fex € Oy (9fy) = gyfy + 9fyy,
obtemos
Oz (gf:r) + 8y (gfy) = Gufo + gyfy +g (f:m: + fyy) = Ggofe + gyfy

e, portanto,

ng (fady = fydz) g = //D (gufz + gy fy) dudy.

227

6. O campo vetorial F =i tem componentes L =1, M = 0 e divF = 0. Da férmula da divergéncia

(5.49), obtemos

jénl(a:,y)ds _ }é(F o n)ds — //D(divF)d:cdy 0,

onde a regiao D ¢é delimitada por v. Procedendo de forma similar com o campo F = j, obtemos

f;ng(:p,y)ds - é(F o n)ds — //R(div F)dady — 0.

7. Considerando o campo vetorial F = f (x,y) i, obtemos L = f (z,y), M =0 e divF = f,. Assim,

pela férmula vetorial do Teorema de Green, obtemos

§ omswais= ¢ @amis= [[ @nwnay= [[ 5. doa
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6. Integral de Superficie

Nao sendo possivel utilizar um instrumento adequado de medicao, para conhecermos a drea de
uma superficie qualquer seria necessdrio nos deslocar sobre todos os pontos da superficie e, entao,
aferir a extensao percorrida. Em muitos casos, deslocar-se de um ponto a outro pode constituir tarefa
praticamente impossivel de ser realizada, em razao da inexisténcia de meios de locomocao ou em
virtude de um consumo excessivo de tempo e recursos, como seria o caso de avaliarmos a drea de uma
regiao montanhosa.

A integral de superficie é uma excelente ferramenta para resolver problemas relacionados ao cdlculo
de dreas, quando métodos comuns de medi¢ao nao puderem ser aplicados. Nesta direcao, determinare-
mos a drea de uma superficie dada pelo gréfico de uma fungao de duas varidveis z = f(z,y), continua
em uma regiao compacta.

Os fundamentos tedricos que iremos desenvolver neste capitulo, mesmo que em nivel elementar,
formarao o alicerce para as aplicagbes & Fisica e as Engenharias, tais como escoamento de fluidos,
projetos de cabos de transmissao subaqudticos e cilculo do trabalho necessario para colocar um satélite

em Oorbita.

6.1 Superficies Regulares

Antes de abordarmos drea e integral de superficie propriamente ditas, discutiremos as varias formas
como as superficies do R? sdo descritas por meio de equacdes mateméticas. Recordemos que nos capi-

tulos precedentes vimos duas maneiras de descrever uma superficie, usando coordenadas cartesianas.

B Forma Cartesiana Implicita
Neste caso a superficie é descrita como o conjunto dos pontos (z,y, z) do R? satisfazendo a uma
equacao da forma
F(xz,y,z)=0. (6.22)

B Forma Cartesiana Explicita
A superficie se identifica com o grafico de uma fungdo de duas varidveis e, neste caso, ela é descrita

por uma equagao da forma

z=f(z,y) ou y=g(z,z) ou z=h(yz2). (6.23)

Isto ocorre quando, por exemplo, a equacao F' (z,y,z) = 0 puder ser resolvida para explicitar uma
varidvel como funcdo das outras duas. Vejamos o caso da esfera 22 + % 4+ 22 — 1 = 0, de centro na

origem e raio 1. Quando esta equacgao é resolvida para z em fungao de x e y, obtemos duas respostas:

z2=1/1—a22—y>2 (forma explicita do hemisfério superior)

z2=—y/1—a2%—9y2 (forma explicita do hemisfério inferior)

B Forma Parameétrica
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A terceira forma de descrever uma superficie, mais precisa e 1itil no estudo de integrais de superfi-
cies, é a forma parametrizada em que as coordenadas x, y e z dos pontos da superficie sao expressas

como fungoes de dois parametros, digamos u e v :
r=x(u,v), y=vyuv), z=z(u,v). (6.24)

Observagao 6.1 Se a superficie S se apresenta sob a forma explicita, por exemplo, z = f (x,y), com
(x,y) variando em uma regiao D do plano xy, para descrevé-la na forma implicita basta considerarmos
F (z,y,z) = f(z,y)—z e, neste caso, ela é a superficie de nivel F (x,y,z) = 0. Na forma paramétrica,

ela é descrita pelas equacgdes
z(u,v)=u, y(u,v)=v e z(uv)=7f(u,v), (u,v)e€D.

Definicao 6.2 Dada uma funcio vetorial v : D C R? — R3 definida em wm subconjunto D C R?, o
conjunto r (D), imagem do conjunto D pela fung¢ao r, é denominado superficie parametrizada, com

representacao paramétrica

‘r(u,v) = (z,y,2) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u,v)k, (u,v) € D. ‘ (6.25)

As nogoes de limite, continuidade, diferenciabilidade, etc. da fungao vetorial r (u,v) sdo introduzi-
das a partir das coordenadas (fungoes escalares) x (u,v), y(u,v) e z (u,v). Por exemplo, r (u,v) é
continua (resp. diferencidvel) se, e somente se, = (u,v), y (u,v) e z (u,v) sdo continuas (resp. diferen-
cidveis). Observamos que, embora uma superficie S seja um objeto (conjunto de pontos) do espago

R3, apenas dois pardmetros u e v sdo necessarios para descrevé-la completamente. Por exemplo, se
r(u,v) =ui+vj+V1-—u2—02Kk,

entdo r transforma o disco unitdrio D : u? 4+ v? < 1, do plano uv, no hemisfério superior da esfera
unitaria

S=r(D)={(u,v,2) €ER: 2= /1 —u2 -2}

Esta parametrizacao é bijetora, mas nao é diferencidvel em D, porque as derivadas parciais r, e r,

nao existem na fronteira de D. Na Figura 6.2 ilustramos a parametrizacao de uma superficie S.

' N

x =x(u,v)

y=y(u,v)
z=1z(u,v)

v

Figura 6.2: Superficie parametrizada.
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Consideremos uma superficie S, com representagao paramétrica (6.25), e suponhamos que S seja
diferencidvel no ponto (ug,vg) € D. A porgao da reta u = up, do plano wv, que jaz na regiao D, é

transformada em uma curva v, , contida em S, definida em um intervalo I de centro ug e descrita por
’}/uo(v):r(umv)’ vel

Se o vetor ry (ug,v0) = Ty (U0, v0)1 + Yy (uo,v0)j + 2v (up,v0) k é nao nulo, entdao ele é tangente
a curva 7, no ponto r (up,vg), como ilustrado na Figura 6.3. De modo similar, fixado v = vy,
a curva 7,,, tal que v, (u) = r(u,v), v € J, jaz na superficie S e, caso o vetor ry (ug,v0) =

Ty (U0, v0) i+Yu (10, v0) j+2u (U0, v0) k seja nao nulo, ele serd tangente a curva v, , no ponto r (ug, vg) .

Figura 6.3: Vetor Normal a superficie S.

Se os vetores 1, (ug, vg) € Iy (ug, vg) ndo sdo colineares, isto é, se o vetor N = r,, (ug, v9) X 1y (ug, Vo)
é nao nulo, entdo N é normal (perpendicular) ao plano gerado pelos vetores r,, (ug,vo) e ry (uo, o) ,

plano esse denominado Plano Tangente & superficie S no ponto A = r (ug,v9) e governado pela

NeAP =0 (6.26)

onde P (z,y,z) é um ponto genérico do plano. Como consequéncia do Teorema da Fungao Implicita

equacao:

demonstra-se que, em uma vizinhanga do ponto A, a superficie S é o grifico de uma fungao diferencidvel

de duas varidveis e considerando o ponto A (xg,yo, 20), temos:
i j k
N=|z, Yu 2u | = (yuzv - yvzu) i+ (l"uzu - xuzv)j+ (xuyv - ivvyu) k.
Ty Yv 2o

Em coordenadas, a equagao (6.26) se reduz a
a(z —x0) +b(y —yo) +c(z—20) =0,
sendo @ = Yu2y — Yp2u, b = Ty2y — Tu2y € C = TyYy — Tyl as coordenadas do vetor normal IN.

Definicao 6.3 Uma superficie S parametrizada porr : D C R? — R3 ¢é denominada regular ou suave
se as derivadas parciais r, e T, sao continuas em D e, além disso, o vetor normal N = r, xr, €
nao nulo em cada ponto de D. No ponto A =r (ug,vg) da superficie S o plano tangente estd definido
e é governado pela equacgdo (6.26). Normalmente se refere ao produto vetorial r,, X r,, como Produto

Vetorial Fundamental.



232 CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS A. de A. e SILVA & M. P. MATOS

Exemplo 6.4 Seja S a superficie descrita na forma explicita por z = f(x,y), (z,y) € D, com
f: D C R? - R wma funcdo de classe C', isto é, com derivadas parciais continuas em D. A

superficie S pode ser parametrizada por:
r(u,0) =i+ oj+ f (o), (u,0) € D,
de onde resulta

N=r,xr, = =—fui—fuj+k#0

O = e

J
0
1

B

e, portanto, S € reqular. O plano tangente a S no ponto r (ug,vo) = (zo, Yo, 20) tem equagdo cartesiana
fu (uo,v0) (x — xo) + fo (wo,v0) (y —90) —2+20=0. W

Exemplo 6.5 (parametrizando o plano) Seja S o plano de equagio ax+by+cz = d e suponhamos

que o coeficiente ¢ seja ndo nulo. O plano S é descrito na forma explicita pela equagao:
1
z=f(2y) = (d—az—by)
e, de acordo com o Exemplo 6.4, pode ser parametrizado por:
1
r(u,v) =ui+vj+ = (d—au—bv)k, (u,v)€R.
c

Neste caso, temos
r, Xry, = (a/c)i+ (b/c)j+k#0

e o plano é uma superficie reqular. |

Exemplo 6.6 (parametrizando o cilindro) Seja S o cilindro circular reto % 4+ y? = a?, de raio a

e altura h, ilustrado na Figura 6.4.

Figura 6.4: Parametrizacdo do cilindro z? + y? = a2.

Se u representa o dngulo polar e v é a coordenada z do ponto P (x,y,z) do cilindro S, temos a

sequinte parametriza¢do para S :
r(u,v) = (acosu)i+ (asenu)j+ovk, 0<u<2r, 0<v<h.

Um cdlculo direto nos da

N =r, X1, = (acosu) i+ (asenu)j # 0,
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e o cilindro é uma superficie reqular. E comum usar as varidveis 8 e z no lugar de v e v, respectiva-

mente, e, neste contexto, a parametrizacdo se expressa sob a forma
r=uacosf, y=asenh, z=2z, 0<60<2m, 0<z<h. |

Exemplo 6.7 Seja S o cilindro de equagdo x> + y?> —2ay =0, 0 < z < h, ilustrado na Figura 6.5, e
representemos por u = 6 o dngulo polar e v = z a coordenada z de um ponto P (x,y,z) do cilindro S.
As coordenadas cilindricas 1,0,z do ponto P (x,y,z) sio x =rcosf, y=rsenf e z =z e nos pontos

do cilindro S temos que r = 2asenf. Assim, obtemos a sequinte parametrizacio para S :

x =2asenfcosl, y=2asen’fd, 2=z, 0<6<m, 0<z<h. |

Figura 6.5: Parametrizacdo do cilindro 22 + % = 2ay.

Exemplo 6.8 (parametrizando a esfera) Com relacdo a esfera S : x? +y? + 22 = a2, ilustrada na

Figura 6.6, consideremos como pardmetros os dngulos esféricos u =0 e v = ¢. Dessa forma, obtemos

Figura 6.6: Parametrizagao da esfera.
a sequinte parametrizacdo para a esfera S :
r=acosfsen¢, y=asenflseng, z=acosp, 0<0<2m 0<¢ <. ]

Exemplo 6.9 (parametrizando o cone) Seja S o cone z = f(z,y) = /22 +y2, ilustrado na

Figura 6.7. Esta superficie pode ser representada na forma paramétrica por
r(u,v) =ui+vj+Vu2+02k, (u,v)cR?
como no Exemplo 6.4. Se u é o dngulo polar e v =z, o cone S pode ser parametrizado, também, por:

r(u,v) = (vecosu)i+ (vsenu)j+ vk, v>0,0<wu<2r,
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e, neste caso, temos que

i j k
ry, Xry,=| —vsenu wvcosu 0 |=(vcosu)i+ (vsenu)j— vk.
cosu senu 1

Como o vetor ry, X 1, é nulo no ponto (0,0), concluimos que o cone nao é reqular em (0,0,0), embora

as coordenadas = (u,v), y(u,v) e z (u,v) sejam de classe C* em todo R2. [

Pxy.z2)

Figura 6.7: Parametrizagao do cone.

Observagao 6.10 Uma superficie S : r =r (u,v), (u,v) € D, é Parcialmente Regular, ou Regular
por Partes, se suas coordenadas x (u,v), y(u,v) e z(u,v) sio continuas em D e a superficie S é
regular, nas sub-regices Dy, Do,...,D,, com D = Dy U ---U D,. Por exemplo, sao parcialmente

requlares a superficie do cone do FExemplo 6.9 e a superficie do cubo delimitado pelos planos x =

0, x=1, y=0, y=1, z2=0 e z=1.

Exemplo 6.11 (parametrizando uma superficie de revolugao) Suponhamos que a superficie S

seja gerada pela rotag¢ao, em torno do eixo z, da curva vy do plano xz, parametrizada por
viw=f@), y=0 ¢ z=gv), ve[ab].

Cada ponto P (x,y,z) da superficie S estd a uma altura g (v) do plano zy e jaz em alguma circun-

feréncia de centro no eixo z e raio f(v), como ilustra a Figura 6.8. Se u representa o dngulo polar,

Y —
(x,0,2)— — P(x,2)
2=t )
_
4« g
x b

Figura 6.8: Superficie de revolucao.

temos a sequinte parametrizacdo para a superficie S :
r(u,v) = (f(v) cosu)i+ (f(v)senu)j+ gv)k, (u,v) € [0,27] X [a,b],
e, neste caso, temos

r, = (— f(v)senu)i+ (f(v)cosu)j e r,=(f'(v)cosu)i+ (f'(v)senu)j+ g (v)k.
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Assim, o produto vetorial fundamental ro, X 1, é dado por:
ru x 1, = [f(0)g'(0) cosu] i + [f(0)g (v) senu] § — [£(0)1'(0)] k

e, além disso, os vetores r,, e r, sao ortogonais, isto é, r, er, = 0. Isso indica que as curvas u = cy e
v = ¢y 8ao ortogonais. As curvas u = c1 sdo copias de v, denominadas meridianos, e estdo contidas
em planos que passam pelo eixo z; jd as curvas v = cg sdo circulos, denominados paralelos, com

centros no eixo z e contidas em planos paralelos ao plano xy. |
Exemplo 6.12 Suponhamos que a curva vy, do plano xz, seja dada em coordenadas cartesianas por
z=f(x), y=0, a<z<b,
e seja S a superficie gerada pela rotacao de v em torno do eixo z. Parametrizando a curva vy por
z=v,y=0¢e z=f(v), a<v<hb,
seque, do Exemplo 6.11, que a superficie S é parametrizada por
r(u,v) = (veosu)i+ (vsenu)j+ f(v)k, 0<u<2m a<v<b,

e o produto vetorial fundamental r,, X r,, é dado por:

i
ry XTI, =| —vsenu vCOSU 0 = [vf' (v)cosu] i+ [vf’ (v)senu]j— vk. [ |
cos u senu  f(v)

E claro que o cilindro, a esfera e o cone, dos exemplos precedentes, podem ser parametrizados
como superficies de revolucao. Como ilustracao, vamos parametrizar um cone e um paraboloide como

superficies de revolucao.
Exemplo 6.13 Parametrizar a superficie do cone S gerado pela rotagdo, em torno do eizo z, da reta
yiz=2z, y=0, 0<x<hbh

Solugao Se considerarmos no Exemplo 6.12, f (x) = 2x, obteremos para o cone S a seguinte para-
metrizagao:
r(u,v) = (vcosu)i+ (vsenu)j+ 2vk, 0<u<2r e 0<v <,

e o produto vetorial fundamental r,, X r, &, neste caso:
r, X ry = 2(vcosu)i+ 2(vsenu)j — vk.
Como x =wvcosu, y =vsenu e z = 2v, temos que a equagao cartesiana de S é
4a% + 4y = 22 |
Exemplo 6.14 Parametrizar o paraboloide S gerado pela rotagdo, em torno do eizo x, da pardbola

viz=+z, y=0, 0<z<b.
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Solugao Inicialmente, vamos colocar a curva v na forma padrao do Exemplo 6.12, ja que o eixo de
rotacao é o eixo x. Temos
yiz=f(z)=2% y=0, 0<z<b,

e a parametrizacao do paraboloide S é, portanto:
r(u,v) = v*i+ (vsenu)j+ (vcosu)k, 0<u<2m 0<v<b.
Como = = v?%, y = vsenu e z = v cosu, deduzimos que a equacdo cartesiana de S é
2+ 2 = |
Exemplo 6.15 Determinar o plano tangente e a reta normal & esfera
S a4 y? 4+ 22 =25,
no ponto A(3,4,0).
Solugao Consideremos, como no Exemplo 6.8, a seguinte parametrizagao para S :
r(6,¢) = (bcosfsen )i+ (5senfsen¢)j+ (5ecosp)k, 0<0<2m, 0<¢<m,
com produto vetorial fundamental dado por:
N =1y x ry = —25 [(cos O sen” ¢)i + (sen O sen? ¢)j + (cos psen ¢) k] .
As coordenadas esféricas do ponto A (3,4,0) sdo p =5, 6 = arccos (3/5) e ¢ = 7/2, de modo que
AP = (z—3)i+ (y—4)j+ 2k e N =ry x rg = —15i — 20j = —5(3i + 4j),

sendo P (z,y,z) um ponto de S. O plano tangente é governado pela equacdo AP ¢ N = 0 e em
coordenadas temos:
3x+4y — 25 =0.

J& a reta normal a superficie S passa no ponto A, é paralela ao vetor N e, portanto, é descrita por
AP =tN, isto é,

x =3 — 15t,
y=4—20t
z=0,

com o pardmetro ¢ variando em R. |

6.1.1 Superficies Orientadas

Consideremos uma superficie regular S, parametrizada por r : D C R? — R3. Orientar a superficie
S significa fixar, sobre S, um campo n de vetores normais unitdrios, que varia continuamente sobre
a superficie S, sempre apontando para fora ou para dentro de S. Ao par (S,n) damos o nome de
Superficie Orientada. Quando a superficie S for fechada, isto ¢, quando S for a fronteira de uma regiao

sélida €2, adotaremos, como orientagao positiva, aquela em que o campo de vetores normais aponta



CAPITULO 6 - INTEGRAL DE SUPERFICIE 237

Z A n

Figura 6.9: Superficie orientada.

para fora de S. Se representarmos por « a fronteira fechada da superficie orientada S, uma orientagao
na superficie S induz, na curva v, uma orientagdo de modo que é possivel escolher, em cada ponto
de v, um terno positivo {T,n, N} de vetores, em conformidade com a regra da mao direita, sendo T
tangente e N = T X n normal & curva -, como ilustramos na Figura 6.9.

No caso em que a superficie S é parcialmente regular, como ocorre com o cubo do Exemplo 6.16,
ilustrado na Figura 6.10, podemos orienté-la de modo que cada curva 7, fronteira comum de duas

porgdes regulares S1 e So, tenha orientagoes opostas em relagao a cada uma dessas porgoes.

ZA
An
1
//
t
n
S | >
1L Z 1 y

Figura 6.10: Orientacao do cubo.

Exemplo 6.16 (uma superficie nao orientavel) Um exemplo cldssico de uma superficie nao ori-
entdvel é dado pela Faiza de Mobius'®. Para construir uma tal superficie, recortamos de uma folha de
papel um retangulo (Figura 6.11(a)) de base e altura medindo, por exemplo, 20cm e lem, respectiva-
mente, e damos uma meia-volta, colando os lados de 1lem, como na Figura 6.11(b) e obtemos a Faiza
de Mobius da Figura 6.11(c). Um vetor deslizando sobre a faiza, a partir de determinado ponto P,
terd seu sentido invertido, no outro lado da faira, ao retornar ao ponto de partida. Prossequindo com
o0 percurso, o vetor retornaria ao ponto inicial, sem, contudo, cruzar a borda da faira. Isso sugere que
a Faiza de Mobius tem um sé lado. Fogem ao objetivo deste texto detalhes sobre essa superficie, e em

um texto de Geometria Diferencial encontra-se, entre outras coisas, que ela é parametrizada por:

r(t,0) = (4+tcos(6/2))cos@ i+ (4+tcos(0/2))senf j+tsen(0/2) k, —-1<t<1, 0<6<2r.

'8 August Ferdinand Mobius (1790-1868), matemdtico alemao.
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5 C_,‘;/;?\ ‘LJN
o ;.

kﬂ\‘

(@) (b) (c)

Figura 6.11: Construcao de uma Faixa de Mébius.

Diremos que a superficie parametrizada

S1iri(s,t) = xi(s, )i+ yi(s,t)j+ z1(s, )k, (s,t) € Dy

é equivalente a superficie parametrizada
Sy i ro(u,v) = xo(u,v)i+ ya2(u,v)j + 22(u,v)k, (u,v) € Dy,

quando existir uma funcdo bijetora ¢ : D; — Da, ¢(s,t) = u(s,t)i + v(s,t)j, de Dy sobre Dy, com
derivadas parciais de primeira ordem continuas, tal que:

ri(s,t) = ra(p(s,t)), (s,t) € Di.

A fungéo ¢ recebe o nome de Mudanca de Coordenadas ou Mudanga de Pardmetros. Se este for o

caso, diremos que as superficies S1 e So jazem na mesma classe de equivaléncia e teremos a seguinte
relagao entre os produtos vetoriais fundamentais:

Ir 00 gy (92 O
0s o~ \ou o )

d(u,v)

onde J (¢) é o Jacobiano 9. 1)

. De fato, como ri(s,t) = ra(u,v), u = u(s,t) e v = v(s,t) temos,

pela Regra da Cadeia, que:

81‘1 N 8r2 ou 81’2 ov 81‘1 N 81’2 ou 4 92 81’2 v
9s  Ouds  Ov ds ¢ ot Ou Ot ' v ot

e, sendo assim:

@ " @ _ <0r2 8u) <8r2 82}) N (81‘2 81}) " (ar2 Ou)
0s ot ou Js ov Ot ov 0s Ou Ot
B (81'2 8r2> Ou dv ((‘)rg " 81"2> Ju Qv
ov ) ds ot ou ov ) Ot Os
B Ors 81‘2 Oudv  Oudv
- (5% (55 a)
B <8r2 y 81‘2) O(u,v)
Ou = Ov ) I(s,t)

Portanto, Sy e Sy possuem a mesma orientagao, se J(y) > 0, e orientagoes opostas, caso contrario.

Exemplo 6.17 O grifico de uma fungdo diferencidvel z = f (x,y), (x,y) € D, é uma superficie S,

em que é sempre possivel definir um campo de vetores normais e unitdrios n a S. Neste caso, uma
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orienta¢ao para S é dada por (S,n) ou (S,—n). Quando S é definida implicitamente pela equagao
F(z,y,2) =0, sendo F diferencidvel em um dominio Q C R3 e VF # 0, consideramos
VF
n= ——.
[VF|
Serao consideradas apenas superficies regulares, exceto, possivelmente, em um nimero finito de

pontos, que sdo imagens de funcoes f : D C R? — R3, tais que:
e D ¢ uma regido compacta (limitada e fechada) do plano R2.

e S éuma superficie simples, isto é, f é injetora, exceto, possivelmente, na fronteira da regiao D. Na
forma parametrizada, r = r (u, v) significa que r(uy,v1) # r(ug, ve), para todos (u1,v1), (uz,v2) €
D, com (u1,v1) # (ug,v2). Por exemplo, a superficie S de uma esfera ¢ uma superficie regular,

simples e fechada, cuja parametrizacao é dada no Exemplo 6.8.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 6.1
1. Determine uma representacao paramétrica para as seguintes superficies:

(a) O plano zy.
(b) O plano z = x.

2

d) O cilindro de revolucao 2% + 22 = a2, com a > 0.

2

O paraboloide z = z°.

)
)
(c) Oplanox +y+ 2z =1.
(d)
e)
)

(
(f) O cilindro elitico y? + 922 = 9.
2. Determine uma representagéo cartesiana para as seguintes superficies:

(
(

a) O elipsoide r = (acosucosv)i+ (bsenwcosv)j + vsenvk.

)

b) O paraboloide elitico r = (aucosv)i + (busenv)j + u?k.

(c) O paraboloide hiperbélico r = (au coshv)i + (busenhv)j + u’k.
)

(d) O hiperboloide r = (asenh u cosv)i+ (bsenhusenv)j + v cosh uk.

3. Seja S o toro de revolucdo, gerado pela rotacdo do circulo (z — a)? 4 22 = b?, y = 0, com

0 < b < a, em torno do eixo z. Expresse a superficie S na forma paramétrica.

4. Em cada caso, determine o plano tangente e a reta normal a superficie, no ponto indicado.
(a) z=2y,em P(1,1,1) (b) z =22 em P(2,1,4). (c) 2> +y?> =8, em P(2,2,3).

5. Seja S a esfera de raio 2, centrada na origem. Determinar o plano tangente a S, no ponto

A(1,1,4/2), considerando a esfera como:

(a) A superficie parametrizada por

r(0,¢) = (2cosfsen¢g)i+ (2senfsen¢)j+ (2cosp)k, 0<0 <21, 0<¢ <.
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(b) Uma superficie de nivel da funcao F (z,y, z) = 2% + y? + 22
(¢) O gréfico de f (x,y) = /4 — 22 — y2.

6. Seja S a superficie parametrizada por
r(r,0) = (rcos@)i+ (rsenf)j+06k, 0<60<2mx 0<r<1.

(a) Esboce a superficie S.
(b) Encontre uma expressao para o vetor normal & superficie S.

(c) E a superficie S regular?
7. Seja S o hiperboloide 2 4+ y? — 22 = 1.

(a) Encontre uma parametrizagao para S.
(b) Encontre um vetor normal & superficie S.

(c) Encontre o plano tangente a superficie S, no ponto A (a,b,0).

6.2 Area de uma Superficie

Usando a nocao de integral dupla calculamos dreas de regiodes planas, que sao tipos particulares
de superficies. O que temos em mente, agora, é estabelecer uma férmula que nos permita calcular a
area de uma superficie do R?, ndo necessariamente plana, usando como ferramenta a integral dupla.

Seja S uma superficie do R3, descrita na forma cartesiana implicita pela equacio F (z,y, z) = 0,
e representemos por D a projecao ortogonal de S sobre um plano 7 que, em geral, ¢ um dos planos
coordenados: zy, xz ou yz. Se representarmos por dS a porgao elementar (infinitesimal) da superficie
S e por dA a érea elementar (projecao de dS no plano ), para obtermos uma relacao entre dS e dA,

o primeiro passo é aproximar dS pela porcao do plano tangente a .S, como ilustra a Figura 6.12.

Figura 6.12: Area elementar dS ~ |u x v|.

Se n,; é um vetor unitdrio, normal ao plano 7, entao os vetores PQ e n, sao paralelos, de modo que

u=w+ PQ =w + An, e, portanto:

uxXv=(wW+An;) xv=wxv+A(n; xv). (6.27)
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Como w X v e n, s@o paralelos e n; x v é ortogonal a n,, segue de (6.27) que:
(uxv)en,=(wWxv)en, +A(n; xv)en, =|wxv|=dA (6.28)

e, por conseguinte:

|(ux v)en,| = |uxv||cosf| =dS|cosb)|. (6.29)

Comparando (6.28) e (6.27), obtemos a seguinte expressao para o dS:

dA  |VF|
|cosf]  |[VF eng]

s = dA. (6.30)

A drea da superficie S é obtida pela soma (integracao) das dreas elementares dS, isto é:

9= [[as=]], |v’§i’1wr

Se, por exemplo, o plano 7, onde projetamos a superficie S, é o plano zy, entdo ny = ke |[VF en | =

9= [l = ] e

Um caso particular interessante ocorre quando a superficie S é descrita, na forma explicita, pela

|F.| e, neste caso, teremos

equagao z = f(z,y), (z,y) € D, e o plano 7 é o plano xy. Se esse for o caso, temos n; = k e

consideramos F (z,y, z) = f (x,y) — z para obtermos:

- 9f\2 9f\2
dS_\/1+(£9gc) +<8y> dxdy

e a drea da superficie S é calculada pela férmula

//dS // \/1+ ()2 + (f,)? dzdy.

Exemplo 6.18 Calcular a drea da superficie S, correspondente & por¢ao do plano z = 2x + 2y + 1

(6.31)

interna ao cilindro x> + y? = 1.

Solugao A projecio de S sobre o plano xy é o disco D : 22 +y% < 1 e, como z = f(z,y) = 2z +2y+1,
resulta de (6.31) que

A(S)

// Vit + () dmdy—/ V1+ 22+ 22 dady

= 3//Dd:cdy:3A(D):37r. |

Exemplo 6.19 (drea de uma esfera) Como sequnda ilustra¢ao, vamos calcular a drea de uma es-
fera de raio R. A superficie da esfera de raio R, com centro na origem, é descrita pela equagdo
22 +y? + 22 = R? e a projecao de S no plano xy é o disco Dy, - 22 +y? < R2. A funcgdo F (z,y,2) que
figura na férmula (6.30) é dada por F (x,y,2) = 2? +y? + 22 — R?, de modo que VF = 2xi+2yj+ 22k

e, portanto:

S — |VF|d d 2\/1‘2—1-1/ + 22 d:ndy Rdxdy
| F%| 27| ||
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Em coordenadas polares (r,0), temos 22 = R?—r? e, considerando o hemisfério superior, encontramos:

2m 2m
A(S) = //D Rda:dy B 2R/ / 7"dri07ﬂ2 B 2R/ / rdriﬁﬂ
Ty

— 4nR / \/j — 2R / = (2nR) [2v4] Z: —47R%. W

Exemplo 6.20 (drea de um cilindro) Area de um cilindro circular reto de raio a e altura h.

Solugao Consideremos o cilindro circular reto, de raio a e altura h, da Figura 6.13, cuja equagao
cartesiana é:
F(z,y,2)=a’+y*—a*=0, 0<z<h

Z A

>
»

xz|

Figura 6.13: Area do cilindro circular reto.

A projegao de S no plano xz é a regiao retangular D,, = [—a,a] x [0, h], e, portanto:
|V EF| _ adzdz
dS = ———dxdz
(VI o j |yl
Logo,
h a
adzxdz dx
A(S) = 2//—2ah/ fazer x = a cosf
( ) _aJo /a2 — 1.2 —a /a2 — x2 ( )
= 2ah a sen 0df = 27mah. |

Va2 (1 —cos?0)
Exemplo 6.21 (drea de um cone) Area de um cone circular reto de raio a e altura h.

Solugao Na Figura 6.14 ilustramos um cone circular reto, de altura h e raio a, onde destacamos o

disco Dy : 22 +y? < a?, projecdo do cone no plano xy. Se a representa o angulo entre a geratriz g e

2 2
a T a T+
tana:—zfj——iy

h =z h z
e daf resulta que o cone é descrito, na forma cartesiana, pela equacao:

z = %\/1‘2—1—1/2

0 eixo z, entao:

e assim, temos:

2 2
1
ds = \/1 + <8z> + (82) dxdy = a\/ a? + h? dxdy.

Ox oy
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Consequentemente,

A(S) = //D Va2 + h? dwdy = - m// dzdy

Dyy

Va2 + h2
= L%mZ:ﬂ'a\/a?—l-h?:Wag. |
a

Pxy.z2)

Figura 6.14: Area do cone circular reto.

Exemplo 6.22 Calcular a drea da por¢ao do plano © + y + z = a, a > 0, interna ao cilindro

y? + 2% = a2

Solugdo A superficie S é descrita por F (x,y,2) = x+y+2z—a = 0 e o cilindro y? + 22 = a2 delimita
a porcao a ser considerada. Estamos diante de uma situacao em que é adequado projetar a superficie

no plano yz. A projecao no plano yz ¢ o disco Dy, : y? + 22 < a?, 2 =0, de modo que

1 [ S [ S (] e - nis

2

Exemplo 6.23 Calcular a drea da porcao do paraboloide z = 1 — 2% — y?, delimitada pelo cilindro

vazado 1 < 22 +4> <9, x>0, y>0.

Solucao Inicialmente faga um esbogo do gréfico para se familiarizar com a situagao geométrica.
Temos que dS = /1 + 422 + 442 dzdy e, usando coordenadas polares, encontramos:

//dS:// V14422 4+ 4y? dxdy

s Day
7/2 3 37

/ / V1 4128 drdf = 7T/ <\/i> di
0 1 2 Js

8
= - (37vBT—5v5) ~3071. m
Exemplo 6.24 Calcular a drea da por¢io do cilindro y* + 2% = 16, acima da regido triangular
Dypy:0<2<2, 0<y<2—u.

Solucao Na Figura 6.15 destacamos a superficie S e sua projecao D,, no plano zy. A superficie S
é descrita por z = /16 — y2, de modo que:

9z \? 0z \? 4dxdy
=1/1 == hudd S A
o \/ - <3w> " <8y> dardy 16 — 2
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Assim, a area de S é dada por

_4//ds //Dzy\;‘dxi—zl/ /2y dedy =402%. (6.32)

Para calcular a integral do lado direito de (6.32), observamos que

@C-ydy _ 2dy 7 ydy | _ V2 odu 1 du
4/0 V16—2 4[/0 V16 — 12 /0\/16—y2] _4[2/0 V1—u? /12 2ﬁ]
= 8|arcsen (1/2) — arcsen (0) | — 4 [\/1—6 - \/E}
= 47/3+8V3-16. N

2 [

<V

Figura 6.15: Porcao do cilindro y? + 22 = 16.

Exemplo 6.25 Calcular a drea da porgdo S do cone z = \/x2 + y2, interna ao cilindro x% +y? = 2z

e externa ao cilindro x? + y? = 1.

Solugao Na Figura 6.16 ilustramos a superficie S e sua proje¢ao no plano xy.

A
z

= A

| Y 0=n/3

v

0=-n/3

v

Figura 6.16: Parte do cone entre dois cilindros.

A superficie S ¢ descrita pela equacao z = \/x2 + y2, de modo que:

A 02\ 2
dS =1+ =) + (= | dzdy =V?2 dzdy.
ox oy




CAPITULO 6 - INTEGRAL DE SUPERFICIE 245

A projecio de S no plano zy é regido D entre as circunferéncias 22 + y? = 2z e 22 + y? = 1 e usando

coordenadas polares no cédlculo da integral dupla, obtemos:

7/3  pr2cosf
A(S) = \@// drdy = V2 / rdrdf
D 1

Ty —m/3

3 \/E/“/?’ V2

/3
(4 cos? ) — 1) df = 2v2 cos® Odf — e
2 —/3 —7/3 3

/3
= \/5/ (1+00829)d0—7r32:\@sen(Qﬁ/3)+ﬂ—;/§
—7/3

= Va(r/3+V32). ®

6.2.1 Forma Parametrizada

Quando a superficie S é dada na forma parametrizada
r(u,v) =z (u,v)i+y(u,v)j+z(u,v)k, (u,v)€ D,

as retas u = A e v = p particionam a regiao D, do plano uv, em retdngulos elementares de dreas
dA = dudv, as curvas u — r(u, ) e v — r(\v), com (u,v) variando na regido D, sdo usadas para
particionar a superficie S em dreas elementares d.S, e cada d.S é aproximada pela porgao correspondente
do plano tangente de drea |a x b|, sendo a = r,du e b = r,dv vetores geradores do plano tangente,

como ilustrado na Figura 6.17.

r(u,v)

Figura 6.17: Area elementar dS = |r, x r,|dudv.

Assim, a drea elementar, na forma parametrizada, ¢ dada por:
dS = |ry X ry| dudv

e, portanto, a drea da superficie S é calculada pela férmula:

A(S) ://SdS://Dm « 1y dudv. (6.33)
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Se representarmos por 6 o angulo entre os vetores r,, e r,, teremos:

Ity X o2 = |ru)? |ry]? sen 6]?
= |ry*|ro|? (1 — cos® )
= |I'U|2 |rv|2 = ([ru [rv| cos ‘9)2

= |ru|2 |rv|2 —(ry® rv)2

e a féormula (6.33) para o cédlculo da drea de S se escreve sob a forma

A(S)://SdS://D VEG — F2 dudv (6.34)

onde E = |r,|*, F=r,or,eG=]r,|*.

Exemplo 6.26 (o dS em coordenadas cilindricas) Usando as coordenadas cilindricas 0 e z, ob-

tivemos, no Exemplo 6.6, a sequinte parametrizacdao para o cilindro x> 4+ y?> = a® :

r(0,z) =(acosf)i+ (asenf)j+zk, 0<60<2m 0<z<h.
Neste caso, temos |rg X r,| = a e obtemos a expressao para o dS em coordenadas cilindricas
dS = |rg X r| dzdf = adzd®.
Para o cilindro 2% + y? = 2ay, do Exemplo 6.7, a parametrizacdo é
r(0,z) = (asen20)i+ 2a (sen20)j+zk, 0<0<m 0<z2<h
e obtemos |rg X r,| = 2a. Neste caso, dS = 2adzdf. [ |

Exemplo 6.27 Calcular a drea da por¢io do cilindro S : z? + 22 = a2, delimitada pelo cilindro
y>=a(r+a), a>0.

Solugao O célculo da drea serd apresentado de duas maneiras: a primeira usando o dS em coorde-
nadas cartesianas e a segunda em coordenadas cilindricas. Observemos a Figura 6.18, onde ilustramos

a porc¢ao superior da superficie S e sua proje¢do D no plano xy.

y =—Ja(x+a) =—a\1+cos®
\ ’ Vi
la a v

X

y= \/a(x+a) = a/1+cosb

Figura 6.18: Area entre os cilindros do Exemplo 6.27

B Em coordenadas cartesianas
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Neste caso,
a dxdy

S:2?24+22=a> e dS= B
z

s =) //ﬁ

va?+az d:L‘dy * Va? + ax dx
2a
—a J—Va?4ax VA — Iz

4a¥ / RN}

a—x

e, portanto:

V-2

B Em coordenadas cilindricas

Usando as coordenadas cilindricas 6 e y, temos que dS = adfdy e a regiao D é descrita por
D:0<0<2m, —av1+cosh <y <avl+cosh.

Logo,

2w av/I+cos 6 2w
A(S) = / / adyd0:2a2/ V1 + cos6 do
0

av/I+cosf
27 T 21
0| sen 6 send
—22/ ‘Sen9—22[/d0— — df
“ o V1—cosb ¢ 0 1 —cosf ~ V1—cosb
2 _
dt t=2
= 4q? — | =4a®2vVt| =8*V2. n
¢ [/0 \/J ¢ [\[Lzo a*V2

Exemplo 6.28 (o dS em coordenadas esféricas) Usando os angulos esféricos 0 e ¢, encontramos,

no Exemplo 6.8, a sequinte parametrizagdo para a esfera de centro na origem e raio a :
r(0,¢) = (acosfseng)i+ (asenfsen¢)j+ (acosp)k, 0<60<2m, 0<¢ <.
O dS em coordenadas esféricas é, portanto:
= |rg x ry| dpdf = a®sen ¢pdpdd. W

Exemplo 6.29 Vamos calcular a drea da superficie do cone de revolucao S gerado pela rotagdo, em

torno do eixo z, da reta z =x, y =0, entrex =0 e x = 1.

Solucao Vimos, no Exemplo 6.9, que uma representagao paramétrica para S é dada pela equagao
vetorial
r(u,v) = (vcosu)i+ (vsenu)j+ vk, 0<u<2r e 0<wv<1,

e, portanto:

r, = —(vsenu)i+ (vcosu)j e r, = cosui+ senuj + k,

de onde resulta que

r, X r, = (vcosu)i+ (vsenu)j — vk.

2r 1
S) = // |ty X 1y| dudv :/ / V202dvdu = V2. |
D o Jo

Assim,
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Exemplo 6.30 (drea de uma superficie de revolugao) A superficie S, gerada pela rotagdo, em

torno do eixo z, da curva v do plano xz, dada por

’y:Z:f(l‘), ZL‘E[a,b],

¢ descrita, na forma cartesiana, pela equagio z = f(++/x% + y?) e, para parametrizd-la, designemos
por v a distdncia de um ponto P de S ao eiro de rota¢do z e por u o dngulo polar. Dessa forma, a

superficie S é descrita por
r(u,v) = (vcosu)i+ (vsenu)j + f(v)k, (u,v) € [0,2x] X [a,b],
e um cdlculo simples nos dd
r, X1y = [vf (v)cosu] i+ [vf (v)senu]j— vk.

Assim,

dS = |ry X 1| dudv = v\/1+ f' (v)? dudv

e a drea de S é calculada pela férmula

A(S) = /027T /abv\/l + ' (v)? dudv = 271'/&61)\/1 + £ (v)? do. (6.35)

Se v é o grifico da funcao z = f(x), a < x <b, entdo a integral do lado direito de (6.35) nada mais

¢ do que a integral de linha, ao longo da curva v, do campo escalar ¢ (z,y,z) = x, e, portanto:

A(S) = 277/ ds. (6.36)
g

Exemplo 6.31 (a férmula de Pappus) Suponhamos que a curva vy, do exemplo precedente, repre-
senta um fio delgado uniforme, de massa M e comprimento L, com densidade linear constante o.

Observando que 0 = M /L, obtemos a partir de (6.36), que

g

2 2n L
A(S) = ﬂ/amds: ﬂ/aazds:QﬂLx,
v M,

sendo T a abscissa do centroide e L o comprimento de y. Representando por h a distdncia do centroide

de v ao eizo de rotagdo, entdo h =T e obtemos a Fdérmula de Pappus

|A(S) = 2rLh. | (6.37)

> ESCREVENDO PARA APRENDER 6.2
1. Em cada caso, calcule a drea da superficie S.

(a
(b
(c

(d) S é a porcao do cone 22 = 2% + 32, 2z > 0, interna ao cilindro 22 + y? = 2az.

S & uma esfera de raio p.

S é a porcio do plano = +y + z = a, com a > 0, interna ao cilindro =2 + y? = a?.

S é a porcio da esfera x2 + y? + 22 = a2, interna ao cilindro z2 + 2 = ay.

)
)
)
)
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(e) S & a porcio do paraboloide 22 + 22 = 2ay, com a > 0, abaixo do plano y = a.

(f) S & a porcio do cilindro y? + 2% = 16, acima da regido triangular 0 <z <2e0 <y < 2—u.

(g) S é a porcao do plano 3z + 2y + z = 7 no primeiro octante.

(h) S é a porgao do cilindro 2% = 8z, compreendida acima da regiafo 0 <z <le0<y<. .

(i) S éa porcao do cilindro y?+ 22 = 4, interna ao cilindro 22 = 2y +4 e acima do plano z = 0.
)

(j) S é o tridngulo com vértices nos pontos A (2,0,0), B(0,3,0) e C (0,0,2).

2. Seja S a superficie de um paralelogramo em R? e represente por Sy, Sz e S3 as projecoes de S

nos planos coordenados. Mostre que

A(S) = \JA(S1)? + A(S2)° + A(S5)2.

3. Calcule a drea total da regiao ilustrada na Figura 6.19. Use as aproximagoes: In2 ~ 0.7 e

2
/ V1424 dz ~ 2.26.
0.5

\<V

2 xy=1

X

Figura 6.19: Figura do Exercicio 3

4. Encontrar o plano tangente & superficie S : r (u,v) = u?i +v%j+ (u + 2v) k, no ponto P (1,1,1).

6.3 Integral de Superficie

Como motivagao ao conceito de integral sobre uma superficie, deixe-nos considerar uma distribuigao

de carga elétrica sobre uma superficie S, definida na forma cartesiana implicita pela equacao

F (z,y,z) =0,

e representemos por p (x,y, z) a densidade superficial de carga, isto é, a carga elétrica por unidade de

drea. A carga total distribuida na porgao elementar dS é aproximada por d@ = p (z,y, z) dS e o 16gico

é que, sendo a porgao dS de dimensao (drea) infinitesimal, a densidade p sobre dS estd préxima de um

valor constante. A carga total () sobre S é o somatdrio das cargas elementares d(@) e esse somatdrio,

denominado integral de superficie, é representado por

//Sp (z,y,2)dS.
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Admitindo que a distribuigao p (z,y, z) e as derivadas parciais de primeira ordem da fungao F (z,y, z)

que representa S sejam continuas, usamos a expressao (6.30) e obtemos:

| |vFdA
// pl@:y:2)dS = // I NFen,|

sendo D a projecao da superficie S no plano 7. Se o plano 7 é o plano zy e F, # 0, entdo n; = k e

teremos

//Sp(x’y’z)dsz//jjp(x,y,z)\/F2+F2+F2 dzdy.

||

Ha4 dois casos interessantes que devemos ressaltar.

B Forma Cartesiana Explicita
No caso em que a superficie S é o gréfico de uma funcio z = f (z,y), (z,y) € D, de classe C?,

entao a integral de superficie da fungao continua p (x,y, z) sobre S é calculada pela férmula

// p(z,y,2)dS = // p(z,y, f(z,y)) \/1+fx £,)? dady.

B Forma Parametrizada

Quando a superficie S for parametrizada por
r(u,v) =z (u,v)i+y(w,v)j+2(uv)k, (u,v)€D,

e as componentes x (u,v), y (u,v) e z (u,v) possuirem derivadas parciais de primeira ordem continuas

em D, entdo dS = |r, X r| dudv e teremos

Jfo@u2ds = [[ o o))z o) v < due

Exemplo 6.32 Calcular a integral da funcgao p (z,y,z) = xy sobre a superficie cilindrica S, dada por
x2—|—y2:4 e—1<z<1.

Solugao De acordo com o Exemplo 6.6, uma representagao paramétrica para S é dada por
r(u,v) = (2cosu)i+ (2senu)j+vk, 0<u<2r e —1<wv<1,
de modo que:
r, = (—2senu)i+ (2cosu)j, r, =k e r, xr, = (2cosu)i+ (2senu)j.

Portanto,

// xydS = // 4 cosusenu |ry, X ry| dudv
S D
2 pl
= 4/ / sen(2u)dvdu = 0. |
0 J-1

Exemplo 6.33 (usando a propriedade aditiva) Calcular a integral da func¢ao p(z,y,z) = xyz

sobre o cubo, no primeiro octante, delimitado pelos planosx =1, y=1e z = 1.
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Figura 6.20: Superficie S = S7 + Ss.

Solugao Iniciamos mencionando a propriedade aditiva para a integral de superficie. Quando a

superficie S for composta por duas ou mais superficies regulares, digamos S = 51 + S2, como ilustra

//SpdS://SlpdS—l—//SdeS.

a Figura 6.20, teremos

A fungao p(z,y,2) = zyz se anula nas faces do cubo S que jazem nos planos coordenados e nessas

faces a integral de p (z,y, z) é zero. Na face S1, sobre o plano x = 1, temos p (z,y, z) = yz e dS = dydz,

1,1
// pdS :/ / yzdydz = 1/4.
S1 0 0

De modo similar, nas faces S2 e S3 sobre os planos y = 1 e z = 1, respectivamente, encontramos:

1 1 1 1
// pdS’:/ / xzdxdz =1/4 e // pdS:/ / zydrdy = 1/4
So 0 0 Ss3 0 0
e, sendo assim,
// TyzdS = // yzdS+// ;EzdS—i-// xydS = 3/4. |
S S1 Sa S3

Exemplo 6.34 Calcular // xzdS, sobre a esfera S : x? +y? + 2% = a?.
S

de modo que:

Solugao No Exemplo 6.8, com os angulos esféricos 0 e ¢, parametrizamos a esfera S por
x=acosfsen¢, y=asenfsen¢, z=acosp, 0<0<2m 0<¢<m,

e, no Exemplo 6.28, encontramos dS = a? sen ¢pd¢dd. Logo:

2m s
/ / rzdS = / / acosfsen¢ acosd asen dpdpdl

z

2 ™
= at [/0 cos HdH} [/0 sen? ¢ cos gbdqﬁ] = 0. ]

Exemplo 6.35 Seja S a parte do cilindro x = y?, situada no primeiro octante, entre os planos z = 5,

y=1ey=4. Calcular //%dS.
sY
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Figura 6.21: Projetando S no plano yz.

Solucao Ilustramos, na Figura 6.21, a superficie S e sua projecao D,, no plano yz.

Temos que

ds = \/1 + () + (22)? dydz = /1 + 492 dydz,

e, consequentemente:

4 5 4
2
//%dS = //yzx/1+4y2dzdy=?5/ yv 1+ 4y? dy
S 1 Jo 1

25 [ 25
- /. x/Zdt_ﬂ[%x/%—wS]. n

Exemplo 6.36 Seja S a parte da esfera x> + y> + 22 =9, entre os planos z =1 e z = 2. Calcular a

integral de superficie //z\/x2 +y2 dS.
S

Solugao Na Figura 6.22 ilustramos a superficie S e sua projecao no plano xzy. O cédlculo da integral

serd apresentado de duas maneiras.

Figura 6.22: Corte da esfera por 2 planos.

B Usando coordenadas cartesianas Neste caso, temos:




CAPITULO 6 - INTEGRAL DE SUPERFICIE 253

e, portanto,

//z\/x2+y2d5 = 3//\/332+y2d1:dy
S D

27 \/§
= 3 / / r2drdd
0 NG

2 (8\/§ - 5f5) .

B Usando coordenadas esféricas Neste caso, temos:
x =3cosfsen¢, y=3senfsen¢p, z=3cosp, 0<60<2m, ¢ <<y,

e observando a Figura 6.22, vemos que sen ¢; = v/5/3 e sen ¢ = v/8/3. Logo,

¢ 27
//Z\/ZL'2 +y2dS = / / 3cos ¢ 3sen o 9sen pdOded
S . Jo S~ S Y
z \/m ds

sen ¢
= 1627r/ ’ u?du = 541 [(Sen $9)® — (sen ¢2)3]

en ¢y

2 (8\/§— 5@) . m

Exemplo 6.37 Calcular a integral // zydS, onde S a por¢do do paraboloide 2z = x> + 2%, acima do
S

quadrado
Dyy:0<2<1, 0<y<1L

Solugao Temos que
dS = \/1+ 22 + 22 dedy = \/1 + 2% + y? dxdy

e, consequentemente,

1 1
//mde’ = / / zy\/ 1+ 22 + 4?2 dady (fazer u =14 22 + 3?)
S 0 Jo

1 2+y°
= / y —Vudu| dy
0 1+y? 2

12 [t
- 23/y[(2+y2)3/2—(1+y2)3/2}dy (fazer s =1+y* et =2+1%)
0
1 3t3/2 1 233/2 1
_ 1 dt—> | T—ds=—(9v3-8V2+1). N
3/ 2 3/12815(\[ va+1)

6.3.1 Massa, Centro de Massa e Momento de Inércia

Suponhamos que a superficie S representa uma placa de densidade (massa por unidade de &drea)
superficial o = o (x,y, z) e que M representa a massa da placa S. Se representarmos por dM a massa
elementar da porcao dS, teremos:

dM = o (z,y,2)dS



254 CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS A. de A. e SILVA & M. P. MATOS

e a massa da superficie S serd, portanto:

M://Sa(a:,y,z)ds

As coordenadas do centro de massa C (7,7, z) da superficie S sdo calculadas pelas férmulas:

M//xawy, ) dS, y—M//yaa:y, )dS e z://zaxy,

e o momento de inércia I;, de S, em relagao a um eixo L, é calculado pela férmula:

1= [[#o @y,
S

onde § = § (z,y, z) representa a distancia de um ponto P (z,y, z) da superficie S ao eixo de rotacao

L. Em relacao aos eixos coordenados, os momentos de inércia I, I, e I, sao dados por:

Im://s(yQ—i—zz)adS, Iy://g(x2+22)ad8 e IZ://S(xQ—i—yz)adS.

2

Exemplo 6.38 Suponha que o hemisfério S : 2% + y? + 22 = a®, z > 0, seja uniforme, isto €, tenha

densidade o constante. Calcular o centro de massa e o momento de inércia I, do hemisfério S.

Solugao Como a densidade é constante, a massa de .S é dada por:

M://SUCZS:U//SdS:aA(S):27ra20.

A projecao de S no plano xy ¢ o disco Dy : 22 + y? < a® e um célculo direto nos da:

IVF|dA  adzdy adzdy

ds = = = .
|VF e k| z a2 — 22 — o2

Assim,

dxdy

8|
I

1 o azx
il ds = — e
M//:ca 5 M//Dmy\/cﬁ—aﬂ—y?
2 2 a 2
72 cos 6 ao rdr
= drdf = — cos 6 db — = 0.
/ /0 va? —r? M [/0 ]/o a? —r?

Num célculo similar, ou considerando a simetria de S em relacdo ao eixo z, encontramos §j = 0. A

coordenada Z é dada por

__ 0o o a0 A(Dyy)
Z_M//SZdS_M//Dzyad:Edy_M =a/2

e o centro de massa de S é o ponto C (0,0,a/2) do eixo z. Finalmente,

I, = //a:—i—y UdS—a// J:—I—y dxdy
Doy N/ 0% — 22 — 32
2 r3drdf r3dr
= ao = 2maoc R fazer t = a® — r?
/ /0 Va2 —r? /0 a? —r? ( )

2

@ (a? —t) dt 4
= 7raa/ ) 7raa. |
0 Vit 3
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6.3.2 Integrando Formas Diferenciais

No Capitulo 5, vimos que a integral de linha / f (z,y)ds se expressa na forma diferencial, como
¥

/ Ldx+ Mdy, e a expressao Ldx+ M dy denomina-se, também, 1-forma diferencial. Com o objetivo de
~

expressar a integral de superficie / / f(z,y,2)dS como a integral de uma forma diferencial, deixe-nos
S

considerar a expressao

Ldydz + Mdzdz + Ndzdy, (6.38)

denominada de 2-forma diferencial ou forma diferencial de segunda ordem, onde as fungées L, M
e N sdo supostas continuas, em uma regido compacta Q do espaco R3, contendo uma superficie S

parametrizada por:
S:ir(u,v) =z (u,v)i+y(u,v)j+z (u,v)k, (u,v)€ D.

Se n é a normal unitdria & superficie S e se representarmos por «, [ e ¢ os dngulos diretores do vetor

n, isto é,
n = (cosa)i+ (cos3)j+ (cos )k,
teremos
1 bk 1 3} 0 0
X
n= ru r’U — fL‘u yu Zu — (y’z)i_|_ (Z’m)j_i_ (x’y)k
|ty X 1| [Ty X 1y vy, X ry| [O(u,v)  O(u,v)”  O(u,v)

x’U y’U Z’U
e, portanto,

1 0y, 2) 1 9(zx) 1 9(xy)
rw o] 0w, 0) 7 ek 0w ) © 0T Tew k] 9w, 0)°

Ccosx =

Se ¢ # m/2, como indica a Figura 6.23, a projegao ortogonal (com sinal) da drea elementar dS, sobre

o plano zy, é dada por:

dS =sec¢dA ou dA=dScoso.| (6.39)

Figura 6.23: Projecao sobre o plano xy.
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De fato,
0 0 1 0 0 1
+dA = [Pr (ry) x Pr (rv)] ek=|2z, yu O0|=|2y Yu 2u
Ty Yo 0 Ty Yo Ro

= (ry Xry) ek =|r, x ry| |k|cos ¢ = dS cos ¢.

Motivados pela relagao (6.39), definimos:

J[ w2 dsty = [[ szyeosoas = [ f<r<u,v>>1§§§;z§

e a integral da forma diferencial (6.38) sobre S é, portanto:

// L dydz + M dzdz + N dedy = + // p2w:2) g 0@2) | 0@yl
S D a(u,v) a(“’vv) a(“’vv)

dudv,

onde o sinal depende da orientacdo da superficie S. Se € é uma regido compacta do R?, contendo a

superficie S, e F = Li + Mj + Nk é um campo vetorial de classe C' em €, entdo:

//Ldydz—l—Mdzda:—i—Nd:z:dy = // (Lcosa+ M cos B+ N cos ¢) |ry, X ry| dudv
S D

- //S(Fon)dS.

Exemplo 6.39 Se S ¢ o grifico de uma fungio z = f(x,y), com derivadas parciais f, e fy continuas

na regiao compacta D, usando a parametrizacdo canénica
r=u, Yy=v ¢ Z:f(’LL,U), (U7U)€D7

obtemos, apds um cdlculo simples,

9(z,y) _ _
9 (u,v) " 9 (u,v)

e, portanto:
// L dydz+ M dzdx + N dxdy = // (=Lfy (u,v) — M fy (u,v) + N) dudv. [ | (6.40)
S D

Encerrando esta segao, determinaremos o comprimento elementar (ou elemento linear) ds, de uma

curva y que jaz sobre a superficie S, dada pelas equagoes paramétricas
Sil':.ib(u,v), y:y(u,v) € Z:Z(U,U), (’LL,U) €D,

sendo D uma regiao compacta do plano uv. Expressando a diferencial dr = (dz)i+ (dy)j+ (dz) k sob

a forma
dr = (zydu+ z,dv)i+ (yudu + y,dv) j + (zudu + zydv) k
= rydu+ rydv
vemos que o elemento linear ds da curva v é dado por
(ds)?> = |dr|* = (rudu+ rydv) e (rydu + r,dv)
= |ru)? du® + 2r, e rydudv + |r,|? dv?

= E(du)?+ 2F (du) (dv) + G (dv)?,
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onde E = |r,|*, F=r,er,eG=|r,|°. A forma diferencial quadratica
E (du)? 4 2F (du) (dv) + G (dv)?
denomina—se Primeira Forma Fundamental de S.
Exemplo 6.40 Considerando o plano xy, parametrizado em coordenadas polares

r(r,0) = (rcos@)i+ (rsenf)j, r >0, 0<6 <2,

temos que
g: = (cos@)i+ (senf)j e g; = (—rsenf)i+ (rcosf)j
e daf resulta ) )
or or Or or 9
E—E —].,F—E.%—OEG—% =T
Assim, para o plano xy, encontramos (ds)* = (dr)?* +r2 (d6)*. |

> ESCREVENDO PARA APRENDER 6.3

1. Calcule as seguintes integrais de superficies:

(a) //de; S éocilindro 22 +¢y? =12, -1 < z < 1.
S

(b) //(Fon)dS; S ¢ a esfera 2 + 92 + 22 = p?, comz > 0e F = yj+ zk.
S

(c) //xde; S & a porcio do paraboloide 22 + 942 =22, 0<z<le0<y <1
S

(d) // (% +y? +2%)dS; S ¢éaesfera: 2 + y? 4 2% = p?.
S

e 22dS; S é a porcao do cilindro 2 4+ y? = 4, entre os planos z =0 e z = = + 3.

Yy

S

f xdS; S é a porcao do plano = + y + z = 1 no primeiro octante.

( ; porg p y p
S

(g) // z2dS; S é a porcio do plano z = x, interna ao cilindro 22 + 3% = 1.
S

(h) //:U2d5; S & porcdo do cone 22 + 1% = 22,1 < 2z < 2.
S

(i) // (x+y)dS; S éaporgao do plano 2z + 3y + z = 6 no primeiro octante.
S

2. Calcular a integral //(F en)dS, onde F = senzi+ zyj — coszk e S é a por¢ao do cilindro
S
x2+y2:r2,w20,y20,0§z§a.

3. Seja S a fronteira da regidao delimitada pelo cilindro 2 +%2 = 1 e pelos planos z =0 e z = x +2.

Calcular //acdS.
S

4. Determine a primeira forma fundamental das seguintes superficies:
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(a) r(u,v) =ui+ vj

(b) r(u,v) = 2ui+ 3vj

(¢) r(u,v) = (u+v)i+ (u—v)j.

(d) r(u,v) = ui+ vj + u’k.

(e) r(u,v) = cosui+ senuj + vk.

(f) r(u,v) = ui+ vj+ uvk.

(g) r(u,v) =2cosui+ 2senuj + vk.
(h) r(u,v) = ucosvi + usenvj + u?k.

5. Se r = r(u,v) é uma parametrizacdo da superficie S, mostre que a familia de curvas u = ¢; e
v = ca, sobre S, s@o ortogonais se, e somente se, r, e r, = 0. Teste a ortogonalidade da familia

de curvas u = ¢1 e v = ¢, no caso da superficie S dada por:

r(u,v) = ui + vj + (u* + v?)k.

6. Se S1 e Sy sdo duas superficies equivalentes, mostre que existe uma funcdo f : Q C R? — R3,

continua em uma regiao ) contendo as superficies Sy e So, tal que:

/ F(2,y, 2)dS1 = / F(2,y,2)dSs.
51 52

6.4 Fluxo e o Teorema de Gauss

Suponhamos que o campo vetorial F seja dado por F = pv, onde p = p(x,y,2) e v = v (z,y, 2)
sdo, respectivamente, a densidade de massa e a velocidade de um fluido em movimento, confinado em

um recipiente S, como ilustrado na Figura 6.24.

Figura 6.24: Fluxo do campo F.

O fluro, ou a quantidade de fluido, que atravessa a drea elementar dS, na unidade de tempo, na

dire¢ao da normal n, ¢ medida pelo volume do "cilindro"de base dS e altura F en, ou seja, p(ven)dS
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¢ a massa de fluido que atravessa dS, na diregdo da normal n. A massa de fluido que atravessa a

superficie S, na direcdo da normal, é, portanto:

//S (Fen)dS = //S p(v en)dS. (6.41)

Motivados por esta situagao fisica, denominamos a integral de superficie, do lado esquerdo de (6.41),

de Fluzo do campo vetorial F, através da superficie S, na dire¢do da normal n.

Exemplo 6.41 Determinar o fluxo do campo F = zi — zK, através da superficie lateral do cilindro
x2+y2:a2, 0<z<h.

Solugdo Se considerarmos f (z,y, z) = 2 +y? — a?

S : 2% +1y? —a? =0 é dada por:

, a normal unitdria exterior & superficie cilindrica

Vf

n= il = (z/a)i+ (y/a)],

e o fluxo do campo F é, portanto:

]—"—//S(Fon)dS—//S[(xi—zk)o((m/a)i—i—(y/a)j)]ds—i//SxQdS.

Em coordenadas cilindricas (confira o Exemplo 6.26), temos dS = adzdf e, assim:

1 2 Lot 2. .2
F = = “dS = — (a cos 0) adzdf
ajJs aJo 0

2
= azh/ 1 (1 + cos20) df = ma’h. [ |
0

Exemplo 6.42 Seja S o corte do cilindro y?>+ 2> = 1, z > 0, pelos planos x = 0 e x = 1. Determinar

o fluzo do campo F = yzj + 2’k através de S.

Solugdo A equacdo da superficie S é f (z,y,2) =0, com f (2,9,2) = y* + 22 — 1, de modo que:

S — |V fldedy — \/y? + 22 dzdy _Vf  yjtzk

= e n=—= = .
VS ek z Vi R+

Sobre a superficie S temos y? + 22 = 1 e, consequentemente:

Fon:y2z+z3:z(y2+z2)zz e dS=

Assim, o fluxo do campo F é dado por:

]-'://S(Fon)dS://SzdS://Dwdxdy:/01/_11dydm:2. ]

Na Figura 6.25, ilustramos a superficie S e sua proje¢ao D,,, no plano zy.

Exemplo 6.43 Seja S a fronteira da esfera sélida Q : 2% + y® + 2% < a2, e consideremos o campo

vetorial F = zi + yj + 2k, definido sobre Q). Calcular as integrais

//S(Fon)dS c ///Qdiv(F)dV.
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Figura 6.25: Superficie S do Exemplo 6.42

Solugao Primeiro, observamos que div (F) = L, + M, + N, = 3 e, portanto,

///QdiV(F)dV23///QdVZ3V01(Q):@,

Por outro lado, a superficie S é descrita por f (z,y,2) = 22 + 3% + 22 — a® = 0, de modo que
n=(z/a)i+ (y/a)i+ (z/a)k e Fen=1 (2 +y* + 2%),

de onde resulta que,

//S(Fon)dS = i/[q(x2+y2+z2)d5

= 1//a2dS:aA(S):a(47ra2):. [ |
S

a

A igualdade, entre a integral de superficie / / (F en)dS e a integral tripla / / / div (F) dV, ve-
S Q

rificada no Exemplo 6.43, ndo é um fato isolado, como veremos a seguir, mas uma consequéncia do

Teorema da Divergéncia, também conhecido por Teorema da Divergéncia de Gauss'?

, um dos mais
importantes teoremas do cédlculo integral de fungoes vetoriais, o qual relaciona a integral de superficie

com a integral tripla.

Teorema 6.44 (Teorema da Divergéncia) Seja F = Li+ Mj+ Nk um campo vetorial de classe
C1, sobre uma regiio compacta Q C R3, cuja fronteira S é uma superficie parcialmente reqular, fechada

e orientada pela normal exterior n. Entdo

//S (Fen) dS:///Q div (F) dV (6.42)

A Formula de Gauss (6.42) estabelece que o fluzo de F através de S coincide com a integral tripla de

div (F) sobre Q e, na forma diferencial, ela se escreve como

//Ldydz+Mdmdz+Ndwdy:///(Lx+My—|—NZ)dV u
S Q

Observagao 6.45 (fluxo bidimensional) No Capitulo 5, consideramos um campo bidimensional

F(z,y)=L(z,y)i+ M (z,9)j, (=,y)€ D,

"9 Carl Friedrich Gauss (1777-1855), matematico alemao.
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com componentes L e M de classe C' (com derivadas parciais de primeira ordem continuas), em uma
regidgo compacta D C R?, delimitada por uma curva vy simples, fechada e parcialmente reqular. Naquela

ocasiao, obtivemos (confira (5.47)), como consequéncia da Férmula de Green, a sequinte expressio para

]i(Fﬂl)dS = ]{Ldy Md:z—// o + My)dxdy
= // (div F)dzdy

que, se comparada com (6.42), nada mais é do que a Férmula de Gauss em R2.

o fluxo bidimesional:

Exemplo 6.46 Seja 2 a regiago delimitada pelos planos coordenados e pelos planos x =1, y =1 e
z = 1. Calcular, via Férmula de Gauss, o fluzo do campo F = (2x — 2)i + 2%j — 22%k, através da

superficie S, fronteira de €.

Solugao Temos que
div(F) =2+0—2zz =2(1 — 22)

e o fluxo de F ¢é, por definicao, a integral de superficie

//(Fon)dS

Da Férmula de Gauss (6.42), encontramos

//FondS—Q///1—:chd:cdydz—2/// 1—mzda:dydz- m

Exemplo 6.47 Calcular o fluro do campo F = yzi + xzj + xzk, através da fronteira do tetraedro

determinado pelos planos coordenados e pelo plano x +y+ z = 1.

Solugao Temos que div (F) = x e, se {2 representa a regiao sélida delimitada pelo tetraedro, usamos

a Formula de Gauss (6.42) e obtemos:

//S(Fon)dS = ///div(F)dV:///:cdxdydz
— //1x/1xy:vdzdydx—//lw (1 -2 —y)dydz
:2/ t(l-2Pde=[1/24,

0
Exemplo 6.48 Seja Q a regiio sélida delimitada pelo cilindro circular reto z? +y*> =4, 0 < z < 3,

e represente por S sua fronteira. Calcular o fluzo de F = 231 + y3j + 2%k através de S.

Solugao Usando a Férmula de Gauss (6.42), obtemos:

F = //FondS ///dlv dV—B///ery + 23)dxdydz.

Usando as coordenadas cilindricas x = rcosf, y = rsenf e z = z, cujo Jacobiano é J(r,0,z) = r,

F = 3/// (2? + 92 + 2%)dadydz
Q

3 p2m 2
= 3/ / / (r? + 2%)rdrdfdz = 180~ |. [ |
o Jo Jo

obtemos
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Exemplo 6.49 Seja r = zi+ yj + zk o vetor posicio do ponto P (z,y,z) e sobre a regiao sdlida

Q:a? < 2?4+ y?+ 22 < b, considere o campo radial

r
F(P):T—3, r=|r|.

Calcular o fluxo do campo F, através da fronteira da regiao 2. Qual o fluro do campo F através de

uma esfera de centro na origem e raio R?

Solugdo Considerando que o campo F é de classe C! e que div (F) = 0 em €2 , segue do Teorema de
Gauss que o fluxo de F, através da fronteira de 2, é igual a zero. Alids, o fluxo do campo F, através
de qualquer superficie S, simples, fechada, regular, que nao contenha a origem no seu interior, é igual
a zero. Se representarmos por S, e Sy, as esferas de centro na origem e raios a e b, respectivamente,
veremos que os fluxos do campo F, através de S, e Sy, sdo simétricos, ja que o fluxo total é zero (note
que as normais exteriores tém sentidos opostos); ressaltamos, contudo, que os fluxos através de S, e

Sp, nas diregoes radiais, partindo da origem, sao iguais.

Figura 6.26: Fluxo na diregao radial.

O fluxo através de uma esfera Sg, de centro na origem e raio R, ndo pode ser calculado pela férmula
de Gauss, porque o campo F nao estd definido na origem (ele torna-se ilimitado quando r — 0) e,

neste caso, o fluxo deve ser calculado diretamente. Temos:

// (Fen)is — // wityitek wityitek
S —J)s, R R

1 // 2 2 2 1/ 2
= — 2?4 y? +22)dS = —; R2?dS
R4 SR( ) R4 Sk

1 1 1
- RQ//quS:mA(SR):m(4wR2):.

O resultado seria o mesmo, caso a esfera Sk fosse substituida por qualquer superficie S, simples,

fechada, regular, contendo a origem no seu interior. |

Exemplo 6.50 Seja S a fronteira do sdlido 2, delimitado pelo cilindro z = 4 — 2% e pelos planos
y=5y=0ez=0. Caleular o fluxo do campo F = (23 + sen 2)i + (2%y + cos 2)j + exp(z? + y?)k,

através de S.

Solugao Primeiro faga um esbogo da superficie e de sua orientagao. O cédlculo direto da integral de

superficie é bastante trabalhoso, e ele torna-se mais simples quando usamos Teorema de Gauss. Como

L=2a%+senz, M =z%y+cosz e N =exp(z?® +?),
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temos que:
divF = L, + My + N, = 32 + 22 + 0 = 422

e do Teorema de Gauss, resulta:

// (Fen)dS = 4/// z2dzdydz
S Q
2 pd—z? 5 )
= 4/ / / x dydzdr =|512/3 |. ]
L

2 2 2

T+ 15 <1, a b >0

Exemplo 6.51 Calcular o volume do elipsoide sdlido € : =
c

a2

Solugao Se considerarmos L = M =0 e N = z, obteremos

vol() = / / /Q dodydz — / / /Q div (F) dV = / /S (F o n)dS

= // Ldydz + Mdzdx + Ndzdy = // zdxdy,
S S

sendo S a superficie do elipsoide. Parametrizando o elipsoide S por

r(6,¢) = (acosfsen )i+ (bsenfsen¢p)j+ (ccosp)k, 0<0<2m e 0<¢ <,

obtemos

= —absen ¢ cos ¢

e de (6.40) resulta,

vol(Q) = //Squ:dy:c/o%/owcosqb‘gg:f;;‘dedqﬁ

2w 7r 4rab
= abc / / cos? ¢ sen ¢pdpdh = ﬂ; °l ]
0o Jo

263

Exemplo 6.52 (volume da esfera n-dimensional) Segue do Exemplo 6.51, com a = b = ¢ = p,

que o volume da esfera sdlida SZ’ cx? +y? 4 22 < p?, de centro na origem e raio p > 0, é

3
vol(5%) = “Tp = pPvol(S?)

e, se representarmos por S? o disco x? +y* < 1, e por Sg o segmento vertical de z = —0 até z = 0,

com § = /1 — 22 —y2, teremos:

vol(S}) = / dz = dvol(SY),
S

1
S

e, portanto:

vol(S3) = ///S? dxdydz—//sf [/51 dz] d:vdy—//sf [6 vol(ST)] dady

= vol(S7) // V1 — 22— y2dzdy.
5%
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Agora, usando coordenadas polares x = rcosf e y = rsenf, chegamos a
2 1 I
vol(S3) = voI(Sll)/ / V1 —r2drdd = 5 vol(S7).
0 0

Ressaltamos que S% ¢ o disco unitdrio, cujo volume (drea) é vol (Sf) =T, e que 511 é o segmento
vertical de extremidades A(0,0,—1) e B(0,0,1), cujo volume (comprimento) é vol (S7) = 2. Em

dimensao n > 3, temos a sequinte férmula de recorréncia:

vol(S1) =2, vol(S?) =7 e vol(S}) = 2—Wvol (8?72), n > 3. [
n

6.4.1 Consideragoes Fisicas

B Interpretagao do Divergente
Para interpretar fisicamente o divergente, representemos por €25 a esfera sélida compacta, com
centro no ponto Py e raio § > 0, com fronteira S5. Dado um campo vetorial F, de classe C' sobre €,

segue, do Teorema da Média para integrais triplas, que existe um ponto P na bola s, tal que

///Qs div (F) dV = div (F) (P) vol (2s) ,

e, usando a Férmula da Divergéncia, resulta:

div (F) (P) = Volz%)///gsdiv(F v
_ ;ﬁ,/fgé(F.H)ds

Como a funcao P +— div (F) (P) é continua em Py, temos que div (F) (Pp) = Plinlqj [div (F) (P)] e,
— 10

sendo assim,

div (F) (Py) = hm [le( ) (P) ]

= lim 3// (Fen)d
6—0t 47 Ss

Poderiamos ter usado essa iltima expressao para definir o divergente do campo F, no ponto Py, como

sendo o fluxo limite de F em FPy. Destacamos as seguintes situacoes:

1. As linhas de campo sao paralelas

As linhas de campo de F s@o as curvas 7, cujo vetor tangente no ponto P é F (P). Quando as
linhas do campo forem paralelas e |F (P)| for constante em -y, teremos div (F) (Fy) = 0 e, neste caso,
o fluxo positivo em uma parte da fronteira, é compensado pelo fluxo negativo na outra parte, como
indica a Figura 6.27(a).

2.  As linhas de campo sao divergentes ou convergentes
Quando as linhas de campo forem divergentes (Figura 6.27(b)) ou convergentes (Figura 6.27(c)),
entao div (F) (Fp) # 0.

B Equacgao de Conservagao da Massa
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Figura 6.27: Linhas de campo: paralelas (a), divergentes (b) e convergentes (c).

Seja © uma regido compacta do R?, inserida em um meio contendo um fluido em movimento. A

Foérmula da Divergéncia de Gauss estabelece que:

///Qdiv(pv)dV://S(pvon)dS

onde S é a fronteira da regiao €2, v é a velocidade e p é a densidade de massa do fluido. A integral

[

representa a quantidade de massa fluida presente em 2, em um dado instante, e a variacdo de massa

tripla

contida em €2 por unidade de tempo é, portanto,

i [ = Jf] s

Admitindo que a reducdo de massa contida em €2 ocorra apenas pelo seu fluxo através de S, resulta

da conservacao da massa que

_///QgidV://S(pvon)dS:///QdiV(pv)dV
/ / /Q [gj +div (pv)} dv = 0. (6.43)

Considerando em (6.43) Q = Qs = {P € R3; |P — P,| < 4}, a bola de centro Py e raio d, e usando o

Teorema da Média para integral tripla, encontramos

Bt + div (pV)] " = lim Vol ///95 [at + div ( pv)} dv =0 (6.44)

e de (6.44) resulta a Equagao de Continuidade ou Equagao de Conservag¢ao da Massa:

e, consequentemente,

ap
a + le( ) 0

B Equagao de Conservacao da Carga Elétrica
Consideremos uma distribuigao de carga elétrica sobre uma superficie S e representemos por p a

densidade de carga elétrica, v a velocidade das cargas e J = pv o vetor densidade de corrente elétrica.
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De forma similar ao que foi feito para a conservacao da massa, chegamos a Equacdo de Conservagao

da Carga Elétrica

% +div(J) = 0.

O fluxo de J através de S é a Intensidade de Corrente Elétrca I, e esta vem dada por:

1= [[@en)as

B Equacao Fundamental da Eletrostatica

Consideremos uma superficie fechada S (uma esfera, por exemplo) contendo uma carga pontual ¢
no seu interior, situada no ponto Py, e representemos por E (P) o campo elétrico no ponto P de S,

produzido pela carga ¢, como ilustra a Figura 6.28.

Figura 6.28: Fluxo do campo elétrico.

Se r = PoP e r = |r|, como consequéncia da Lei de Coulomb, temos que
r
E(P) = kq () = Ve,

onde ¢ = kq/r é o potencial eletrostético, e o fluxo do campo E através de S ¢, portanto,

//S(Eon) dSqu//S:g(:on) ds:kq//s(c‘fza) ds. (6.45)

cos adS
2

Se representarmos por dw a drea elementar sobre a esfera unitédria, teremos dw = e a partir

de (6.45) obteremos a seguinte relacao:

//(Eon)dS:kq// C()SzadS:kq//dwzélkwq.
S s T S

No caso de uma distribuigao de carga @), com densidade p (z,y, z), a carga total na regiao €2, delimitada

o= [[[ s
e o fluxo do campo elétrico seré:

J[®en as = akr@ = sk [[[ popz)av (6.46)

por S, é dada por:
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Comparando (6.46) com a Férmula de Gauss, obtemos:

/ / /Q [4kmp — div (E)]dV = 0,

de onde resulta a Fquacao Fundamental da FEletrostdtica

|div(E) = k.| (6.47)

Se ¢ (Py) representa o potencial eletrostédtico no ponto Py, isto é:

o (Py) = k//spdS (6.48)

entdo E = —Vy e obtemos de (6.47)
Ap =div (Vy) = —div (E) = —4kmnp,

de onde resulta a Fquacdao de Poisson para o potencial:

‘ Ap = —4knp. ‘ (6.49)

Exemplo 6.53 Calcular o potencial eletrostdtico e o campo elétrico, em um ponto P (0,0,§) do eizo

z, devido a wma distribuicao uniforme de carga elétrica no disco S : x? +y? < a?, z = 0.

Solugao Segue de (6.48) que o potencial eletrostatico no ponto P (6,7,£), devido a distribui¢ao de
carga de densidade p (z,y, z) sobre o disco S é

0 (6,m,€) // (2,9, 2 dS r—\/ §—x) + (n—y)°+ (€ —2)>

e, admitindo que a densidade p seja constante, o potencial no ponto (0,0, &) do eixo z sera:

__pdS  dzdy I r drdf
CRVA IS —{—§ a24y2<a2 \/x? + y* + & 0o Jo réi+¢
@+ gy —

Z A
P(0,0,8)
r
(xvyao) S a AB/
X

Figura 6.29: Distribuicao de carga sobre o disco.
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O campo elétrico no ponto P pode ser calculado diretamente, usando a Lei de Coulomb:

E://Skp<:3>d5

ou usando o potencial, como faremos neste caso:

E(0,0,f) =—Vp (070)5) = —2779(;95 |:\/6?52 — €|:| k = —27p

b 1y
Vaz+e €l

> ESCREVENDO PARA APRENDER 6.4

//S(F°n)d5 e ///Q(divF)da:dydz,
2

sendo F (z,y, z) = 221 + 3%j + 2%k e Q a esfera sélida delimitada por S : 22 + y? + 22 = a2

1. Calcule as integrais

2. Em cada caso, calcule a integral

f{y(F en)ds,

onde 7 representa a curva que delimita a superficie S.

(a) F =3yi—2zj; S ¢ aregiao delimitada pelo hipocicloide T3 4 y% =1.
(b) F =22+ 9%j; S ¢é a regido delimitada pela elipse 422 + 25y = 100.

3. Em cada caso, calcule o fluxo do campo vetorial F, através da superficie S.

a) F=zi+yj+ zk e S é a superficie do sélido limitado pelo semiesfera z = v/a?2 — 22 — y2 e
(a) Y p p y
pelo plano z = 0.
b) F=2i+5j+3ke S éa porcao do cone z = /22 + 32 interna ao cilindro 2 + y2 = 1.
( J porg Y Y
¢c) F=zxi+yj+ zk e S é a fronteira do solido no primeiro octante, limitado pelos planos
Yl p s 1% 1%

r=1y=2e3x+2y+2z=12.

4. Seja S uma superficie regular por partes, fechada, simples e orientdvel, que delimita a regiao 2

no espago. Mostre que o volume da regiao €2 é dada por

vol(Q) = //S:z:dydz://sydzdx://szdxdy

1
= 3// (x dydz +y dzdx + z dzdy).
S

5. Se f e g sao fungoes com derivadas parciais de segunda ordem, continuas, em uma regiao com-

pacta © C R3, mostre que
Ve (gVf)=gAf+VfeVg, em .
Use esse fato e a Férmula de Gauss para mostrar que

///Q(g-AvaVfng)d:cdydz://an- <§£>ds.

onde a fronteira J€) é suposta regular, fechada, orientada pela normal exterior n.
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6. Seja Q C R3 uma regido delimitada por uma superficie S regular, fechada e orientada pela normal
exterior n. Se f é um campo escalar com derivadas parciais de segunda ordem, continuas, em

uma regiao aberta contendo €2, mostre que

///Q(f-Aer]VfQ)d:chydz://Sf(gi) ds.

7. Se f: Q2 C R?® — R é uma funcdo continua com derivadas parciais de segunda ordem, continuas,

em uma regiao compacta €2, mostre que

[ 57 awan = [ () as,

sendo S a superficie regular, fechada, orientada pela normal exterior n, que delimita (2.

8. Se f,g:Q CR3 — R sao fun¢des nas condicdes do Exercicio 7, mostre que

@ S On on
9. Sejam f =y?+ 22, g = 22 + 42 e S a superficie da esfera z? + y? + 22 = 1. Calcule a integral
of
2L a
//S (g 8n) 5,

10. Considere os campos escalares f = 22 + 9?2 + v+ 2z e g = 22 + 94>+ + 2 e seja S a superficie
lateral do cilindro 22 + 4% = a? ¢ 0 < z < h. Calcule a integral

AGESE L

11. Sejam S a porgao do plano x + y + z = 1 no primeiro octante e f = e*seny. Calcule a integral

//S fg—flds.

6.5 Circulacao e o Teorema de Stokes

Para motivar o que serd apresentado nesta secdo, inicialmente recordemos que no Capitulo 5
estabelecemos uma relacao entre a integral de linha e a integral dupla, dada pela Férmula de Green

(5.50). Mais precisamente, encontramos:

f(F eT)ds = y{Ldm + Mdy = //D [rot (F) e k| dzdy, (6.50)
W

i

onde F (x,y) = L (z,y)i+ M (z,y)j é um campo vetorial de classe C!, em uma regido compacta D
do plano xy, simplesmente conexa, com fronteira v = 9D, orientada no sentido anti-horario. Nosso
propdsito, agora, é generalizar a férmula (6.50) para campos tridimensionais F = Li + Mj + Nk,
de classe C, sobre uma regido aberta Q C R3, contendo uma superficie orientada S, com fronteira

~v = 085, denominada Bordo de S, simples, fechada e parcialmente regular. O resultado que serd
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estabelecido é devido a Stokes’ e ele relaciona a integral de linha, ao longo de 7, com a integral de
superficie sobre S.

Como ilustragao, consideremos o campo vetorial F = zi + yj + yzk., com rot (F) = zi e seja v o
corte do paraboloide z = z? + 32 pelo plano z = 1, com orientacdo positiva. Representemos por S; a

superficie do paraboloide z = 22 4+ y?, 0 < z < 1, e por Sy o disco
Sy = {(z,y,1) € R%; a® +y* <1},

como ilustra a Figura 6.30.

Figura 6.30: Superficies com bordo comum.

Podemos olhar a curva v como o bordo comum das superficies S e Sy e, por meio de calculos

diretos, comprovaremos as seguintes relacoes:

]{(F-T)dsz//& [rot(F)onl]dS://Sz [rot(F) e n]dsS,

onde nj e ny sdo, respectivamente, as normais unitdrias exteriores as superficies S7 e Ss.
1. Caélculo da integral de linha

Parametrizando o bordo ~ pelas equagoes © = cost, y =sente z =1, 0 <t < 27, obtemos

?{(FoT)ds = %mdm+ydy+yzdz
2l gl
2m
= / [cost (—sent) +sent (cost)]dt = 0.
0

2. Calculo das integrais de superficies

A partir das descri¢oes das superficies S7 e So, obtemos

97i + 2yj — k
Sy = T+ 422 + 42 dady:  my = —2 =W
V1 + 422 + 4y?

dSe = dxdy; n, =k

20George Gabriel Stokes (1819-1903), matematico e fisico irlandeés.
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e um célculo direto nos da rot (F) = zi. Portanto,

2,1
// [rot(F) en;|dS = // 2zz dedy = 2/ / rtcos® drdd =0 e
51 Dy 0o Jo
// [rot(F) e np]dS = // 0dS =0,
Sg 52

como queriamos.

A integral de linha 7{ (F e T)ds recebe o nome de Circulagio do campo F ao redor da curva -,
gl

enquanto a integral de superficie / / [rot(F) e n]dS ¢ o fluxo de rot (F) através da superficie S, na
S

diregdo da normal n. A Férmula de Stokes estabelece que:

A circulagao do campo F ao redor da curva «y, bordo da superficie S, coincide com o fluxo do campo

rot(F) através de S, na diregdo da normal n. Em simbolos, temos:

jg (FeT)ds = //S [rot(F) e n]ds.

Esta féormula se reduz a férmula de Green 6.50, no caso em que N =0, n=ke S = D.

Teorema 6.54 (Teorema de Stokes) Seja S uma superficie regular, orientada pela normal exte-
rior’! m, e representemos por v = 0S o bordo orientado de S, suposto simples, fechado e parciamente

reqular. Se F = Li + Mj + Nk, é um campo vetorial de classe Ct, em uma regidgo aberta Q C R3,

jﬁ(FoT)dSZ//S [rot(F) o n] dS. (6.51)

Com a notacdo diferencial, temos a forma equivalente:

contendo S, entdo

j{ Ldx + Mdy + Ndz = / (Ny — M.)dydz + (L, — N,) dzdzx + (M, — L) dzdy. (6.52)
2 S

Demonstracao Suponhamos que a superficie regular S seja o gréfico de uma funcao z = f (z,y),
com derivadas parciais de segunda ordem continuas, em uma regiao compacta D do plano zy, e tenha
bordo v caracterizado por (z,y,0) € 0D < (z,y, f (z,y)) € 7, como sugere a Figura 6.31.

Como consequéncia do Teorema de Green, temos:

ng(:v,y,z)dm = 7{L(x y, f (x //a (z,y, f (z,y)) |dzdy
= // y + L.zy) dedy

e, desse modo, encontramos:

?{M (z,y,2)dy = / (My + M, z,) dzdy.
o D

2L A orientacdo positiva do bordo v de S corresponde aquela em que os vetores T (tangente & v) e n (normal a 5)

atendem a Regra da Mao Direita.
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(x,p, f(x, 1))

k_D/P’J'}' T
D \(x, ».0)

Figura 6.31: Superficie S com bordo ~.

Por outro lado, considerando que dz = z,dx + z,dy, obtemos, ainda do Teorema de Green,

fN(:U,y,z)dz = szmd:E—l—Nzydy
v

_ / / (Nz,) — 8, (Nzy)] dzdy

= / (Nyzy + Nzgy — Nyzy — Nzyy) dedy
D
= / (Ngpzy — Nyzg) dzdy.
D
Assim:
jl{(FoT)ds = y{denLMderNdz
¥ ¥

= / [(Ny — M) (—22) + (Lz — Ny) (—2zy) + (M, — Ly)]d:z:dy

= / / [rot(F) e N] dzdy,

onde N = —z;i — z,j + k é normal a superficie S, e como n = N/ |N|, resulta:

?g(F o T)ds = //S [rot(F) e n] \/m dzdy = //S [rot(F) e n]dS. [ |

Exemplo 6.55 Calcular, com auzilio da Férmula de Stokes (6.52), a integral de linha
7{ yide + 22dy + 22dz,
.
sendo v o bordo da por¢ao S do plano x +y + z = a, a > 0, no primeiro octante.

Solugao A projecao de S no plano zy é o tridngulo Dy, de vértices O (0,0,0), A(a,0,0) e
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B (0,a,0) e, usando a féormula (6.52), com L = y%, M = 22 e N = 22, obtemos, via (6.40),
nydw + 22dy + 2%dz = // (—22)dydz + (—2x)dzdz + (—2y)dxdy
Y S
= -2 // zdydz + rdzdx + ydxdy = —2/ (x 4+ y + 2z) dzdy
S Day

= -2 // adrdy = —2a A (Dyy) = —a®.
Dy

Exemplo 6.56 Calcular, via Férmula de Stokes (6.51), a integral de linha
f (322 + y?)dx + 2zydy + 32%dz,
.
sendo 7y a fronteira (o bordo) de uma dada superficie S, reqular, fechada e orientdvel.

Solugdo Sendo o campo F (z,y, z) = (322 4+y?)i+ 2zyj+ 322k irrotacional, isto ¢, rot (F) = 0, segue
diretamente de (6.51) que

7{(3332 + y?)dx + 2zydy + 32%dz = f(F eT)ds = //S [rot(F) e n] dS

= //S(Oon)dS:O. |

Observacao 6.57 Se o campo vetorial F é conservativo, digamos F = Vi, entdo rot (F) = rot (Vy) =
0. Reciprocamente, se rot (F) = 0 em uma regiio simplesmente conexa Q C R3, entdo o campo F ¢
conservativo. De fato, se v é uma curva em ), simples, fechada, reqular, vista como o bordo de uma

superficie reqular S C §2, entao:
j{Fodr:}I{(FoT)ds:// [rot(F) en|dS =0
gl gl s
e, portanto, F é conservativo.

Exemplo 6.58 Seja v uma curva simples, fechada, reqular, contida no plano 7 : 2x 4+ 2y + z = 2,

como ilustra a Figura 6.32.

Figura 6.32: Circulacdo x Area.

Mostrar que a circulagdo do campo F = 2yi + 3zj — xk depende apenas do valor da drea da regido

plana S, delimitada por .
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Solugao Temos que rot (F) = —3i+ j — 2k e considerando o vetor unitdrio n = %i + %J + %k, normal

}é(FoT)ds = //S[rot(F)on]dS
= —//SQdS:—2A(S).

Assim, a circulagao do campo F, ao redor da curva =, é igual a | —2A(S) | |

ao plano m, entao:

Exemplo 6.59 (bordo comum) Se duas superficies S1 e Sa, orientadas pelos respectivos vetores

normais exteriores nje ng, tém o mesmo bordo vy, como ilustrado na Figura 6.33, entao:

//S [rot(F) @ mJds = / /S , [1ot(F) e nalds.

Figura 6.33: Superficies com bordo comum.

//S1 [rot(F) eny|dS = qu(F e T)ds

//52 [rot(F) @ (—ng) |dS = fﬁ(F e T)ds. m

Exemplo 6.60 Seja v a intersecao da fronteira do cubo sélido 0 < x <a,0<y<a, 0<z<a com

Da Formula de Stokes, temos

e, por outro lado,

o plano 2x + 2y + 2z = 3a. Calcular, com auxilio da Formula de Stokes, a integral de linha
?{ (v* — 2% do + (2% — 2?) dy + (2® — y?) d=.
~

Solugao A Figura 6.34 ilustra a superficie .S, delimitada pela curva =, e sua proje¢ao no plano zy. A

superficie S é a porg¢ao do plano 2x + 2y + 2z = 3a, delimitada pelo poligono de vértices A, B, C,D,

e F' e com normal unitdria n = % (i+j+ k). A projecao de S no plano xy é a regidao D delimitada

pelo hexdgono com vértices nos pontos 4, B, C', D', E' e F' e lado de comprimento a/2. O campo
vetorial

F=(-2%)i+(*—2%)j+ (z®—y*)k
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tem rotacional dado por:
rot (F) = Or Oy 0, =-2W+z2)i-2x+2)j-2x+yk

e, sobre a superficie S, temos:

rot(F)on:—\;lg(x—l-y—l—Z):—\;lg (32a> = —2aV/3.

Sobre o plano 2z + 2y + 2z = 3a, a 4rea elementar ¢ dS = /3 dady e da Férmula de Stokes, resulta

%(FoT)ds = f(yZ—ZQ)dm+(z2—az2)dy+(332—y2)dz

- //S [rot(F) e n] dS = //D(—2a\f3)\@dxdy
= —6a//Dd:cdy = —6aA (D) =—6a(a*/2+a*/8+a®/8) =|—9a°/2|. W

3a/2

EC D, y

3a/2
xTr

Figura 6.34: Corte do cubo sélido pelo plano x + y + z = 3a/2.

Exemplo 6.61 Calcular a integral // [rot(F) ° n] dS, sendo F = yi+ (x+y)k e S a superficie
S

parametrizada por
r(u,v) =ui+vj+ (2—u2—v2)k, u? + 0% < 1.

Solugao A integral / / [rot(F) e n] dS representa o fluxo do campo rot (F), através da superficie S,
S

2

e pode ser calculado de virias maneiras. A superficie S é o paraboloide de equacdo z = 2 — 2% — 32,

cujo bordo ¢é a circunferéncia v de equagoes paramétricas
r=cost, y=sent z=1, 0<t< 27,

situada no plano z = 1.

B Com a férmula de Stokes
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Usando a férmula de Stokes, temos

//S [rot(F) en]dS = j{(F e T)ds = /O27r (sent) (—sent)dt

1

27
= 2/0 (1 —cos2t)dt =|—n]|.

H Por meio de um calculo direto
Temos

r, Xr,=(2u)i+ (2v)j+k e dS = |ry X ry| dudv

e, considerando que rot (F) =i — j — k, obtemos

Iy X Iy
//S[rot(F) en|dS = // \I‘u . rv’dS
= // (2u — 2v — 1) dudv
u2+v2<1

2 rl
/ / (2rcos — 2rsen — 1) rdrdf
o Jo

2w
g/o (cos® —senf — 2)df = .

B Com a férmula de Gauss

A superficie S, embora regular, ndo delimita um sélido compacto do R?, de modo que a férmula
de Gauss nao pode ser aplicada diretamente. Para aplicar a férmula de Gauss, fechamos a superficie
e subtraimos o fluxo excedente. Seja, entao, S1 o disco delimitado pelo bordo = e representemos por

S* a superficie parcialmente regular S + 57, como sugere a Figura 6.35.

Z A

X

Figura 6.35: Superficie do Exemplo 6.61.

Pelo Teorema e Gauss, temos

J[ 1oy emjas = [ aivorcejav o
//S[rot( //51 [rot(F) » n] dS. (6.53)

e, por conseguinte,



CAPITULO 6 - INTEGRAL DE SUPERFICIE 277

Ora, a normal exterior a superficie S; é n = —k e, assim,

//51 [rot(F) en|dS = /A2+U2§1dudv =AD)=n

e de (6.53) concluimos que

//S rot(F)en]dS=-x| W

Exemplo 6.62 Sejam F (z,y,2) = yi — 2%j + 5k e S a superficie parametrizada por

r(u,v):ui+vj—|—(1—u2)k, u>0,v>0 e utv<l.

Calcular // [rot(F) e ng]dS de duas maneiras: por um cdlculo direto e, depois, usando a Férmula

S
de Stokes.

Solugao Na Figura 6.36 ilustramos a superficie S e sua projecao D no plano zy.

Figura 6.36: Superficie do Exemplo 6.62.

B Por um calculo direto
Sobre a superficie S, temos
rot (F) = (—2z — 1)k =(—2u— 1)k,

e a normal unitédria a S é
ry X Ty (2u)i+k

nS = = s
[Ty X 1y Ty X 1Ty
de modo que
—2u—1
[rot(F) en]dS = ———— [ry x 1y dudv = (—2u — 1) dudv.
Ty X 1y

Logo,

//S[rot(F)ong]dS = //D(—Qu—l)dudv
_ /Ul/olu(—2u—1)dvdu:.

B Com a férmula de Stokes
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O bordo da superficie S é a curva v = 7y, + 775 + 773, parcialmente regular, e da férmula de Stokes,

//S[rot(F)ons]dS = j{(FoT)ds
_ %(FoT)ds+7{ (F.T)ds+7f (FeT)ds =[5/6]

73

resulta

De fato, um célculo direto das integrais nos da:

1
(i) Sobre v;: y=1—=z, 2=1—22% O§x§1:>j(1{ (FoT)ds:—/ (22 — 1z + 1) do = 25/6.
71 0

(ii) Sobre v9: =0, z=1, 0§y§1:>7{ (FeT)ds=0.

V2

1
(iii) Sobre v3: y =0, z =1 — 22, 0§m§1:>7{ (FOT)ds:/ (—10x) dz = —5.
v, 0

3

6.5.1 Interpretacao do Rotacional

Representemos por v (z,y, z) a velocidade de um fluido em movimento e por p (z,y, z) a densidade

do fluido. A integral de linha
7{ (pv) e dr = f(pv e T)ds
¥ ¥

é a circulacdo do campo F = pv, suposto de classe C', ao redor da curva fechada v e, se representarmos

por S a superficie delimitada por =, segue da Férmula de Stokes que:

ﬁ(F eT)ds = //S [rot(F) e n]dS.

Consideremos uma dire¢ao unitdria u, com origem em um ponto @), fixado no dominio do campo F,
e seja v um pequeno circulo de raio ¢, centrado no ponto ), contido em um plano perpendicular ao

vetor u. Entdo, da continuidade do campo P — rot(F) (P), resulta:

d—0 7'('52 5—0 T

[rot(F) en|, = lim // [rot(F) e u|dS = lim % f F e dr. (6.54)
v

O lado esquerdo de (6.54) atinge seu valor maximo quando u apontar na diregdo do vetor rot(F) e,

para pequenos valores do raio d, é razoavel considerar

[rot(F)on]Q:ﬂ;zj{Fodr

que é a Densidade de Circulagado, isto é, a circulagao de F ao redor de «, dividida pela drea do disco.
A dire¢do que produz maior densidade de circulacao ¢ a diregao de rot(F). Vemos, dessa forma, que
rot (F) fornece informagoes sobre aspectos rotacionais do campo F e quando este representar o campo
de velocidades de um fluido em movimento circulatério, entao rot (F) serd paralelo ao eixo de rotagao,

como indica a Figura 6.37.
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( {n—v——b\ rot(F)

Figura 6.37: Interpretagao do rotacional.
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> ESCREVENDO PARA APRENDER 6.5

EXERCICIOS & COMPLEMENTOS

1. Em cada caso, calcule a integral

j{Fodr,
-

onde a curva -y representa o bordo da superficie S.

(a
(b

d

=zi+xj+yk e S é o hemisfério z = /1 — a2 — 2.

= 9% + 2%2j + 2’k e S ¢é a porcdo do plano x + y + z = 1 no primeiro octante.

(e

= 2214 y2%j + 2%k e S ¢ a superficie do cone 22 =22 + 92, 0 < 2z < 1.

2. Calcule as seguintes integrais de linha sobre o bordo v da superficie S sugerida.

(a) /ydm+zdy+xdz, S:a? 4y’ +22=a% x+y+2=0.

~

(b)
(c) [2®dz, S:z=y+4,

(d)

S

(y+2)de+ (z+2)dy+ (x +y)dz, S:2>+y?>=2y y=-=z
1§x2—|—y2§4.

ydx — z2dy + 5dz, S:r(u,v):ui+vj+(1—u2)k,uZO,vEOeu—i—vSl.

= 3yi —xzj+yz’k e S é a superficie do paraboloide 2z = 22 + y? abaixo do plano z = 2.

) F
) F
(c) F =2yi+zj+3ke S éa parte do paraboloide z = 4— 22 —y? interior ao cilindro z2+y? = 1.
) F
) F

3. Calcule a circulacao do campo vetorial F ao redor da curva v, de duas maneiras: (i) por um

célculo direto e (ii) usando o Teorema de Stokes.

(a) F=zi+zj+yk, comyacurvaz?+y?=4ez=0.

(b) F=yi—aj+ 2k, comyacurva 2?2 +y? +22 =4, 22 +y2 =22 e 2 > 0.

(¢c) F =2zzi — yj + zk, com « a curva obtida pela intersecao do plano z + y + 2z = 2 com os

planos coordenados.
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(d) F=yi—2j+ (z+yk, comyacurvaz?+32=zez=1.

(e) F=2%,comyacurvaz? +¢y?+22=16, 2=0,y=0 e z=0.

(f) F=2¢% —z2?j+2%yk,comyacurvaz =y?>+22, 2=9 e n=i.

(g) F=9?%i+ 2%, comyacurvaz? +y>=9,3y+42=5 e %(3J—|—4k)

(h) F=yi—2j+zk,comyacurvaz?+y2+22=1, z=2 e n:%(—i—kk).

4. Seja S a superficie dada na forma paramétrica por:
r(u,v) = ui+vj+ (27u2+02)k, u? + 0% <1,

e considere o campo vetorial F (z,y, z) = yi + (z + y) k. Calcule o fluxo de rot (F), através de

S, de duas maneiras: (i) por um célculo direto e (ii) pelo Teorema de Stokes.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA A PRENDER 6.1
1. Como ilustracao, resolveremos o item (a).

(a) O plano xy pode ser parametrizado pelas equagoes

r=1Uu

z=0

com u,v € R, ou na forma vetorrial r (u,v) = ui + vj. Outra parametrizacao para o plano
zy é dada pelas equagoes

r = ap+ a1y + asv

y = bg + biu + bov

z=0

com u,v € R, em que a mudanga de pardmetros é
(7,y) = p(u,v) = (ap + aru + azv, by + biu + bav),

com Jacobiano J(¢) = a1by — asb; # 0.

(b) r(u,v) = ui+ vj + uk.

(c¢) r(u,v) =ui+vj+ (1 —-u—-v)k.

(d) r(u,v) = acosui+ vj+ asenuk, com a > 0.
(e) r(u,v) = (vcosu)i+ (vsenu)j + v2k.

(f) r(u,v) = vi+ 3cosuj + senuk.

2. Apresentaremos os detalhes para o item (d).
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2 2 2
T Yy z
2 2
X Yy 2
2 2
¢y

© ="

(d) Como x = asenhucosv, y =bsenhusenv e z = ccoshu, obtemos

22y 2
-5 -5 t5 = - senh? u(cos? v + sen”® v) + cosh? u
a? b 2

= —senh?u + cosh?u = 1.
3. Uma pararametrizacio para o circulo (x — a)? + 22 = b? é dada pelas equacdes
x=a-+bcosv, y=0 e z=bsenv, v € [0,27],

de modo que, apés um giro de um adngulo uw no sentido de x para y, obtemos uma cépia do

circulo, cuja parametrizagao em coordenadas cilindricas é dada pelas equacoes
r=a+bcosv, 0 =u e z=bsenv, ve[0,2n] e uel0,2r].
Como z =rcosf e y = rsenf, temos que
r(u,v) = (a + bcosv) cosui + (a + bcosv) senuj + bsenvk, w,v € [0,27],
¢é a parametrizacao do toro de revolucao.

4. Representemos por 7 o plano tangente e por r a reta normal.

(a) m:z+y—2z=1 r:x=1+t, y=1+t z=1—1t, teR.
(b) m:dx —2z=4 r:x=2+4, y=1, z=4—t, teR.
(c)mix4+y=4 rix=2+4t, y=2+4t, z2=3, teR.

5. mix+y+vV22z2=4 e rix=14+t y=1+t, z2=v2+ 2t

(a) Helicoide.
(b) N =senfi — cosfj+rk
(c) Sim, pois r, e rg sdo continuas e N # 0, V(r,0) € [0,1] x [0, 27].

(a) Note que a superficie S é gerada pela rotagao da curva
v :r(v) = (0,coshv,senhv) v >1
e uma parametrizacao é dada por
7 (u,v) = (cosucoshv)i+ (senucoshv)j+ (senhv)k, v>1, 0<wu <27,

(b) N = 2zi+ 2yj — 2zk.
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(c) (x— A)eN(s) =0« ax+ by — (a® + %) = 0.

ESCREVENDO PARA A PRENDER 6.2

1. (a) 47p? (b) ma®V3 (c) (27 —4)a? (d) ma®V2Z (e) G121 /B 4 dr 15 (g)
OVIL (h) 2(3v3-2v2) () 16V2 (j) V22

2. Sejam a e b os vetores que geram o paralelogramo S e representemos por «, [ e 7y os angulos

diretores do vetor a x b. Entao a drea A (S7), da projegao de S sobre o plano xy, é dada por

0 0 1 0O 0 1
A(S1) = [Pr(a)xPr(b)Jek=|a; ax 0|=]|ar az a3
by b2 0O by by b3

= (axb)ek
= |a x b| |k|cosy = A(S) cos~,

De modo similar, obtemos A(S2) = A(S)cos 8 (no plano zz) e A(S3) = A(S)cosa (no plano
yz). Assim,

A(S1)? 4 A(92)? + A(S3)% = A(S)*(cos® a + cos® B + cos® ) = A(S)2.

3. A drea total externa da edificagao ¢ A (S) = 19.32.

4. Note que o ponto P é a imagem r (—1,1), de modo que o vetor normal no ponto P é o produto
vetorial N = r,, X r, calculado no ponto de coordenadas u = —1 e v = 1. O plano tangente é

governado pela equacao z — 2y + 2z = 1.

ESCREVENDO PARA A PRENDER 6.3

oI
—
r
~S
3
=
&
.
3
=

1. (a) 0 (b) 37p® (c) 5(9v3—8v2+1) (d)4mp* (e) 60m (f)
5v/14.

2. (1—cosa)r+ 3ar®.

3. .

4. Os detalhes serao apresentados para os itens (c) e (e).
(a) ds? = du® + dv?.

(b) ds? = 4du? + 9dv?.

(¢c) Comor, =i+j e r, =1—j, temos que
2 2
E=lr," =2 F=ryer,=0e G=r,]"=2

e, portanto, ds? = 2du? + 2dv>.
(d) ds* = (1 + 4u?)du? + dv?.
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D.

(e) Neste caso, temos r, = (—senwu)i—+ (cosu)j e r, = k. Logo,
:|ru]2:1, F=r,er,=0c¢ G:\rv|2:1
e, portanto, ds® = du® + dv?.
(f) ds* = (1 + v?)du® + 2uvdudv + (1 + u?)dv?

(g) ds?® = 4du?® + dv?.
(h) ds? = (1 + 4u?)du?® + u?dv?.

Como
r(u, ) = w(u, v)i + ylu, 0)j + 2(u, V)K,

os vetores tangentes as curvas r(u, cz) e r(cy,v), no ponto onde elas se interceptam, sao
r, =T, i+ Y+ 2k e 1y =20+ Y+ 2k,

respectivamente. Portanto, a familia de curvas u = ¢; € v = ¢ sobre S se interceptam em um

angulo reto se, e somente se, r, e r, = 0.

. Como S e Sz sao equivalentes, existe uma bijecao ¢(s,t) = u(s,t)i+ v(s,t)j, de Dy sobre Ds,

com derivadas parciais de primeira ordem continuas, tal que
ri(s,t) =ra(e(s,t)), s,t€ Dy,

onde rq(s,t), (s,t) € Dy e ro(u,v), (u,v) € Dy parametrizam S; e Sy, respectivamente. Se

f:Q CR? — R?é uma funcio continua em uma regido €2, contendo as superficies S; e S,

entao 5 9
1, 2)dS —/ ro(u,v ’mxm dudv
J[ swv2is= [[ |52 T
e do Teorema de Mudanca de Varidveis 4.23, resulta
Orgy ar2 O0(u,v)||Ors 8r2
/szrguv) (%dd /lerISt))‘a(s,t) 5 8vddt
Ora,
Ory  On_ (Ory  Ors) Owv)  (Ors  Ora) g
os = ot \ou  ov) ds,t) \Ou v ?)
e, como J(p) > 0 ou J(p) < 0, segue que
. ( ) 81‘2 61‘2
/52 f(z,y,2)dSy = /le ri(s,t)) ‘ 9.0 au Em dsdt
. 81‘1 8r1
= /lerlst s atddt

= i/SI f(z,y, 2)dSy

ESCREVENDO PARA A PRENDER 6.4

1.
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2. Como ilustragao, resolveremos o item (b).

(a) 0.
(b) Como L = 2%, M = y? e N = 0, temos que div (F) = 2(x + y) e do Teorema de Gauss

resulta
j{(F en)ds =2 // (x + y)dzdy.
0% S

Usando a mudanca de varidvel z = bu e y = 2v, que transforma a regiao delimitada pela

elipse em um disco unitério, encontramos

j{(Fon)ds = 2//S(x—|—y)dxdy

= 20 // (5u + 2v)dudv
u?24v2<1
2 1
= 20/ / (57 cos @ + 2rsen ) rdrdf = 0.
o Jo

3. Veja a resolucao do item (a).
(a) Como L =2z, M =x e N = z, temos que div (F) = 3 e do Teorema de Gauss, obtemos

F o= //F.nds_3///dxdydz

= 3vol () = 2ma®.
(b) =37 (c) 0.

4. Como L =z, M =0e N =0, segue do Teorema de Gauss que

/ /S zdydz = / / /Q div (F) dadydz = / / /Q dzdydz = vol () .

5. Usando regras de derivacao, obtemos

div(gVf) = div[(gfe)i+ (9f,)i+ (9f2)K]
= Ou(9fs) + 0y(gfy) + 0:(gf>)
= Yoo+ 9fzx + 9yfy+ 9fyy + 9212+ 9f2z
= gAf+VfeVy.

Considerando no Teorema de Gauss F = gV f, obtemos

//S(F en)dS = ///Q(div F)dzdydz = ///Q(gAf + V[ e Vg)drdydz

e observando que
_ 9
= Ton

///Q(gAf +VfeVyg)drdydz = //S gg{lds.

Fen=(gVf)en=g(Vfen)

chegamos a
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6. Considere f = g no Exercicio 5.
7. Considere g = 1 no Exercicio 5.
8. Basta permutar f e g no Exercicio 5 e em seguida subtrair.
9. 167/5.
10. —2ma?h?.

11. (e* = 5).

ESCREVENDO PARA A PRENDER 6.5
1. (a) =1 (b) 207 (c) =27 (d) 7® (e) 0.
2. (a) —V3ma® (b) 0 (c) BT (d) —

(@) -2r ()2 (f)720n (9)0 (h) —v2r.

(e[}

3. (a) 4r (b) =47 (c)

Ol

4. —m.
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A
Angulos diretores, 176

Area
de uma superficie, 238
elementar, 130, 238
em coordenadas cilindricas, 244
em coordenadas esféricas, 244
infinitesimal, 130

Aproximagao linear, 40

C

Campo

conservativo, 174

de forcas, 170

escalar, 9

gradiente, 174

gravitacional, 174

quadradoinverso, 174

radial, 173

tangencial, 173
Centro de massa

de uma placa, 142
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Classe de equivaléncia, 236
Compenente tangencial, 198
Componentes

de um campo vetorial, 172
Conjunto de nivel, 10
Conjunto

aberto, 3

compacto, 5

conexo, 6

de pontos, 1

fechado, 4

fronteira de um, 4

limitado, 5
Coordenadas

polares, 21, 114

cilindricas, 114

esféricas, 115
Curva

de nivel, 10

integral, 188

D
Densidade
de circulagao, 275
de corrente elétrica, 263
linear, 171
superficial, 141
volumétrica, 163
Derivada
de Newton-Leibniz, 32
direcional, 57
parcial, 33
parcial de ordem superior, 35
parcial mista, 36
Descontinuidade
essencial, 22
removivel, 22
Distribuicao de carga elétrica, 264, 265
Divergente, 177
Domfinio 6
admissivel, 207
estrelado, 209

E

Elemento linear, 254
Energia
cinética, 142, 170
potencial, 206
Equagao
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de conservagao da carga elétrica, 263 Green, ver Féormula de Green

I
Identidade de Green, 220

Infinitésimos, 46

de conservacao da massa, 263

de continudade, 178

de Laplace, 40

de Poisson para o potencial, 265 .
L Integral de linha

de transmissao de calor, 39 i )

independente do caminho, 201
Integral dupla, 129, 130

imprépria, 144

fundamental da eletrostatica, 264
Equagoes de Cauchy-Riemann, 40

Extremos
. . convergente, 144
condicionados, 92 .
. divergente, 144
vinculados, 92

Integral

F de Riemann, 129
Fluxo, 255, 258 de superficie, 247
Forma Diferencial, 172, 207 iterada, 131

de segunda ordem, 253 repetida, 131

exata, 207 simples, 128

total, 207 Intensidade de corrente elétrica, 263
Férmula de Gauss J

bidimensional, 217 .
- . Jacobiano, 107
tridimensional, 258

Formula de Green, 212 L

Férmula de Stokes Laplaciano, 177
bidimensional, 219 Lei de Coulomb, 264
tridimensional, 268 Lema Fundamental, 45

Férmula da Divergéncia, ver Férmula de Gauss Limite, 14

Funcao, 8 iterados, 18
valor de uma, 9 propriedades bésicas
antissimétrica, 35 confronto, 15
continua, 21 linearidade, 15
derivavel, 32 produto, 15
diferencidvel, 41 quociente, 15
diferencial de uma, 46 Linhas de um campo, 262
elementar, 23 M
grifico de uma, 9

Massa

homogénea, 56
. elementar, 142
imagem de uma, 9 )
de uma superficie, 252
Matriz
autovalores de uma, 85
Jacobiana, 49, 177
Hessiana, 84, 87

G polinémio caracteristico de uma, 85

incremento da, 46
simétrica, 35
valor médximo de uma, 78

valor minimo de uma, 79

Gauss, ver Férmula de Gauss simétrica, 85
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Maximo
absoluto, 78
global, 78
local, 78
relativo, 78
Método
de Indugao Finita, 131
dos Multiplicadores de Lagrange, 93
Minimo
absoluto, 79
global, 79
local, 79
relativo, 79
Momento, 142
Momento de inércia
de uma placa, 142
de uma superficie, 252
polar, 142
Mudanca de coordenadas, 111
Mudanca de Varidvel
em integral dupla, 147
em integral tripla, 160
Multiplicador de Lagrange, 93

(@)

Operador
divergente, 177
gradiente, 176
rotacional, 178
Ordem de integragao,
na integral dupla, 131
invertendo a ordem, 138

na integral tripla, 158

P
Paralelepipedo, 157

Parametrizacao

da esfera, 231

do cilindro, 230, 231

do cone, 231

de uma superficie de revolucao, 232
Plano tangente, 41, 61, 229
Ponto

critico, 81

de acumulagao, 6

de fronteira, 2, 4

de sela, 82

estaciondrio, 81

exterior, 2

extremo, 79

interior, 2

isolado, 6
Potencial eletrostatico 264
Primeira Forma Fundamental, 255
Produto Vetorial Fundamental, 229

R
Regiao, 6

simplesmente conexa, 6

horizontal simples, 134

vertical simples, 134
Regra da Cadeia

1° caso, 52

2° caso, 53

3° caso, 53

diagrama em &rvore, 54
Regra de Cramer, 108
Regras de derivagao, 65
Reta normal

equagao vetorial, 62
Reta tangente

no espaco, 63

no plano, 32

S

Somas de Riemann, 129
Superficie
de revolucao, 232
meridianos de uma, 233
paralelos de uma, 233
de nivel, 10
fechada, 237
forma cartesiana explicita, 227
forma cartesiana implicita, 227
forma paramétrica, 228
orientada, 234
parametrizada, 228

parcialmente regular, 232
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regular por partes, 232
regular, 229
simples, 237

Stokes, ver Férmula de Stokes

Superficies equivalentes, 236

T

Taxa instantanea de variacao, 56
Teorema da Divergéncia, 258
Teorema da Média
para integral dupla, 130
para integral tripla, 262
Teorema de Gauss, 258
Teorema de Green, 213
Formulagao Vetorial, 219
Teorema de Stokes, 269
Teorema
da Funcao Implicita 1, 104
da Funcao Implicita 2, 106
da Funcao Implicita 3, 107
da Funcao Inversa, 105, 113
de Fubini, 131, 134
de Weierstrass, 88
do valor médio - TVM, 45
Fundamental do Célculo, 54
Teste
da Segunda Derivada, 83, 86
do Hessiano, 83, 84
Toro de revolugao, 237
Trabalho, 170
Trajetérias ortogonais, 112

Transformacoes, 110

VvV
Vetor gradiente, 61

Vizinhanga
circular, 2
retangular, 2

Volume elementar, 134, 157

em coordenadas cilindricas, 161

em coordenadas esféricas, 162
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