2. DERIVADA PARCIAL CALCULO 2 - 2018.1

2.1 Calculando Derivadas Parciais

1. Em cada caso, calcule as derivadas z;, 2y, 2zz, 2yy € Zyz-
(a) z =322 + 93 (b) z = arctg (y/x) (c) z = zyexp (2? + ?)
(d) z =sen (zy) +log (2%y) (e) z=+/22+y?+1 (f) z = arccos (zy)

2. Em cada caso, calcule a derivada indicada da fungao z = f (z,y).

(a) z==xarcsen (z —vy); f(1,1/2) (b) z =exp (zy)sec(z/y); fy(0,1)
© 2= VT fuy(LO) € fru (1L0) () 2= ayln(e/y); 1, (1,1)

3. Considere a funcao ¢ : R? — R, definida por:

—1

o (2,y) = exp(m), se (z,y) # (0,0)

0, se (z,9) = (0,0).
Calcule, caso existam, as derivadas parciais ¢, (0,0), ¢, (0,0), ¢, (0,0) e ¢, (0,0).

4. Considere a funcao f : R — R definida por:

2
flay) = $2+y2))’ se (z,y) # (0,0)

0, se (z,y) =(0,0).

(a) Verifique que fz, (0,0) # fyz (0,0).

(b) Investigue a continuidade das derivadas parciais f, e f, na origem.

5. Se f(x,y) = 22 + 43, qual o valor de gi (2 +y*y) e ;ﬂc [f (22 + v y)]?

2

6. Mostre que a funcao z = satisfaz a equacao diferencial xz, + yz, = 2.

Ty
z2 +y?
. N 1 ? N :

7. Verifique que a fungao u (z,t) = W exp 15 ) t > 0 e k uma constante nao nula, satisfaz a
equacdo de transmissao de calor uy — kty, = 0.
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8. O operador de Laplace A, em R?, ¢ definido por A = 9., + Oyy. Mostre que as fungoes u (z,y) =

arctan (y/z) e u (z,y) = e* cosy satisfazem a Equac¢do de Laplace Au = 0.

9. Sob que condicoes a funcio u (z,y) = Ax? + Bzy + Cy? + Dx + Ey + F satisfaz & equacio de
Laplace Au = 0?7

10. Se u(z,y) e v (x,y) sao fungdes com derivadas parciais continuas até a 2% ordem e satisfazem as

equacoes Uy = Uy € Uy = —Vz, mostre que u e v atendem a equagao de Laplace.

2.2 Funcoes Diferencidveis

322y

1. Se z = f(x,y) é dada por: f(z,y) = g

se (z,y) # (0,0) e f(0,0) =0, prove que:

(a) A fungao f é continua na origem.
(b) As derivadas parciais f; e f, existem em todo R?, mas nio sdo continuas em (0,0).

(c) A funcao f nao é diferencidvel na origem. Por que isso nao contradiz o Lema Fundamental?
2. Falso ou verdadeiro? Justifique.

(a) Se f é diferencidvel em Py, entdo as derivadas parciais f; e f, existem em Fj.
(b) Toda fungao diferencidvel é continua.
(¢) Toda fungao continua é diferencigvel.
e z = f (z,y) tem derivadas parciais f; e f, no ponto Py, entdao f é continua em Fj.
d) S f tem derivad iais fr e fy to P tao f ¢ ti P
e) Se uma fungao z = f (x em derivadas parciais f, e f, continuas, entdo f é diferenciavel.
S funca ,y) tem derivadas parciai y tf , enta ¢ dif igvel
(f) Toda fungao diferencidvel possui derivadas parcias de 1% ordem continuas.

(g) Se as derivadas parciais f;, e f, existem em P, entao f é diferencidvel em Fy.

3. Use o Lema Fundamental e mostre que a func¢ao z = f (z,y) é diferencidvel no dominio indicado.

(a) z = 2%y*; D =R? (b) z=In(z*+y*); D =R*(0,0)

© =52 D=EN\0.0 @ :="2E D@y eRisty)
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4. Verifique que a funcdo f : R?— R definida por:

1
z? 2) sen(————),
f(z,y) = ) (Vx2+y2)

0, se (x,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

¢ diferencidvel na origem, embora as derivadas parciais f, e f, sejam descontinuas.

5. Estude a diferenciabilidade da fungao z = f (x,y), no ponto Py indicado:

(a) z=wexp(—y); Po=(1,0) (b) z = |zy?|; Py =(0,1)
(c) z=+/|ylcosz; Py =(0,0) (d) z=+/]zyl; Py =1(0,0)
(e) z =22 +y* Py=(0,0) () z=VIz|(1+y?); Po=(z,y)
3xy 1
(g)z: W,Se (m,y)#(0,0) (h)z: ;ya sex;éo € y#o
0, se (z,y)=(0,0); Py=(12) 0, sex=0 ou y=0; Pp=(0,0)

6. Calcule a diferencial das fungoes seguintes:

(a) f(z,y) =52° +4a’y —2y°  (b) f(z,y,2) = e"yz
(c) f(x,y) = wsen( ) (d) f (2,y) = arctan (y/x)

Y
1422
7. Se f(x,y,2) = zyz (x2 + 12+ 22)_1, se (z,y,2z) # 0 e f(0,0,0) = 0, mostre que as derivadas

parciais f;, fy e f. embora existam na origem, a funcao f nao ¢ diferencidvel em 0.

2.3 Aplicagoes Geométricas I

1. Certa funcao diferencidvel z = f (x,y) é tal que: f(1,2) =3, f.(1,2) =5 e f,(1,2) = 8. Calcule
os valores aproximados de f(1.1,1.8) e f(1.3,1.8).

2. Calcule, com duas casas decimais, os valores de: sen [1.991n (1.03)] e v/4.02 + v/8.03.

3. Um tanque cilindrico metdlico com tampa tem altura de 1.2 m e raio 80 ¢m em suas dimensoes
internas. Se a espessura das paredes é de 5 mm, calcular a quantidade aproximada de metal usado

na fabricacao do tanque.

4. Determine as equagoes paramétricas da reta tangente a curva dada no ponto Py indicado.
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10.

11.

24

3t —5y—z24+7=0 24yt +222=14
(a) Y L PR (1,2,0)  (b) Y R (1,3.2)

2?4?22 =4 z = 2xy (22 + 92 -
(c) P P(11,V2) (d) ( " Py(1,~1,-1)
r=1 y=—1

. Dois lados de uma &rea triangular medem x = 200 m e y = 220 m, com possiveis erros de 10cm.

O angulo entre esses lados é de 60°, com possivel erro de 1°. Qual o erro aproximado da drea?
)

Um observador vé o topo de uma torre sob um &ngulo de elevagao de 30°, com um possivel erro
de 10’. Se a distancia da torre é de 300 m, com um possivel erro de 10 cm, use a aproximagao

10’ ~ 0.003 rd e calcule a altura aproximada da torre e seu possivel erro.

As dimensées de uma caixa retangular sao 5m, 6m e 8m, com possivel de 0.01m em cada dimenséao.

Calcule o valor aproximado do volume da caixa e o possivel erro.

Duas resisténcias rq e r9 estao conectadas em paralelo, isto é, a resisténcia equivalente R é calculada
1 1

por B + —. Supondo que 1 = 30 ohms e aumenta 0,03 ohms e que ro = 50 ohms e diminui
T T2

0,05 ohms, determine a variagao aproximada da resisténcia total R.

O comprimento | e o periodo T de um péndulo simples estao relacionados pela equagao 1T =

2m4/1/g. Se o valor de [ é calculado quando T' = 1 seg e g = 32 pes/s?, determine o erro cometido
se, na realidade, T' = 1,02 seg e g = 32,01 pes/s?

Uma indistria produz dez mil caixas de papelao fechadas com dimensoes 3 dm, 4 dm e 5 dm. Se
o custo do papeldo é de R$ 0.05 por dm? e as maquinas usadas no corte do papeldo cometem erro

de 0.05 dm em cada dimensao, qual o erro aproximado na estimativa do custo do papelao?

Uma caixa sem tampa vai ser fabricada com madeira de 0.6 ¢m de espessura. As dimensoes
internas da caixa sendo 60 ¢m de comprimento, 30 ¢m de largura e 40 cm de altura, calcule a

quantidade de madeira usada na fabricacao da caixa.

Regra da Cadeia

. Considere as fungoes f e g, definidas por:

.I‘2y

fz,y) = /y In(1 +sen’t)dt e g(z,y) = / exp (cost) dt.
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10.

. Seja a fungao f(x,y) =

Use o Teorema Fundamental do Célculo e a Regra da Cadeia e calcule as derivadas fry € gzy-

. Se f(x,y) =sen(xz/y)+ In(y/z), mostre que x f, + yfy, = 0.

/2 2 2
i ++33y+y definida em D = {(z,y) € R% z+y #0}. Verifique
Ty
que f; e f, sao identicamente nulas em D, mas f nao é constante.

. Dada uma fungao real derivavel f : R — R, mostre que as fungoes ¢ (z,y) = f (x —y) e ¥ (z,y) =

f (wy) satisfazem as relagdes: ¢, + ¢, =0 e 2z, —yp, = 0.

dz )
. Calcule a nos seguintes casos:

(a) z=ye* +ze¥; x =t ey=sent (b)z:ln(1+x2+y2); r=Intey=e¢
(c)z=+/22+y% =3 ey=cost (d) z=uv?v+vw?+uwwd; u=t, v=tew=1

ow Ow )
Calcule — e — nos seguintes casos:

or 0Oy
(A w=uv+v} u=3c—yev=x+2y (b)w=mhE+s);t=a>+y’es=3ay
() w=3u+Tv; u=2a’yev= /Ty (d)w=cos(E+n); E=x+yen= /2y

y
Considere a fungao f (z,y) = / exp (tz) dt. Calcule as derivadas parciais fs, f, e frs, N0 caso

x

emquemzrs4ey:r4s.

Sejam 7 = xi+yj o vetor posicio do ponto P (z,y) e r = ||7]| . Dada uma funcéo f: R — R, duas

vézes derivavel, represente por g a funcao g (z,y) = f (r) e mostre que
Ag = grr + £9r-

Considere duas fungoes reais f : R — Re g: R?>—= R e sejam w = f (u) e u = g (z,y). Admitindo

a existéncia das derivadas envolvidas, deduza que
Aw = " (u) (g2 + g5) + [ (v) Ag.

Uma fungdo f : D C R? — R ¢ dita homogénea de grau n quando f (tz,ty) = t"f (z,y), Vt >

0, V(z,y) € D. Mostre que qualquer fun¢ao homogénea f satisfaz a relagao:

zfy (z,y) +yfy (z,y) =nf(z,y) em D.
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11. Verifique que as funcoes z = 22 +y% e z = (:132 — 3zy + yz) (2:132 + 3y2)_ 2 s50 homogéneas.

12. Com as hipéteses do Exercicio 2.10 e admitindo que x = rcosf e y = rsen 6, mostre que

du_tov v 1w
or  rob or  rdo’
13. Se f (u,v) é uma funcao diferencidvel e z = f (z — y,y — x), mostre que z, + z, = 0.
14. Suponha que as fungoes ¢ e ¥ sejam derivéveis e que ¢’ (1) = 4.

(a) Se f(z,y) = (2% +9°) ¥ (z/y) , mostre que zfy (v,y) +yfy (z,y) = 2f (z,y).

(b) Se g(z,y) = ¢ (x/y), calcule g, (1,1) e g, (1,1).

2.5 Derivada Direcional e Gradiente
1. Calcule a derivada direcional da funcao z = f (z,y), no ponto Py, na dire¢ao indicada.

(a) z =23 + 522y, Py(2,1) na diregdo da reta y = .

(b) z=yexp (zy), P (0,0) na direcio da reta 7 = 4i + 3;.
(c) z =% —y?%, Py(2,3) na diregio tangente a curva 2z + 5y = 15, no ponto (0,/3).

2. Calcule a derivada direcional EY, nos seguintes casos:
U

k.

N[ =

(a) f(:):,y,z):e*ysenx+%e*?’ysen3x—|—22; Py (7/3,0,1) e 11’:—%5'—1—725—1—

(b) f(z,y,2) =22y +3yz%; Po(1,—-1,1) e @=3%i—2j+ 2k
(c) f(x,y,z):ln(x2+y2+z2); Py(1,1,1) e ﬁ:—%;—i—%f—i—%g.

3. Calcule o valor méximo da derivada direcional da fun¢ao w = f (x,y, z) no ponto Py :

(a) w=(z2+12+22)""; Py(1,2,-3).
(b) w=e"cos(yz); FPo(1,0,m).

4. Seja z = f (x,y) uma funcdo diferencidvel em cada ponto do circulo z? + y? = 1. Mostre que a

derivada direcional de f no ponto (z,y) na direcao da tangente ao circulo é —y f, + z fy.
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D.

6.

10.

11.

Encontre o plano tangente e a reta normal & superficie dada, no ponto indicado:

(a) z=2%—y% P (1,1,0).
(b) 22 +2y2+322=6; Py(1,1,1).

(c) z=uzv/2?+y% P (3,—-4,15).
(d) z2=+/9—22—y% Py (-1,2,2).

Seja v a curva em R? descrita por: = sent, y = sent e z = cos2t, 0 < t < 27. Mostre que a
curva v estd contida no paraboléide z2 + 42 + z = 1 e determine a reta tangente e o plano normal

a curva no ponto correspondente a t = /4.
Calcule Vf e verifique em cada caso que este vetor é normal as curvas ou superficies de nivel.
(a) f(z,y) =2>+y*

(b) f(z,y) =exp (2® + 7).

(¢) f(x,y,2) =222+ 2y* — z2.

Seja f (z,y,2) = 3z + by + 2z e denote por U o campo de vetores normais exteriores a esfera

22 + 9% + 22 = R%. Calcule a derivada direcional Dyf (z,y, 2) .

. Calcule a derivada direcional no ponto Py (3,4, 5) da funcio w = 2%+ y? + 22, na direcdo tangente

2+ —22=0
a curva no ponto Fp.
202 4+ 29% — 22 =25

2

Considere a funcao f(z,y) = se (xz,y) # (0,0) e f(0,0) = 0. Verifique que f tem

?
z2 4+ y?
derivada direcional na origem em qualquer direcao, mas nao é af diferencidvel.

Admitindo as operacoes possiveis e considerando A constante, prove as seguintes regras de derivacao

para o operador Gradiente:

(a) Linear: V(Af+g)=X-Vf+Vg.
(b) Produto: V(fg)=g-Vf+f-Vg

(c¢) Quociente: V (f/g) = gig—2ng
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12. Seja 7= zi+ yf—i— 2k o vetor posi¢do de um ponto P (x,vy,2) do R? e represente por r sua norma.

Se f(t) é uma fungao real derivdvel, mostre que:

Usando essa férmula, calcule V (r), V (1/r) e V (Inr)

13. Se0<a<1/2e f(z,y) = |zy|”*, mostre que:

(a) f2(0,0) = f,(0,0) = 0.

(b) f tem derivada direcional na origem apenas nas dire¢oes iej.

2.6 Aplicagoes Geométricas II

1. Determine a reta tangente a curva -y, no ponto Py indicado.

322+ 2 +2=14 3zy +2yz+6=0
(a) v ; PO (172?73) (b) v ; PU (]-a*QaO)
—22 4?4+ 22 =12 2?2 —2zz4y?z =1

2. Calcule a derivada direcional no ponto Py (1,2,3) da funcio w = 222 — 32 + 22, na direcio da reta

que passa nos pontos A (1,2,1) e B(3,5,0).

3. Considere a curva v de equacdes paramétricas z =t, y =t2 e 2 =13, —00 < t < 00.

(a) Determine a reta tangente e o plano normal no ponto Py (2,4,8).
(b) Determine a reta tangente que passa no ponto P; (0,—1,2).

(c) Verifique se existe reta tangente passando no ponto @1 (0, —1,3).

4. Seja f : R — R uma funcdo derivdvel, com f’(t) > 0, Vt. Se g (z,y) = f (2 + y?), mostre que a

derivada direcional Dzg (z,y) serd maxima quando ¥ = zi + yj

5. Se f: R — R é uma funcao derivdvel, mostre que os planos tangentes & superficie de equagao

z =yf (x/y) passam todos pela origem.

6. Determine o plano tangente & superficie z = 222 + 32 — 32y, paralelo ao plano de equacio 10z —

Ty —2z+5=0.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Determine um plano que passa nos pontos P (5,0,1) e @ (1,0,3) e que seja tangente a superficie

w2+ 22+ 22 =1

. Determine os pontos da superficie z = 8 — 322 — 2y? nos quais o plano tangente é perpendicular

aretax=2-3t, y=7+8t, z=5—1.

. Em que ponto da superficie z = 322 — y? o plano tangente é paralelo ao plano 3z 4y + 2z = 1?

2

Determine em que pontos da superficie z = 2 — zy + y? — 2z + 4y o plano tangente é horizontal.

Mostre que a reta normal & esfera 2 + y? + 22 = 2, no ponto P, passa pela centro da esfera.

A temperatura T no ponto (x,y) de uma placa metélica circular com centro na origem vem dada

400
or T'(z,y) = ———— °C. Qual a direcdo que se deve tomar a partir do ponto A (1,1) de
por T (z,y) Ry Q Gao q v p p (1,1)
modo que a temperatura aumente o mais rdpido possivel e com que velocidade T (x,y) aumenta

ao passar pelo ponto A nessa direcao?

Um ponto P se move ao longo de uma curva  em um campo escalar diferencidvel w = f (z,y, 2)
a uma velocidade %. Se T representa o vetor tangente unitdrio & curva -y, prove que a taxa

- ds
instatanea de variagao de w em relagao ao tempo, no ponto P, é (T - Vf)a

A superficie de um lago é representada por uma regiao D do plano xy de modo que a profundidade
(medida em metros) sob o ponto (z,y) é p(x,y) = 300 — 22 — y2. Em que direcio um bote no
ponto A (4,9) deve navegar para que a profundidade da dgua decresga mais rapidamente? Em

que direcao a profundidade permanece a mesma?

A temperatura no ponto (x,v,2) do cilindro 22 + y? = 1 vem dada por T (z,y, z) = 2y + 2. Qual
a taxa instanténea de variagdo da temperatura, em relacao a ¢, ao longo da hélice x = cost, y =

sent, z =17 Qual a taxa no ponto Py (1,0,0) da hélice?

A temperatura no ponto (x,y) de uma placa retangular é 7' (z,y) = x sen2y. Um ponto P se move
no sentido hordrio, ao longo do circulo unitario centrado na origem, a uma velocidade constante de
2 unidades de comprimento de arco por segundo. Qual a velocidade de variacao de temperatura

no instante em que o ponto P se situar em (1/2,v/3/2).
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2.7 Maximos e Minimos

1. Encontre e classifique os pontos criticos da fungao z = f (x,y) e determine se ela tem extremo

absoluto em seu dominio.

(a) z=ay (b) z = 2zt — 22° + 4oy + o2 (c) z = ay® + 2%y — ay
(d) z=2% —ay+y* (e) z =2+ 22y + 3y? + 4z + 6y () z=at + 9% + 320 — 9y
(g z=1-22-2y> (h)z=223+3y3 30 —4y-3 (i) z =In(xy) — 2z — 3y
()z=a22-2zy+y?> (k) z=ay>+3y? - 3ay+2x—4y+1 (1) z=2a>—3zy® +9°

2. Verifique que no domfnio D = {(z,y) € R?; > 0ey > 0} a funcdo f do Exercicio 1 item (i) néo
tem minimo. Qual o maior valor que f assume em D? Construa uma func¢ao continua em D que

nao possua maximo nem minimo.

3. Determine o mdximo e o minimo (absolutos) de z = f (z,y) no conjunto D indicado.

(a) z=ay; D:222+ 92 <1 (b) z=x+y; D é o quadrado de vértices (£1,+1)
(c) z= (m2+y2)71; D:(z—2%4+4y2<1 (d) z==ze *cosy; D:[-1,1] x [-m, 7]
() z=a?+2y% —a; D:2?>+¢y> <1 ) z=a3+9>-30—-3y; D:0<x<2; |yl <2

4. Determine o(s) ponto(s) da curva x = cost, y = sent, z = sen(¢/2) mais distante(s) da origem.

5. Quais das funcdes seguintes tem um méximo ou mfnimo em todo plano R??
(a) z =e¥ ¥ (b) z = e~ **~¥* (c) z = 2% — 2z (seny + cosy) .

6. Determine o(s) ponto(s) da superficie z = zy + 2 mais préximo(s) da origem.

7. Determine a distancia (mimima) da origem a curva z2 = (y —1)*. Por que o Método dos Multi-

plicadores de Lagrange nao se aplica nesse caso?

8. Com auxilio do Método dos Multiplicadores de Lagrange, encontre os extremos da fungao z =

f(z,y), sujeita ao vinculo g (z,y) = 0.

(a) z=3x+4y; g(z,y) =2 +y* -1
(b) z=cos?x +cos’y; g(x,y)=x—y—7/4, 0<x <
(¢) z=x+y; g(z,y)=zy—16, z>0, y > 0.

(d) w=xy+yz+zz; g(z,y) =22+ +22 -1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

e) z=a>+y% g(zy) =2t +y' - L

w=uayz; g(r,y)=zy+yz+zz—2, >0, y>0, 2z>0.
w=z+y+z glry =22+y>+22-1.

h) w=(x+y+2)?%; glzy) =22+22+322— 1.

() z=22+2y% g(z,y)=3x+y—1

z=a2%y%  g(x,y) =4a? +9y? - 8.

. Encontre o ponto da parabola y? = 4z, mais préximo do ponto Py (1,0).

Calcule a distancia da origem & curva 522 + 5y + 6zy = 1.

Determine os pontos da curva intersecio do elipséide 22 +4y? +422 = 1 com o plano x —4y —z = 0

mais préximos da origem.

Determine 3 nidmeros positivos cuja soma seja o e o produto o maior possivel.

Se x,y e z sdo numeros reais nao negativos, mostre que Jxyz < % (x+y+2).
Determine o ponto do paraboléide z = 22 + 3? mais préximo do ponto A (3, —6,4).
Determine o ponto da elipse 2% + 4y? = 16 mais préximo da reta z — y = 10.

Calcule o maior valor assumido pela fungao f (x,y) = senxsenysen (x + y) na regido compacta

R:0L2x<rm <0<y<m, 0<x+y<m.
Determine os extremos da funcio f (x,y) = 823 — 32y + y3 no quadrado Q : [0, 1] x [0, 1].
Calcule o maior valor da expressio x (y + z) quando 22 +y?> =1 e zz = 1.

Entre todos os pontos do paraboléide z = 10 — 22 — y? que estdo acima do plano z + 2y + 3z = 0,

encontre aquele mais afastado do plano.

Identifique os pontos criticos da fungdo f (z,y, z) = 222 + y? + 22, sujeitos a condicio z2yz = 1.
Calcule a distancia da pardbola y = 22 + 1 a reta z —y = 2.

Calcule a distancia do paraboléide z = x2? + y? + 10 ao plano 3z + 2y — 6z = 0.

Quais os pontos da elipse 2 + 2y + y? = 3 mais préximos e mais distantes da origem?
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2.8 Problemas de Maximos e Minimos

1. A temperatura T no disco 22 +y? < 1 é dada por T (z,y) = 222+ y? —y. Em que ponto do disco

a temperatura ¢ mais alta e em que ponto ela é mais baixa?

2. A temperatura 7' em um ponto P (z,y, z) da esfera 22 +y%+ 22 = 4 ¢ dada por T (P) = 100zy>z2.

Em qual ponto da esfera a temperatura é maxima e em qual ponto ela é minima?

3. Uma caixa retangular sem tampa deve ter 32m? de volume. Determine suas dimensoes de modo

que sua drea total seja minima.

4. Determine o volume da maior caixa retangular com lados paralelos aos planos coordenados que

22 g2 2
pode ser colocada dentro do elipséide — + = + — = 1.
a b2 2

5. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS A reta f(z) = ax + b que melhor se ajusta aos dados
A1 (z1,91), Az (z2,92), -, An(zn,yn) € aquela em que os coeficientes a e b minimizam a fungao

E(a,b) = " [f (z;) — y;]? . Esta reta denomina-se regressio linear. Encontre a reta que melhor

se ajusta aos dados A (1,3), B(2,7) e C(3,8).

6. A figura ao lado exibe a posigdo relativa de trés cidades A,
, ' , YA C(5,6)

B e C. Urbanistas pretendem aplicar o Método dos Minimos
Quadrados para decidir onde construir uma nova escola que
atenda as trés comunidades. A escola serd construida em um

ponto P(z,y) de tal forma que a soma dos quadrados das dis-

tancias da escola as cidades A, B e C seja minima. Determine

a posicao relativa do local da construcao. Fig. 2.1

7. Veja na tabela abaixo as médias semestrais e as notas do exame final de 10 alunos de Célculo 2.

Média Semestral: 4,0 55 62 68 72 7.6 80 86 90 9.4
Exame Final: 30 45 65 72 60 82 76 92 88 9.8

Ajuste uma reta aos dados e estime a nota do exame final de um aluno com média semestral 7,0.

8. Dentre as caixas retangulares de mesma &rea, mostre que a de maior volume é o cubo.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

A drea do triangulo com perfmetro p é A = \/s(s—a)(s—b)(s—c), onde p = 2s = a+ b+ c.

Dentre os tridngulos com perimetro p, mostre que o de drea méaximatridngulo é o eqiiildtero.

Um paralelepipedo retangulo, no primeiro octante, possui 3 de suas faces nos planos coordenados.
Seu vértice oposto & origem estd no plano 4x + 3y + z = 36. Determine esse vértice de tal forma

que o paralelepipedo tenha volume méximo.

Uma indtstria fabrica caixas retangulares de 8m? de volume. Determine as dimensdes que tornam

o custo minimo, se o material para a tampa e a base custa o dobro do material para os lados.

2 2
Determine o retangulo de maior perfmetro inscrito na elipse — + i
a

A resisténcia de uma viga retangular varia como o produto de sua largura pelo quadrado de sua

profundidade. Determine as dimensoes da viga de maior resisténcia, cortada de um toro cilindrico,

com secoes elipticas de eixos maior e menor medindo 24cm e 16¢m, respectivamente.

Uma janela tem o formato de um retangulo superposto por um
tridngulo iséceles, como mostra a figura ao lado. Se o perfmetro

da janela é 12m, calcule z,y e 8, de modo que a drea da janela 0

seja a maior possivel.

x

T " Fig, 2.2

Trés componentes elétricos de um computador estao localizados em A (0,0), B(4,0) e C(0,4).

Determine a posicao de um quarto componente de modo que a demora do sinal seja minima.

Trés genes A, B e O determinam os quatro tipos sangiiineos humanos: A (AAou AO), B (BB ou
BO) e AB. A lei de Hard-Weinberg estabelece que a proporgao de individuos de uma populagao
que sao portadores de 2 genes diferentes é governada pela férmula P = 2pq + 2pr 4+ 2rq, sendo
p, q e r as proporgoes de genes A, B e C, respectivamente, na populagdo. Prove que P néo excede

2/3. Note que p, ¢ e r sdo nao negativos e p+q+r = 1.
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17. Uma tenda ¢é projetada na forma de um cilindro circular reto,

s -

. h
com teto de forma conica, como sugere a figura ao lado. Se o I

cilindro tem raio igual a 5m e a drea total da superficie que
envolve a tenda é 100m?2, calcule a altura H do cilindro e a H

altura A do cone, de modo que a tenda tenha o maior espaco

interno possivel. | eI ] 4

Fig. 2.3

FIQUE ALERTA! A condicao V f+AVg = 0 é necessdria, mas nao suficiente para garantir a ocorréncia
de um valor extremo de f (z,y), sujeito a restrigao g (z,y) = 0. Por exemplo, considerando f (z,y) =
x +y e a restrigao zy = 16, o Método dos Multiplicadores de Lagrange nos conduz a P; (—4,—4) e
P, (4,4) como candidatos a pontos extremos, embora f nao tenha mdximo na hipérbole zy = 16. No

1° quadrante o valor de = + y serd tao maior quanto mais distante da origem estiver P (x,y).

2.9 Funcoes Implicitas e Jacobianos

1. Verifique a aplicabilidade do Teorema da Fungao Implicita e calcule y' (Py) e y" (Fo) .
(@) y> —zy+22-3=0; P=(2,1) (b)In(zy)+ay*—1=0; Py=(11)
(c) xlnz+ye? =0; Py =(1,0) (d) In(zy) =22y +2=0; Py=(1,1).

d
2. Use o Teorema da Funcao Implicita e calcule d—x no ponto Py especificado.
Y
(a) y2 4+ 23 — cos (zy) = 0; Py = (1,0) (b) 222 + 4% —In ($2 + y2) =2; Py=(1,0).

0z 0
3. Calcule 8—2 e 8—2, onde z = f (z,y) é definida pela equagao:
T Yy

(a) 22 +y? + 22 =1 ®) zy(l+z+y)—22=0 (c) 2% — 3yz + cosz = 0.

) u+ v+ sen (zy) =0 ) .
4. Resolva o sistema e determine u e v como funcoes de x e y.

3ut+2v+22+1y2 =0

5. Um gds ideal obedece a seguinte lei: PV = kT, sendo k constante e P, V e T, respectivamente,

oP OV OT

v ar P

a pressao, o volume e a temperatura. Deduza a relacao:
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6. Se F (z,y,z) = 0, sendo w = F (x,y, z) uma fungao diferencidvel tal que F (Py) = 0, F, (Pp) #

Ox 0y 0
0, Fy (Py) #0e F, (Py) # 0, mostre que em P vale a relagao a—za—za—z =—1
7. Calcule o Jacobiano das transformagoes seguintes:
u=2xr—y u =3z + 2y u=e*—y x =rcosf
(a) (b) (c) (d)
v=z+4y v=1x—Yy v=2z+ 5y y = rsenf
u=2xr+vy U=2TCOSY — 2 x =rcost x = psen  cosf

(e) v=2y—2 (f) v=xseny + 2z (g) y = rsend (h) y = psen psenf

w =3z w= 2%+ 9?2 z=2z Z = pcosy

8. Admitindo a continuidade das derivadas envolvidas, prove as seguintes relagoes:

2 D) 0 ) _ 9
d(u,v) 0(z,y) d(u,v) 9(z,w) 9(z,w)

9. Considere = e y e z fungoes de u e v, definidas pelo sistema:

22 —ycos (uv) + 22 =0 (F=0)
2?2+ y? —sen (uv) +222-2=0 (G=0)
xy —senucosv + z = 0. (H=0)

0 0
Calcule 92 X no ponto de coordenadas x =1, y=1, 2=0, u=7/2ev =0.

ou Ov

) ) ud —2u—v—-3=0 .
10. Admita que o sistema define u e v como fungoes de = e y e calcule as
2?4+ —u—-4=0

v Ov
derivadas — e —, nopontoem que z =1e y = 2.

dr Oy

) ) 22 —at—y? 2 +25s+2=0 .
11. Admita que o sistema define x e y como fungoes de t e s e
v —2t+at? —ys+s2—6=0

Oor Or O 0
calcule as derivadas a—f, 8;:’ a—i e a—z, nopontoemquex =2,y=0,t=1es=1.

. - u=e"+y
12. Considere a transformagao T :

v =3e® — 2y5.

(a) Calcule o jacobiano da transformacao 7" e de sua inversa.



16 CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS MARIVALDO P. MATOS

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

0 0
(b) Calcule as derivadas by —y, no ponto em que x =0ey = 1.

ou Ov

Considere a transformagao 7" (u,v) = (z (u,v) ,y (u,v)), com jacobiano J # 0. Deduza as seguintes

regras de derivacao:
_ -1 _ -1 _ -1 _ -1
Up = Yp o J 7, Uy =Ty J 0, Vp=—Yy-J T, vy =y

Considere a transformagao T (u, v, w) = (z (u,v,w),y (u,v,w), z (u,v,w)), com jacobiano J # 0.

10 (y,2) ~ 10(z,2)

Ja(w,w T T To(w)

Mostre que u, = Deduza expressoes andlogas para as derivadas:
Uzy Vg, Vy, Uz, Wy, Wy, € Wy.

Verifique que a mudanca de coordenadas T : (§,m) = (z + ct,x — ct) transforma a equagao de

ondas uy — c*uz; = 0, ¢ > 0, na equacdo simplificada ug, = 0.

Mostre que a mudanca de coordenadas (u,v) = (az + by, cx + dy) transforma o quadrado de
- |9 (u,0)
vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1) em um paralelogramo de drea 7y
T,y
2,2
Verifique que a mudanga de coordenadas T': (u,v) = (z/a,y/b) transforma a elipse — + i 1 no
a

circulo unitédrio de centro na origem do plano uv. Defina uma mudanca de coordenadas T : R3 — R3

2 2 2

+ — =1 na esfera unitéria.

que aplica o elipséide v + Tz

2

Qual a imagem da circunferéncia 22 + y? = a2, a > 0, pela transformacdo T (z,y) = (4z,%)?

Determine a imagem da reta z = A pela mudanga T' (z,y) = (e” cosy, e* seny) .

2

Esboce no plano xy a regido delimitada pelas pardbolas 22 =y, 22 =2y, y> =z ey? =2z e

determine a imagem dessa regido pela mudanca de coordenadas z? = yu, y? = xv.

Determine a imagem da regiao R : |z| + |y| < 1 pela mudanca de coordenadas T : (u,v) =

(x +y,x —y). Qual a imagem da hipérbole zy = 1 por T

Seja f : R — R uma funcao com derivada continua e positiva. Mostre que a transformacao
T : R? — R definida por T (u,v) = (f (u),—v +uf (u)) tem jacobiano nio nulo em qualquer
ponto (u,v) sendo, portanto, invertivel. Verifique que T~ (z,7) = (f_1 (), —y+af? (37)) .
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23. Em cada caso é dada uma mudanca de coordenadas (u,v) = T (x,y). Descreva as retas u = k e
v = k nos dois sistemas de coordenadas (plano xy e plano uv) para os valores k = —2, —1, 0, 1, 2.
Determine a transformacao inversa 771,

() T (2,y) = (32, 5y) (b) T'(z,y) = (z —y,20+3y) (c) T(z.y) = («%,2 +y)
(d) T(z,y) = (z+1,2-9%) (e) T(z,y) = (", ¢¥) () T (z,y) = (**,e”%)

24. Em cada caso encontre a imagem da curva 7 pela mudanca de coordenadas T (z,y).
(a) v & o retangulo de vértices (0,0),(0,1),(2,1) e (2,0); T (x,y) = (3z,5y).
(b) v éocirculo 22 +y?> =1; T (x,y) = (32,5y) .

(c) ~v ¢ o triangulo de vértices (0,0), (3,6),¢ (9,4); T (z,y) = (y/2,2/3).

e) yéaretax+2y=1;, T(z,y)=(r—y,2x+ 3y).

(
(

)
)
)
(d) yeéaretadz —2y=4; T (x,y) = (y/2,2/3) = (y/2,2/3).
)
f) 7 é o quadrado de vértices (0,0), (1, —1),(2,0) e (1,1); T (z,y) = (52 + 4y, 2z — 3y) .
)

(g) vyéoocirculo 22 +9%2=1; T (z,y) = (5 + 4y,2z — 3y).
25. Seja v a curva no plano xy descrita por v : a (az2 + y2) +br+cy+d=0.

(a) Identifique v como sendo uma reta ou um circulo, conforme seja a = 0 ou d = 0.

. . ~ X -y
b) Det d la transf T = .
(b) Determine a imagem da curva «y pela transformacao 7' (x,y) (332 i y2)

2.10 Coordenadas Curvilineas

As quantidades 7, 6, z no Exercicio 2.9(7g) denominam-se coordenadas cilindricas, enquanto p, 0, ¢

definidas no Exercicio 2.9(7h) sao as coordenadas esféricas do ponto P (z,y, z) .

esféricas: p, 0, ¢ cilindricas: , 6, z
A ZA
P(CL', y) P(m} y)
> p
z d) p 2
z z
0 x Y 0 4 x Y
« Yy r'g Y
T T

Fig. 2.4a Fig. 2.4b
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1. Complete a seguinte tabela de coordenadas.

cartesianas: (z,y,z) cilindricas: (r,0,z) esféricas: (p,0,p)

(2,2,-1)

(12, 7/6,37/4)

(1,1, —/2)

(1,7/4,1)

2. Em cada, identifique a superficie descrita em coordenadas cilindricas.
(a)r=4 (b)O=m/4 (c)z=2r (d)3r2+22=9 (e)r?+22=16 (f) rsect =4.

3. Identifique a regido do R3 descrita em coordenadas esféricas por:

(a) p==6cosfseny (b) p=>5cosecy (c) O =m/6 (d) cosp =4
(e) p=m/4 (f) 2 =3p=0  (g) pcosfsenp =1 (h) p=2cosyp
(i) tanf =4 (G)p=a (k) p2—3p+2<0 (1) p= cosecpcotgp

4. As superficies dadas abaixo estao representadas por suas equacoes cartesianas. Passe as equagoes
para coordenadas cilindricas e esféricas.
(a) Esfera: 22 + 9%+ 22 =4 (b) Paraboléide: 4z = z2 + >
(c) Cone: 22 + 3% —422 =0 (d) Hiperboléide: 22 + 7% — 22 =1
(e) Plano: 3x +y — 42z =0  (f) Cilindro: 22 + 32 = 4.

5. Sejam = = x (u,v) e y = y (u,v) definidas implicitamente pelo sistema:

2 2
Tty u=v
|
T+ Yy =u.
(a) Expresse as derivadas z,, e y, em termos de z,y,u e v.

(b) Determine um par de fungoes z = x (u,v) e y = y (u,v) definidas pelo sistema (x).

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.1

1. As derivadas sdo calculadas usando regras bésicas de derivacdo. Abaixo apresentamos as derivadas

d it bstituf fo e+ por A
Zyy Zy, Zams Zyy € Zyx, Nessa ordem, e no ftem (c) substituimos a expressao e por A.
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(a) 6z, z,=3y% 6, 6y e O.

—y T 2xy —2zy o y?—x
2 +y? 224 y? (a2 492)2 (a2 4 y2)? (22 +y2)*
(¢) 2224+ 1)y-A, (2y*+1)z-A, (6+42?)zy-A, (6+4y*)zy-A e (14227 +2y%) A

2
(b)

(d) ycoszy + %, x cos Ty + %, —y?senxy — m%, —z?senwy — y% € CosTy — TYysenzy.
() x Y 1+92 1+ 22 o —xy '
Vita?+y2 1+a2+¢2 (+a2+92)%? Q+22+92"7 (1422 +42)%°
-y —x —xy3 —z3y -1

f , , , e —————7>.
() VI—z2? JT—a2? (1- a:2y2)3/2 (1 — 22y2)*/? (1 — 22y2)*/?

2. (a) m/6+2/v3 (b) 0 (c) fuy (1,0) = fye (1,0) =0 (d) —1.

20 F (x, 20F (x,
3. Se E (z,y) = exp[—1/ (z* + y?)], temos ¢, = :1:2—1(—y2y) e py = W? para (z,y) 7 (0,0), e

na origem as derivadas sao calculadas pela definigdo. Temos

p(h,0) . e UM L 9(0,k)
o = lim =0 e goy(0,0)—lyi]% -

h—0 h =0

¥ (0,0) = lim

Agora, notando que ¢, (0, k) = 0, encontramos

. Pr (O’ k) Rz (07 O) . 0
p— 1 p—
kli% k k—0 k

2y (0,0) = §y (62) 0,0)

De modo andlogo mostra-se que ¢, (0,0) = 0.

4. Um célculo direto nos da:

oty — y° + da?y? 25 — wyt — 4a3y?
5 N2 ; S€ («T,y) 7é (070) ) 2\2 » S€ (:C’y> # (0’0)
fo= (x2 +y?) e fy= (z2 +y?)
0, se (z,y) =(0,0) 0, se (z,y) = (0,0).

(2) foy (0,0) = I?L% k T ko0 kB

(b) Mostremos que a derivada parcial f, é continua na origem. Para isto usaremos o Teorema

= —1. De modo similar, temos fy, (0,0) = 1.

do Confronto. Temos:
vly =y + 42| _ Jylyt + [yl 2® + 4%y [y
(@2 +y2)* |~ (22 + y2)?

Nass extremidades g =0 e h = 6 |y| o limite na origem é 0 e, assim,

0 <|fe(z,y) = <6lyl.

lim  f, (z,9) = 0= f,(0,0),
ey f2 (@) f2(0,0)

o que demonstra ser f, continua em (0,0). Da mesma forma deduz-se a continuidade de f,.

A conclusao pode ser estabelecida, também, pelo Teorema do Confronto!
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0 0
9. aii( 2+y2,y) :2(;p2+y2) e%[f(x2+y2,y>]:4q;($2+y2)

6. Calcule as derivadas 2, e z, e em seguida o valor da expressao xz; + yzy.

7. Calcule as derivadas u; e ugz, para, em seguida, comprovar a relacao us — kg, = 0.
8. Para u = €” cosy, temos u,,; = e* cosy e u,y = —e” cosy e, portanto, Au = 0.

9. Temos que Uy, = 2A e uyy = 2C e, portanto, Au = 0 se, e somente se, A+ C = 0.
10. Uz = vy = Ugy = Vyg € Uy = —Vp = Uyy = —Vgzy. LOO, Aulug, + Uyy = 0.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.2

3r3 cos? A sin 0

5 — 0, com r — 0. Logo,

1. (a) Independente da diregao 6, temos f (rcos@,rsend) =

,
lim f(z,y)=0= f(0,0) e f é continua em (0,0).
(z,9)—(0,0)
(b) As derivadas parciais f; e f, sao dadas por:
6zy3 3zt — 3a2y?
ﬁ, Se (ﬂf, y) 7é (0, 0) ﬁ’ Se (.’L', y) 7é (0, 0)
fr=14 (@*+y?) e fy=1 @*+y?)
0, se (z,y)=1(0,0) 0, se (z,9)=(0,0)

e considerando os caminhos 7, : y =0 e v, : y = x vé-se que f; e fy nao tém limite em (0, 0),
sendo, conseqiientemente, descontinuas af.
E(hk) 3h2k
VRZ+E2 (k2 4+ k2)%?

nao é diferencidvel em (0,0). Isto ndao contradiz o Lema Fundamental, porque neste caso ele

(c) Note que, neste caso, nao tem limite em (0,0) e daf resulta que f

nao se aplica.

2. V, V, F, F, V| F, F. Recorde-se que uma fungao z = f (z,y) é diferencidvel no ponto Py (z¢, 3o)

quando as derivadas parciais f, e f, existirem em Fy e:

f($0 +h7y0 +k) - f(x()uy()) +f1: (3307y0)h+fy (‘r(]ayo)k—i_E(h)k)a

E (h, k)
Vh? + k2

(a) Conseqiiéncia direta da definicao.

— 0, quando (k, h) — (0,0).

onde
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(b) Faca h,k — 0 e deduza que f (zo + h,yo + k) — f (x0,y0). Isto é a continuidade de f em Py.
(c¢) A fungao do Exercicio 2.11 é um contra-exemplo.

(d) A funcao
Yy
5 o7 S€ (J?, y) 7é (07 0)
floy) =4 »*+y?
0, se (x,y9)=(0,0)
tem derivadas parciais de 1* ordem na origem, mas nao é diferencidvel ai.
(e) Esta afirmagao é o Lema Fundamental!

(f) A fungao do Exercicio 4, da Segao 2.2, é um contra-exemplo.

(g) A existéncia das derivadas f, e f, nao implica, sequer, na continuidade.

3. Todas as fungoes apresentadas e suas derivadas 2, e z, sao funcoes elementares do célculo sendo,
portanto, continuas no interior de seus respectivos dominios. Sendo as derivadas parciais continuas,

segue do Lema Fundamental que as fungoes sao diferencidveis.

4. As derivadas parciais f e f, na origem sdo nulas e em um ponto (z,y) # (0,0) elas valem:

1
2

1
1 ) zcos (22 +y?) 2 =2 ( 1 y cos (z? + y?)

_ e = 2ysen -
/22 1 42 (22 + y2)%/? Y /22 + 2 (22 + y2)3/?

Mostre que f; e f, nao tém limite na origem e conclua que essas derivadas sao descontinuas em

fz = 2xsen(

(0,0). Quanto a diferenciabilidade, observe que:

E (h,k) . 1
—— = V/Rh2 + kE2sin(————=
Nl o

o que acarreta na diferenciabilidade de f na origem.

) — 0, quando (h, k) — (0,0),

5. Em certos casos, a diferenciabilidade e deduzida a partir do Lema Fundamental.

(a) As derivadas parciais f, = e™¥ e f, = —xze™¥ sdo continuas no ponto (1,0) e, pelo Lema

Fundamental, f é dierencidvel ai.

(b) Note que a derivada z, nao existe em Py e, portanto, a fungao z (z,y) nao pode ser diferen-

cidvel naquele ponto.

(c) A derivada z, nao existe no ponto (0,0) e a fungao nao pode ser diferenciavel ai.
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(d)

(2)

()

A fungdo z = /|zy| ndo é diferencidvel em (0,0) porque E (h, k) /vh? 4+ k% nao tem limite
zero, quando (h, k) — (0,0).

As derivadas parciais z, e 2z, nao existem em (0,0) e a funcdo nao é diferencidvel na origem.

No dominio Dt = {(z,y); =z > 0} a fungdo reduz-se a z = \/x (1 + y?), com derivadas
parciais z; = (14 y?) /2y/z (1 +4?) e zy = zy/\/z (1 + y?) continuas em D*. Pelo Lema
Fundamental, deduzimos que z é diferencidvel nesse dominio. Em D~ = {(z,y); = <0} a

conclusao é a mesma. Em um ponto P (0,b) a derivada parcial z, nao existe e, portanto, a

funcao z nao é diferencigvel. Concluimos entao que z ¢ diferencidvel em D~ U D,

As derivadas parciais 2z, e z, sendo continuas em (1,2), segue que a funcao é diferencidvel

nesse ponto.

A funcao nao é diferencidvel na origem, porque nao é continua ai.

6. A diferencial de uma funcao f (z,y) é o funcional dado por: df = f,dx + f,dy. No caso em que f

é uma funcao de trés varidveis, temos df = fydz + fydy + f.dz.

(a)
(b)
()

(d)

df = (15:U2 + 8my) dx + (41’2 - 6y2) dy.
df = yze®dx + ze*dy + ye*dz.

. y 222y y x y
df = — d —_— — || dy.
If [81n<1+m2> (1+x2)zcos<1+$2>] m+[1+x2cos<1+m2>} Y

xdy — ydz
df = ————.
f $2+y2

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.3

1 f(1.1,1.8)~19 e f(1.3,1.8)~209.

2. sen [1.991n (1.03) ~]0.06 e /4.02+ ¥/8.03 ~ 4.01.

3. E ~ 50265.6 cm?, com erro da ordem 23 x 1075.

4. Recorde-se que a reta que passa no ponto A, na direcao do vetor v, é descrita por X = A + tv.

(a)

r=t, y=2, z=3t—3.
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10.

. 210.15 m2.

. h =100V/3 erro 1.2756 m.

V = 241.18m3, erro 1.18m53.

. dR~ —13 x 10~° ohms.

cdl ~ 22~ 4%,

==

R$ 1.200, 00.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.4

1.

2.

foy =0 e gz =2xexp (cos a:2y) [1 — 2%y sen ($2y)] .

Considere t = z/y e s = y/x e use a Regra da Cadeia para chegar ao resultado.
. Calcule diretamente as derivadas f; e fy.

. Set=x—y, temos t, = 1, t, = —1 e da Regra da Cadeia resulta:

oo =f Wte=f(x—-y) e @,=fO)ty=—f (z—-y).

Logo, ¢, + ¢, = 0. Para a outra parte, considere ¢ = xy.

. Usar a Regra da Cadeia I.

(a) (sent+ cost)e! + (1 + tcost)eSnt,
2Int + 2te

t |1+ e2t + (lnt)2] '

(b)

( ) 3t5 — costsent

C) —F/—————————.
V16 + cos? t

(d) 12t 4 7¢6 4 5¢4.

6. Usar a Regra da Cadeia II

23
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(a) wy = 322 + 12y2 + 122y + 18z — 6y; wy = 622 + 24y + 24zy — 62 + 2y.
(b) wy = 62° + 622y + 18my2‘ _ 43y + 4y3 + 18x2y'

(23 + y2)® + 9222 (@B 4 y2)? + 9222
(¢) wy = 6xy + Ty/2\/7Y; wy = 3z% + Tz /2,/7Y.

(d) wy =—sen(z+y+,zy) (1+3/y/z) e wy=—sen(z+y+,zy)(1—-1/z/y).

7. Do Teorema Fundamental do Calculo, segue que f, = — exp (ac2) e fy = exp (y2) e usando a Regra
da Cadeia, temos

2.8 8.2
fr = fetr + fyyr = —ste™ " 4 ardsem .
De forma similar, encontramos

2

fs = 43S L pter™s? o frs = —483 (1 + 27"28) et 1 gp3 (1 + 27“532) s’
8. Recorde-se que Az = z;; + 2,y € usando a Regra da Cadeia, deduza que:

2w = 202 PP YR e 2y, = 2P 4 et

Logo,

2 2 1 2 2
Z”:E +y 4 72/‘% +y
r2 r r2

Az =

= Zrr + —2p.
r

9. Da Regra da Cadeia resulta w, = f'(u)uy = wee = f” (u)u2 + f' (u) uze e de modo andlogo,

obtemos wy, = f" (u) ul + f' (u) uy,. Logo, Aw = f" (u) (uZ 4+ u2) + f' (u) Au.

10. Derive a relacao f (tz,ty) = t"f (z,y) em relacao a t e, em seguida, faca ¢ = 1 para obter o

resultado.

11. Da Regra da Cadeia sabemos que u, = u;T, + uyy, € Vg = vT9 + vyYp € usando as relagoes

Uy = Vy, Uy = —Vgz, Tr = cosl, y, =senl, vg = —rsend e yy = rcosf, obtemos o resultado.

12. Use a Regra da Cadeia e obtenha: 2z, = fyu, + fovz € zy = fuuy+ fyvy,ondeu =x—yev =y—x.

Agora, use uy = vy =1 e uy = v, = —1.

13. Regra da Cadeia.

(a) Temos fy = 2z¢ (z/y)+ (2 + ) ' (x/y) (1/y) e fo = 2u0 (z/y)+ (2 + v*) ' (x/y) (—z/y?).
Logo, zfx + yfy =2 (2* +y*) ¥ (z/y) = 2f.
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(b) Temos g, = %Lp' (z/y) e gy = ;—f«p’ (xz/y) e dai resulta g, (1,1) =1e g, (1,1) = —1.
EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.5

1. Quando v é um vetor unitdrio e f é diferencidvel no ponto P, entao g‘i (P)=Vf(P)- v.
(a) 26v2 (b) 3/5 (c) (—20v3—6) /6.

2. Note que a direcao u ja estd normalizada.
(a) (5—-+v6)/4 (b) —22/3 (c)2/9.

3. O valor méximo da derivada direcional ocorre na diregao do gradiente e tem valor ||V f (P)]|.
(a) V14/98 (b) e.

4. Fazer

5. Em cada caso, olhamos a superficie na forma implicita F'(x,y,z) = 0 e representamos o plano

tangente e a reta normal pelos simbolos 7 e 7, respectivamente.

L o 1 oy—1
(a) VF (Py) =2i+2j—k, m:20+2y—2=4, 7«;‘”2 :y?:_z.
L 1 y—4 21
(b) VF (Py) =2 +4j+6k, m:x+2y+3z=6, r;xQ :y4 :’"6
2 g 7 5(x—3) 5(y+4
(c) VF(P) =47 - 2]} 7:43z—24y—52=15, r: (23 ) _ (yQI ) 415
L 1 y—2 2-2
(d) VF(Py) = —2i + 4] + 4k, ap:a—2y—22+9=0, rN:x—; :y4 :24 '

6. Para mostrar que a curva v (t) jaz no paraboléide 22 + 12 + z = 1, basta substituir as coordenadas
de v na equagao do paraboléide e comprovar a identidade. O vetor vy tangente a curva - no
ponto Py em questio é vp = @Z—i— g;— 2k e a reta tangente é, portanto, x = V2 + gt, Yy =

2
g + gt, z = —2t. O plano normal passa no ponto Py e é ortogonal ao vetor U7. Sua equagao

é: \@x+\/§y—4z:2.

7. Em (a) e (b) as curvas de nivel sdo circunferéncias e o vetor tangente no ponto (z,y) é vr =

—yi +zj. Logo, Vf -tr =0.
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(a) Vf = 2xi+ 2yj.

>

(b) Vf = 267>y (xz—i- yJ)

(¢) Vf =4z — 2)i+ 4yj — k.

8. Suponha as superficies descritas implicitamente por F (z,y,2z) = 0 e G (z,y,2) = 0. O vetor
tangente a curva intersecio ¢ oy = VF (Py) x VG (Py) = 807 — 60j e a derivada direcional &
Vuw - 17T/ ||17T|| =0.

f (at, bt)
t

9. Se ¥ = ai + bj ¢ uma direcdo unitéria, entdo Dyf (0,0) = limy_,0 = a?b. Em particular,
f2(0,0) =0e f,(0,0) = 0. O erro da aproximagcao linear de f é E (h, k) = h%k (h* + k2)71, de
modo que E/vh? + k? nao tem limite na origem e, conseqiientemente, f nao ¢ diferencidvel em

(0,0).

10. Sew = f (r) = f(1/22 + 32 + 22) a Regra da Cadeia nos dé w, = 2 (r) e, por simetria, obtemos
wy = 2f'(r) e w, = 2f'(r). Logo, Vw = f’ (7"); e considerando f(t) = t, f(t) = 1/t e

—

f (t) = Int, obtemos, respectivamente: Vr = C, V(1/r)= —% eV(lnr) =
T T

ﬂw‘ =y

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.6

1. A diregao tangente a curva vy é vp = VF (Py) x VG (Py). Representemos por ¢ o vetor tangente

a curva e por r a reta tangente. Temos

e 1
G = —280+ 347 + 32k, r: - -
(a) 0 8i+347 432k, v 2 -
Lo 1 2
(b) 7= 67+ 4] — 6k, r;$6 :%:_%-

2. A diregéo unitéria é ¥ = \/%(QZqL 37 — l;:) e, assim, Dzyw = Vw - 4 = —10//14.
3. Reta tangente a uma curva do R3.

(a) z=2+t, y=4+4t, z=8+12t «a:z+4y+ 12z.

(b) O vetor tangente & curva em um ponto genérico é p = i+ 2tf+ 312k e representando or P

o ponto de tangéncia, entao a relagdo P; Py = AtUr nos dd t = —1 e o ponto Py é (—1,1—1).
l—-y 241

Aretatangenteé:x—i—l:T: 5
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10.

11.

12.

(c) Para mostrar que nao h4 reta tangente pelo ponto @1 (0, —1, 3), basta observar que o sistema

._._> — ~ ~
P P, = A\Up nao tem solucao.

. A derivada direcional Dzg serd méxima quando @ apontar na direcdo do gradiente. Agora, basta

observar que Vg (z,y) = 2f’ (:c2 —+ y2) (a:?%— yj) e que ¥ = zi + yj aponta na direcio de Vg.

. E suficiente provar que o plano tangente é do tipo Az + By + Cz = 0. No ponto P (a,b) o plano

tangente é: z = z, (P) (v — a) + 2z, (P) (y — b) + 20, onde 29 = bf (a/b). A Regra da Cadeia nos
da z, (P) = f'(a/b) e z,(P) = f(a/b) — %' (a/b) e o plano tangente é: f’(a/b)x + [f (a/b) —
5/ (a/b)ly — 2 =0.

. Devemos ter VF' // N onde N = 10i — 75 — 2k. Resolvendo o sistema VF = AN, encontramos o

ponto de tangéncia Py (%, -1, 3) e o plano tangente é 10x — Ty — 2z = 6.

—
. Da relagdo VF - P() = 0, encontramos z = 4z e com = = 1 obtemos z = 2 e levando esses valores

na superficie encontramos o ponto de tangéncia Py (1,+1,2). O problema agora é determinar o
plano que passa por Py (1,1,2) e é perpendicular ao vetor VF (Py) = 2i + 45 + 4k. Sua equagio
é: 2+ 4y + 4z = 14.

. Usando o paralelismo entre os vetores VF e v = —3i + 8] — E, este ultimo vetor diretor da reta,

encontramos o ponto de tangéncia Py (1/2,—2,—-3/4). O plano procurado passa no ponto Py e é

normal ao vetor 7. sua equacao é: 12z — 32y + 4z = 67.

. O ponto de tangéncia ¢ determinado resolvendo o sistema VF = (37 + j + 212) Encontramos

Py(—1/4,1/4,1/8) e o plano é: 3z +y + 22+ 5/8 = 0.

Da relagao VF // E, encontramos x = 0 e y = —2 e levando esses valores na superficie obtemos

z = 4. O plano horizontal que passa no ponto (0, —2,4) tem equagao z = 4.

Temos que VF (Py) = 2xof+ 2yof+ 2,2012 e a reta normal em Py é: x = xg + 2xot, v = yo + 2yot

e z=zg+ 229t e em t = —1/2, obtem-se o ponto (0,0,0) da reta, o qual é o centro da esfera.

A temperatura T (z,y) aumenta mais rapidamente na diregao VT (1,1) = —507 — 507, com ve-

locidade ||[VT (1,1)|| = 50v/2.
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13. Recorde-se que Dyf (P) mede a variacao de f em relagao a distancia s, medida na diregao ¢. A

taxa de variacao de w, em relacao ao tempo, é:

dw dw ds ds
e pP)-T)=.
i A G R D

14. Fazer.

15. Fazer.

16. — COS\/§+ \/38611 \/3
EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.7

1. Na tabela abaixo apresentamos os pontos criticos com a seguinte classificagdo: S (sela), mL
(minimo local) e ML (méximo local). Em alguns casos a existéncia ou nao de extremos absolutos

pode ser investigada por observacao do limite da fungao.

pontos criticos natureza min. abs. | méx. abs.

(a) | (0,0) S nao nao
(b) | (0,0), (4,-8) e (—1,2) S, mL e mL sim nao
(c) | (0,0); (1,0); (0,1) e (1/3,1/3) S,S,SemL nao nao
(d) | (0,0) mL sim nao
(e) | (—=3/2,—1/2) mL sim nao
(f) | (=2,v3) e (=2, —/3) mL e S nio nio
(g) | (0,0) ML e Abs. nao sim
(h) | (v/3,1), (v3,-1), (—v3,1) e (—v3,—1) | mL, S, S e ML nio nao
(i) | (1/2,1/3) ML nao sim
()

(k) | (2,1) e (=8,2) SeS nao nao

2. P(1/2,1/3) é um ponto de maximo absoluto de z (z,y). A funcao g (z,y) = 1/x —1/y é continua

em D, mas nao possui mdximo nem minimo.

3. Cada uma das funcgées ¢ continua e estd definida em um conjunto compacto. A teoria nos ensina

que ela tem ao menos um ponto de méximo e um ponto de minimo absolutos.
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pontos de méximo pontos de mfnimo
(2) | (1/2,v2/2) e (-=1/2,—v2/2) | (-1/2,v/2/2) e (1/2,—V2/2)
(b) | (1, 1) (=L -1
(c) | (1,0) (3,0)
(d) | (—1,£m) (1,+£m)
() | (-1,£v3/2) (1/2,0)
(f) | (2,-De(22) (1, 1) e (1,-2)

4. P (—1,0,1) e P»(—1,0,—-1).
5. Faca a andlise por meio de limites.

(a) Nao tem mdaximo nem minimo absolutos.
(b) Nao tem minimo absoluto. A origem é ponto de méximo, onde a fungao atinge o valor 1.

(c) Nao tem méximo absoluto. Os pontos Py(v/2,% + k) e Qr(—V2,2F + k) sdo pontos de

minimo absoluto, onde a fungao atinge o valor —2.
6. P(1,—1,1) e Py (—1,1,1); d = /3.
7. O ponto da curva mais préximo da oriegem é o ponto A (0,1).

8. Recorde-se que um extremo local de uma fungao diferencidvel é, necessariamente, um ponto critico.

A inexisténcia de extremo absoluto por ser comprovada com a noc¢ao de limite.

(3/5,4/5);  Pmin: (—3/5,—4/5).

(w/8,—7/8); Puin:  (57/8,37/8).

=]
]
»

=]
]
»

NAO HA; Pin:  (4,4).

=]
]
"

(£v/3/3,4£v3/3,£v3/3);  Puin: pontos da curva z+y—+2z = 0; 22 +¢% 422 = 1.
(£1,0) e (0,£1);  Puin:  (£1/v2,£1/3/2).

(V/2/3,v/2/3,4/2/3);  Pmin: P(z,y,2) tal que 2 =0, 0u y =0 ou z = 0.
(1/v3,1/V3,1/v3);  Puint (=1/V3,-1/V3,-1/V3).

(£4/6/11,£51/6/11,4+31/6/11);  Prin: pontos do plano z +y + z = 0.

=]
]
"

=]
®
"

=]
o
"

@

U T YT B"U U Y T T
o
%

=
]
"
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(i) Pmax: NAO HA; Py (6/19,1/19).

. A distancia é d = 1 e o ponto mais préximo é (0,0).

Py (1/4,1/4) e Py(—1/4,—1/4); d = v/2/4.
P1(0,1/1/68,-4/V68) e Py(0,—1/V68,4/v68); d=0.25
r=a/3, y=a/3ez=a/3.

Pelo exercicio 3.12 o ponto do plano 4y + 2z = a, onde xyz atinge o maior valor é (a/3,a/3,a/3).

Logo, zyz < a3/27.
P(1,-2,5).

P(8/V5,~2/V5); d = VI0(V5—1).

33

£ (nf3,7/3) = =

Méximo no ponto Py (1,0) e minimo no ponto P, (1/4,1/2).

O maior valor da expressio = (y + 2) é 1 e ocorre quando = = v/2/2, y = v2/2 e z = /2, ou
r=—2/2, y=—V2/2ez=—2.

P(1/6,1/3,355/36).

Py (1,1,1), Py(1,-1,-1), P3(=1,1,1) e Py(-1,-1,-1).
d=11v2/8.

d = 1427/168.

max(++/3, Fv/3); min (£1,£1).

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.8

1.

2.

Ty = 3/2 nos pontos (£v/3/2,-1/2) e T, = —1/4 no ponto (0,1/2).

Thax = 200, nos pontos (1,:|:\/§7 1) e (—1,:|:\/§,—1); Thin = —200 nos pontos (—1,:&\@, 1) e
(1,£v2,-1).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. P(14/3,11/3). A regressao linear ¢, nesse caso: y =

.V = 8abc/3/3.

. Os coeficientes da reta y = ax + b que melhor se ajusta aos dados sdo obtidos minimizando a

funcio F (a,b) = (a+b—3)2 + (2a+b—7)% + (3a+ b — 8)*.
20 27
19 57 °
A Regressao Linear ¢ y = (1.23) z—1.81, onde x representa a média semestral e y a nota do exame

final. Quando z = 7.0, encontra-se y = 6.8.

.V (3,4,12).

. O problema consiste em maximizar a fungio A = /s(s —a) (s —b) (s — ¢), sujeita ao vinculo

a+b+c—2s=0. O sistema de Lagrange nos dd a = b = ¢ = 2s/3.

A fungao a ser maximizada é f (z,y, z) = xyz, sujeita ao vinculo 4z + 3y + z — 36 = 0. O sistema

de Lagrange nos dé z = 3y e y = 4z, de modo que o vértice procurado é V' (1—72, %, %4) .

Base quadrada de lado 4 e altura 2v/4.
O retangulo de lados = = 2a%/va2 + b? e y = 2b% /v a? + b2.

Largura x = 4/+/3; Profundiddade y = 4.

H:E—@ e h=>5.
T 2
P(4/3,4/3).

O Método de Lagrange nos conduz ao ponto extremo ( %, %, %), de onde concluimos que Ppax = 2/3.
Logo, P < Ppax = 2/3.

12v/3 6(1++/3) 12
= , Y= e z=—7
35+2v3 7 3123 3+2v3

0=7/6, z

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.9

1.

Derivagao Implicita I.
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(b) vy =-2/3 e y =23/27

3. Derivagao Implicita II.

() 2o = —x/2, 2zy=—y/z.
(b) ze = (y+ 2zy +?) /22,

(c) 2z = 2%/ (senz + 3y — 2z2),

zy = (@ + 2zy + 2?) /22

2y =32/ (22 — 3y —senz).

4. u = 2sen (zy) — 22 —y%, v = —3sen (zy) + 2% + 2.

5. De acordo com as Regras de Derivacao Implicita, se a equacao F' (x,y, z) = 0 define z como fungao

de z e y (isso ocorre quando F, # 0), as derivadas z, e z, s@o calculadas pelas férmulas:

Considerando a equagao F' (T,V, P) = PV — kT = 0, encontramos:

oT

oP  Fy ar
oP

oV~ Fp

ov._ Ir
or  Fy

6. Idéntico ao exercicio precedente.

7. Célculo de Jacobianos.

(a) J =0.
(b) J = —5.

(c) J = 56" +1.
(d) J=r.

(e) J=-3.

oP OV OT

7:>777

oV aT oP

(

Fy
Fp

)(8) -
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(f) J =2 (x?—2y)cosy — 2 (2% — y) seny.

(g) J=r.

(h) J = p%sen .

8. E oportuno ressaltar que nao se trata de uma fra¢ao, mas do determinante

(F,G
0 (u,v)

33

J(F,G
Se J = 6((u, v)) # 0, as Regras de Derivagao Implicita estabelecem que:
10(F,G) 10(F,G) 10(F,G) 10(F,G)
Uy = —— , Uy = —— , Uy = —— e Vy=—— .
J 0 (u,x) J 0 (u,y) J 0 (x,v) J 0 (y,v)
F
Foérmulas similares sao deduzidas no caso em que 9(F,G) # 0.
9 (z,y)
F.G H
9. Iicialmente, vemos que J = OF,G H) = 2 e, portanto,
d(z,y,2)
F, F, F. 0 F, F.
S LORGH) G G 6 =20 6 6 |=0
Tu = J 0(u,y,z) 2| 7w TV TR 9 0 Gy G- |=
H, H, H, 0 H, H,
10(F,G 10(F,G
10. Use as relacoes v, = —7 8((1)’, y)) e vy = —7 8((567, v)) para deduzir que v, =4 e v, = 2.
0 (F, Q) . .
11. Temos que J = FIER) = —9 e usando as férmulas de derivacao encontramos: z; = —2/3, x5 =

2/3, yy=—14/9 e y;, = 4/9.
12. Recorde-se que J (T') = uyvy — uyvy e que J (I1) =1/J (T), no caso em que J (T') # 0.
(a) J(T)= —15e"y* J(T™') = —1/15e"y?, nos pontos onde y # 0.
(b) Em z =0ey =1 temos J = —15 e, portanto, z, = v, = ¢ € Yy = %ux = I
13. M

14. N
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Considerando ug, = u,¢ e usando derivacao em cadeia, encontramos:

wp = ughy +uyy = ¢ (ug — up) = ug = ¢ (uge + wyy — 2ugy)

Uy = Uy + Upl)y = Ug + Uy = Ugy = Uge + Upy + 2Ugy

e daf resulta que

Ut — gy = 0 & _402“&1 =0 ug =0.

Uma aplicacdo linear T : R? — R? transforma retas em retas, de modo que a imagem do quadrado

¢ o paralelogramo de vértices O (0,0), A(a,c), B(a+b,c+d) e C(b,d), cuja drea é

[0 % 06 = aa - b= | 5111
9 (z,y)
Das relagoes u = z/a e v = y/b, deduzimos que
a? oy 2 2
ﬁ—&-b—Q:l@u +v° =1
22 2 2
A mudanga de coordenadas (u,v,w) = (z/a,y/b, z/c) aplica o elipsoide — + 72 + — =1 sobre
a c

a esfera u? 4+ v? + w? = 1, de centro na origem e raio 1.
u? o
A elipse — +v* =a”.
pse 76 T

A circunferéncia u? + v? = 2.

2 2

As curvas y = 22, 22 = 2y, y® = z, e y> = 2z sdo transformadas, respectivamente, nas retas
u=1 u=2, v=1ewv =2 A imagem é o quadrado de vértices A(1,1), B(2,1), C(2,2) e

D(1,2).
O quadrado de vértices A (1/2,1/2), B(1/2,1), C(1,1/2) e D (1,1).
A regido |z| + |y| <1 é transformada no quadrado Ry, : [—1,1] x [—1, 1] do plano uwv.

O Jacobiano da transformacao T ¢ J (T) = —f' (u) # 0. Sendo o Jacobiano nao nulo, o sisitema

pode ser resolvido para explicitar u e v como fungoes de x e y. Resolvendo o sistema, encontramos:
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24. X

(a) O retangulo de vértices (0,0), (6,0), (6,5) e (0,5).

(b) A elipse 22/9 + 4?/25 = 1.

(¢) O triangulo de vértices (0,0), (3,1) e (2,3).

(d) A reta 4u — 9v = 1.

(e) Aretau—3v+5=0.

(f) O paralelogramo de vértices (0,0), (1,5), (10,4) e (9,—1).

(g) A elipse 13u? + 41v% + duv = 529.
EXERCICIOS COMPLEMENTARES 2.10

1. Veja a Tabela.

cartesianas: (z,y,z) cilindricas: (r,0,z) esféricas: (p,0,p)

(2,2,-1) (2,7/4,—1) (3,7/4,57/6)

(3v6,3v2,—6v2) | (6v2,7/6,—6v2) | (12,7/6,37/4)

(1,1,—v2) (V2,7/4,—/2) (2,7/4,3m/4)

(V2/2,V2/2,1) (L,7/4,1) (V2,/4,7/4)

2. Veja as relagoes entre coordenadas cartesianas e cilindricas no Exercicio 2.9(7g).

(a) O cilindro: 2% + y? = 16.

(b) O par de planos: (z —y) (z+y)=0.

(¢) A folha superior do cone: 2?2 =4 (22 + y?).
(d) O elipséide: 922 + 9y? + 322 = 27.

(e) A esfera: 22 +y%+22=1.

(f) O cilindro circular reto: (z — 2)% +y% = 4.
3. Veja as relagOes entre coordenadas cartesianas e esféricas no Exercicio 2.9(7h).

(a) A esfera de centro (3,0,0) e raio 3.

35
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(b) O cilindro circular reto de raio 5.
(c) Os planos = + /3y = 0.

(d) O plano z = 4.

(e) O cone 22 + 12 = 22.

(f) A esfera 22 + y? + 22 = 9, juntamente com a origem.
(g) O plano z = 1.

(h) A esfera 22 +y? + (z —1)* = 9.

(i) Um par de planos.

(j) A esfera de centro na origem e raio a.

(k) A regiao entre as esferas de raios 1 e 2, centradas na origem.

(1) O paraboldide z = 22 + y2.

4. Veja as férmulas de mudanca de coordenadas cartesianas para curvilineas.

(a) Cilindricas: 72 + 22 =4 Esféricas: p = 2. (ESFERA DE RAIO R = 2)
(b) Cilindricas: 4z = r2; Esféricas: p = 4 cotg ¢ cosec (. (PARABOLOIDE)
(c) Cilindricas: 2 — 422 = 0; Esféricas: p? cos2p = 1. (CONE)
(d) Cilindricas: 2 — 22 = 1; Esféricas: p = 4 cotg ¢ cosec . (HIPERBOLOIDE)
(e) Cilindricas: 4z = r (3cosf + senf); Esféricas: (3cosf +senf)tgp = 1. (PLANO)
(f) Cilindricas: r = 2; Esféricas: p?sen? p = 4. (CILINDRO)

5. Considere F (z,y,u,v) = 2> + y?u —v =0e G (z,y,u,v) = v+ y* — u = 0 e represente por J o
Jacobiano J = M
9(z,y)
_19(F,G) o — _19(F.G)
T oy T T o)

(b) Resolvendo o sistema (x) encontramos, por exemplo:

1 1
x:§<u—\/4v—3u2> ey:\ﬁ\/u+\/4v—3u2.

(a) As férmulas de derivagao implicita nos da: x, =
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