CALCULO DE UMA VARIAVEL 1. NUMEROS REAIS

1.1

Propriedades Basicas

. Classifique as afirmagoes em verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando cada resposta.

(a) Se z < 2, entdo 22 < 4. (b) Se #? < 4, entdo x < 2. (c) Se 0 <z <2, entdo 2? < 4.
(d) Se z <2,entdo x <3. (e) Sex =3, entdox <3. (f) Se |z| > 2, entdo =z > 2.

. Se p ¢ um nimero fmpar, entdo p? também o é. Como consequéncia deduza que se p? é par, entio

p também é par.

. O ndmero /2 nao é racional.

. Se p é um ndmero inteiro, tal que p? é divisivel por 3, mostre que p também o é. Use este fato

para mostrar que o nimero /3 nio é racional.

. O conjunto Q é fechado para soma e produto.

(a) Mostre que a soma e o produto de dois nimeros racionais € um nimero racional.

(b) Dé exemplo de dois nimeros irracionais x e y, tais que z + y e x - y sejam racionais.

. Sejam r um numero racional e x um irracional.

(a) Mostre que z + r ¢ irracional.

(b) Se r # 0, mostre que o produto x - r é irracional.

2

Sejam z e y dois nimeros irracionais, de tal forma que x? — y? seja um racional nao nulo. Mostre

que os nimeros x — y e x + y sao irracionais. Por exemplo, V3412 e v/3 — /2 sdo irracionais.

. Reduza os nimeros x = 5,2121... e y = 0,21507507 ... & forma de fragdo ordinéria.
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1.2 Valor Absoluto & Desigualdades

1. Estude o sinal de cada uma das expressoes abaixo.

| 2 -3z
(a) R (b) 2z 4+ 1) (z — 2) (c) P (d) z(z—1)(2z+3)
(e) 2z —1) (2 +1) (f) (22 + 3) (g) 2% (22 + 3) (h) —z (2% — 4) .

2. Resolva as desigualdades.
(a) 22—4>0 (b)22—-1<0 (c)z2<4 (d)22>1 () (z—a) <72 r>0.

3. Resolva as equacoes.
(a) x| =2 (b) |lx+1/=3 (0))2z—1] =1 (d) |z —2]=-1
(e) 2z +3|=0 (f) |z] =2z +1 (g) |1 —2z| = |3z + 5| (h) (33—4)2:—

=4 =1/

4. As desigualdades abaixo, envolvendo produtos e quocientes, podem ser resolvidas por meio do

T
1—b5x

/- 1P =5 () /@27 =4 &ﬂ

estudo do sinal, como no Exercicio 9 da Segao 1.1.

(a)(4x+7)20(2x+8)<0 b))z —1)(x+1)>0 (c) ¥Va2—1<0 (d) 2x—1>5

r—3
T 2¢—1 3r — 2
< — <
() 5 < O Cr-1D@+3)<0 (<0 ()5 <0
2 -9 Tz —3 x2—4
d 0 N@2r—1(22-4)<0 ——">5 i) — > 0.
(@) 57 < M) @r-1 (" -4 <0 H7> 0 732>

5. Resolva as Desigualdades.

(a) 22 -3x+2<0 M)z +2x+1<0

(d) 422 —42+1<0 (e) 224+3>0

(g) 2> =52 +6>0 (h) 224+5<0

()22 +1<3z—22—-3 (K z@+4)>*@2—-2)"<0

c) 3z +x—-2>0
f)a’+2+1>0
)(z—=2)(z+3)(1—2)>0
) (22 —4) (2 —=32+2) <0

1

(
(
(i
(1

6. Dé o conjunto solucao de cada uma das inequagdes modulares abaixo.
(a) |z| <1 (b) 2z — 1| <3 (c) |x| >3 (d) 3z +3| <1/3

e) |22 - 1| <1 (f) |3z — 1] < -2 (g) lz+3]>1 (h) 2z —1| <=
i) [e+1<2e—-1] (G)|lz—2]—|z—5>=x (k)‘(m—1)3‘<1 (1) |z — 1]+ |z + 3| < |4z

7. Duas desigualdades sao ditas equivalentes, se possuem o mesmo conjunto de solugoes. Com base

nesta definicéo, classifique os pares de desigualdades abaixo.

2
(@) vr—1<v2—2z ¢ z-2<1—z2 (b)z?2>1 e 1+71>0
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8. Resolva os sistemas de inequacoes.

8r—2<ax—1 422 — 4 —3 <0
(@) 3 (b) ,
204 —x <1 1/z > 1

9. Mostre que:
1
r+—>2, VYz>0.
T

10. Mostre que nao existem nimeros reais z e y, tais que:

1 1 1

x y:az+y'

3

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS & COMPLEMENTOS L.1

1. Uma sentenca falsa pode ser justificada com um contra-exemplo, o qual consiste de dados que

atendem & hipétese, mas, nao a tese. Por exemplo, se a sentenca

r<?2 = r2<4
S~ S

hipdtese tese

fosse verdadeira, ela seria valida em qualquer valor atribuido & varidvel . Note que para z = —3

a hipdtese é atendida, mas a tese nao.

Por outro lado, uma sentenga verdadeira deve ser justificada usando conceitos e/ou regras, sem

particularizar os dados. Por exemplo, a sentenca

<4 = <2
— ——

hipétese tese

¢é verdadeira. De fato:
?<d=>Val<Vi=|z|<2e 2<2<2

e, em particular, conclui-se que x < 2, que é a tese.

(a)F b))V (¢c)V (dV (e)V (f)F.
2. Se p é fmpar, entao existe um inteiro k, tal que p = 2k + 1. Logo,
PP =2k+1)>=2m+1, ondem = 2k*+ 2k,

e, portanto, p2 ¢ um nudmero fmpar.
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3. DEMONSTRAGAO POR ABSURDO Uma Demonstracao por Absurdo consiste em negar a Tese e

chegar a uma contradicao da Hipdtese. Isso nada mais é do que a equivaléncia das sentengas
[Pl=[Q] e [~Q]=[~P] (1.1)

(em (1.1) ~ @ indica a negativa da afirmacao Q)

Para provar que v/2 ndo é um ntmero racional, raciocinemos por absurdo. Se v/2 fosse racional,

ele se escreveria sob a forma irredutivel v/2 = p/q, sendo p e ¢ inteiros e ¢ # 0. Assim,
2=" & p? =242 (1.2)

De (1.2) segue que p e g sdo nimeros pares, contradizendo a irredutibilidade da fracao B.

4. Mais uma vez usaremos a Demonstracao por Absurdo. Se p nao fosse divisivel por 3, entdo o resto

da divisao de p por 3 seria um inteiro r # 0, isto é, p = 3k + r e, por conseguinte, terifamos
p® =3 (3k* + 2kr) + 1% = 3m + 1 (1.3)

Segue de (1.3) que o resto da divisdo de p? por 3 niio é zero, contradizendo a divisibilidade de p?

por 3, que é a hipétese da sentenga a ser provada.

5. Sejam r = p/q e s = m/n dois nimeros racionais.

(a) Temos:
. np +m . . C e
L r+s= PP T ¢ racional (quociente de dois inteiros) e
nq
. mp .
ii. 7-s= — é racional.
nq

(b) Considere os irracionais z = v2 e y = —v/2. Entdo, t+y = 0 e -y = —2 sdo ambos

racionais.
6. Seja r = p/q um numero racional qualquer.

(a) Se x + r fosse racional, entao existiriam inteiros m e n, n # 0, tais que x +7 = m/n. Assim,
m m mq—np
r+r=—=r=———-—=—"
n n q ng
de onde deduzimos que x é racional (quociente de dois inteiros), contradizendo a hipdtese.

(b) Se o produto x - r fosse racional, entao

e daf resultaria z racional, contradizendo a hipétese.
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2

7. Por hipétese, x e y sdo irracionais e 22 —y? é um racional nao nulo, de modo que podemos escrever

(@ —y) (@ +y) = § (1.4)

Se, por exemplo, = — y fosse racional, segue de (1.4) que = + y também seria racional e, portanto,

r=5[(r—y) +(z+y)]

D=

seria racional, contradizendo a hipdtese.

8. x="516/99 e y=21486/99900.

EXERCICIOS & COMPLEMENTOS 1.2

1. Como ilustragao, veja na Figura abaixo como se obtém o sinal da expressao (r — 1) (x — 2) .

———————————————— 4+ +H+

. » sinaldex—1

0 1 2
____________:____=____5+++++ sinal de x — 2

0 1 2
F+++++++++++++ HE T+

-0 1 = » sinal de (x — 1)(x —2)

Vemos que a expressao (z — 1) (x — 2) € positiva se < 1 ou z > 2 e é negativase 1 <z < 2.

positiva negativa Z€ero indefinida
(a) (—00,1) U (2,400) (1,2) {1} T =2
(b) | (—o0,—1/2) U (2, +00) (—=1/2,2) {-1/2,2}
(c) (—2,2/3) (—o0, —2) U (2/3,400) {2/3} x=—2
(d) (—=3/2,0) U (1, 00) (—o0,—3/2) U (0,1) {0,1,-3/2}
(e) (1/2,+00) (—00,1/2) {1/2}
(f) (0, +00) (—00,0) {0}

2. (d) 2’ >4 &z >22>2 ou z< -2

(b) ?<1lez/<le-1<z<1.
(c) ®<d4&ez|<2e -2<z<2.
(d) z>1ouz<—1.

(e r—a)<r=|z—a<rea—r<z<a+tr
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3. Decorre da definicao de Valor Absoluto que || = a < O = +a. Esta ¢ a propriedade a ser usada.

(a) x = £2 (b)z=2ouxz=-4 (c)x=0ouz=1 (d) o
(e) x =-3/2 (f) x=-1/3 (g) z=-4/5oux=-6 (h) @
)z=6oux=—-4 (jJz=-20ux=6 (k)z=4/21oux=4/19 (1)z=4

4. Expressemos as respostas na forma de intervalo.

(a) Na expressao (4z + 7)%° (22 4+ 8) vemos que o primeiro fator é positiva e a expressio serd

negativa quando 2z — 8 < 0, isto é, z < —4.

(¢) [=1,1]
(d) (3,14/3)
(e) (=3,1/2)
(f

5. No estudo do sinal do trinémio do segundo grau az? + bx + ¢, a # 0, ressaltamos alguns fatos:

e Se o discriminante A = b? — 4ac for negativo, entdo o trindémio terd o mesmo sinal do

coeficiente a, seja qual for o valor que se atribua a x.

e Se A > 0, entdo o trinémio terd duas raizes reais e distintas 1 e 22 e o sinal serd o mesmo
do coeficiente a, se 0 x nao estiver entre as raizes x1 e x2; ele terd sinal contririo ao de a, se

o x estiver entre as raizes

e Se A =0, o trindmio terd uma unica raiz real xg e o sinal coincide com sinal de a, se  # xg.

Na figura abaixo ilustramos algumas situacoes.

++ 4+ +4+++ % +4++++ T+ ++

) >
L » »

a>0¢e A>0 a>0¢e A<O

(a) 22 -3x+2<0, A=1>0.
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As raizes sdo 1 = 2 e 2 = 1 e o trinémio serd < 0 quando 1 < xz < 2. O conjunto solugao é
S=(1,2) ou S={reR:1<z<2}.
Veja a ilustragéo na figura abaixo.

+++++++++++++++&——€+++++

0 1 2

(b) 22 +2+1<0, A= -3<0. Conjunto solucio S = @ (conjunto vazio).

(c) 322 +2—-2>0, A =25>0. Conjunto solugao S = (—o0, —1) U (2/3, +00).
(d) 422 —4x+1<0, A =0. Conjunto solugao S = {1/2} (conjunto unitério).
(e) 2243 >0, A= -12 < 0. Conjunto solugiao S =R ou S = (—o0, +00).

(f) 22+ 2+1>0, A=-3<0.Conjunto solu¢io S =R ou S = (—o0, +00).
(g) 22 =52z +6>0, A=1>0.Conjunto solucio S = (—00,2] U [3, +c0).

(h) 224+5<0, A = —-20< 0. Conjunto solucio S = @ (conjunto vazio).

(i) (z —2)(z+3) (1 —x) > 0. Para comegar, veja a ilustragao na figura abaixo.

ol s e ——it 4
; ° 5 — sinal de (x — 2)(x + 3)
s 0 142

b b G G o
: - : » sinal de (1 —x)
0 1 2

O conjunto solugao ¢ S = (—oo0, —3) U (1, 2).

(j) A desigualdade proposta é equivalente a 222 — 3z +4 < 0, onde temos a = 2 e A = —23 < 0.
O trindmio serd sempre positivo (tem o mesmo sinal de ) O conjunto solugao S = &.

(k) O termo (z + 4)* (z — 2)~* é ndo negativo, exceto quando z = 2. O sinal de = (z + 4) (z — 2)

depende tao somente do sinal de x. Assim,
z(z+42%(z-2)t<0ez<0

e o conjunto solugao é S = (—o0,0).
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(1) Veja na figura os sinais dos trinomios 22 — 4 e 22 — 3z + 2 e deduza que o conjunto solucio
¢S =[-21uU{2}.

F+H++ i Bl R o

° » sinal de x° — 4
) 0 1 42

pa— )

e e o o s B R o

TS » sinal de x* — 3x + 2
0 1 2

6. Enunciado

(a) S=[-1,1] ou S={zeR:-1<z<1}.

(b) S=(-1,2) ou S={reR:-1<x<2}.

(c) S=(-00,-3)U(3,40) ou S={zreR:z<-3 ou z>3}.
(d) S=1[-10/9,-8/9] ou S={zreR:-10/9 <z < -8/9}.

(e) S=(-1,00U(0,1) ou S={reR:-1<zx<1l e x#0}.
(f) S=@ (conjunto vazio).

(g) S=(—00,—4]U[-2,40)ouS={zeR:z< —-4oux>-2}.
(h) S=(1/3,1) ou S={zxeR:1/3<z<1}.

(i) S=(-00,0)U(2,40) ou S={reR:2<0 ou z>2}.
(G) S=(-00,-3) ou S={reR:z<-3}.

(k) S=(0,2) ou S={reR:0<z<2}.

(1) S=(-00,-1)U(1,400) ou S={zeR:z2<—-1 ou x>1}.

(a) nado equivalentes (b) equivalentes.

7. Enunciado

(b)y S=[-5,00U(0,]]ou S={zeR:-1/2<z<0oul<z<1}.
8. Enunciado

(a) Basta observar que se z > 0, entao
1
z+->2&2"-22+12>0
x

e esta iltima desigualdade é védlida seja qual for o valor real que se atribua a x.
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(b) Se existissem tais nimeros x e y satisfazendo

1 1 1
4=
T Yy Tty
terfamos
2 +ary+1yt=0 (1.5)
e, olhando (1.5) como uma equacgio do segundo grau em z, vemos que A = —3y?> < 0 e a

equacao nao tem solugao.
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