6. SEQUENCIA & SERIE DE FUNCOES

ANALISE NO CORPO R -2018.1

6.1 Convergéncia Pontual & Convergéncia Uniforme

10.

. Estude o limite pontual das seguintes sequéncias de fung¢oes nos dominios indicados

X nT
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. Mostre que a convergéncia da sequéncia do Exercicio 6.1(a) é uniforme em [0, a], a > 0, mas nao

é uniforme em [0, +00).

. Mostre que a convergéncia da sequéncia do Exercicio 6.1(b) ¢ uniforme em [a, +00), a > 0. Idem

para a sequéncia do Exercicio 6.1(c).

. Mostre que a convergéncia da sequéncia do Exercicio 6.1(d) é uniforme em [1 + b, +00), b > 0, e

em [0,a], 0 < a < 1, mas nao é uniforme em [0, 1].

. Mostre que a convergéncia da sequéncia do Exercicio 6.1(e) ¢ uniforme em [a, +00), a > 0, mas

nao é uniforme em [0, +00). Idem para a sequéncia do Exercicio 6.1(f)

. Se {fn} e {gn} convergem uniformemente em D para f e g, respectivamente, e A é uma constante,

mostre que Af, + g, — Af + ¢, uniformemente em D.

Considere a sequéncia f,, () = x+1/n e a fungao f () = z, x € R. Mostre que || f, — f|l.o =1/ne
conclua que { f, } converge para f uniformemente em R. Mostre também que a sequéncia { f,%} nao
converge uniformemente em R e deduza que o produto de sequéncias uniformemente convergentes

pode nao ser uniformemente convergente.

. O exercicio precedente pode ser generalizado assim: se p (x) é um polindémio de grau > 1, entao

a sequéncia de fungoes f, : R — R dadas por f, (x) = p(x) + 1/n converge uniformemente em R

para p (z), porém { f,%} nao converge uniformemente em R.

. Se {fn} e {gn} convergem uniformemente em D para f e g, respectivamente, e f,, e g, sdo fungoes

limitadas em D, para cada m, mostre que a sequéncia {f, - g,} converge uniformemente em D

para f - g.

Seja {fn} uma sequéncia de fungoes definidas em D, com as seguintes propriedades:
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(i) fn — f, uniformemente em D.
(ii) {fn} é uniformemente limitada, isto é, existe M > 0 tal que |f, (z)| < M, Vn, Vz € D.

Se g é uma fungao continua no intervalo [—M, M|, mostre que a composigao {g o f,} converge

uniformemente em D para g o f.

Se g : E — R uniformemente contiua e f, — f em D, com f (D) C E e f, (D) C E, V n,

mostre que g o f, — g o f uniformemente em D. Investigue a convergéncia de (f, o g).

CRITERIO DE CAUCHY: Para que uma sequéncia de fungoes f,, : D — R convirja uniformemente

e necessario e suficiente que, para todo £ > 0 dado, exista um indice ng € N tal que

m,n > ng = an - fm”oo <e.

Seja fn, f: D — R e suponha que f,, — f uniformemente em D. Mostre que a funcao f é limitada

se, e somente se, existem K > 0 e ng € N tais que |f, ()| < K, Yz € D, Vn > ny.

Considere f, : [0,1] — R, onde f,, () = sen (nz) /\/n. Mostre que {f,} converge uniformemente

para zero, mas a sequéncia das derivadas {f]} diverge em todo ponto do intervalo [0, 1].

Mostre que a sequéncia de fungoes f, (z) = = + z"/n converge uniformemente em [0, 1] para uma

funcdo derivével, a sequéncia de derivadas converge pontualmente em [0, 1], mas lim f, # [lim f,,] .

Considere a sequéncia de fungdes f, (z) = nz (1 —x)",0 < z < 1. Mostre que {f,} converge

pontualmente mas nao uniformemente em [0, 1] e, apesar disso, vale:
1 1
/ lim f, (z) dz = lim/ fn (z) dx.
0 0

Sejam fy,, f : D — R funcées continuas em D. Se f, — f em D, mostre que f, — f em D.
O Teorema de Bolzano-Weierstrass ¢ um caso particular do Teorema de Arzels-Ascoli?

Seja F uma familia de fungoes reais definidas no intervalo compacto [a, b]. Suponha que para cada
¢ € [a,b] e € > 0, existe um nimero positivo § = J (¢,¢) tal que se = € [a,b] e |x — ¢| < §, entao

|f () — f(c)] <&, Vf € F. Mostre que a familia F ¢ eqiiicontinua.

Seja {fn} uma sequéncia de fungdes continuas de R — R pontualmente convergente no conjunto

Q. Se a familia F = {f,} é eqiiicontinua, mostre que { f,} é uniformemente convergente em R.

No intervalo compacto [0, 1], considere a sequéncia de fungodes { f,,} definidas por:

fuw) =a? [+ (L= ma)?]
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Verifique que a sequéncia {f,} ¢ uniformemente limitada, converge pontualmente para zero mas

nao possui subsequéncia uniformemente convergente. Note que f,, (1/n) =1, Vn.

Se uma sequéncia de funcoe limitadas for uniformemente convergente, mostre que ela é uniforme-

mente limitada.

Considere a sequéncia de fungoes f,, : R — R definidas por f,, (x) = sen? (7/z),para 1/ (n + 1) <
x < 1/ne f,(z) =0, caso contrério. Mostre que {f,} converge pontualmente em R para uma
fungao continua, mas a convergéncia nao é uniforme. Considere a série ) _ f,, para comprovar que
a convergéncia uniforme nao é consequéncia da convergéncia absoluta, mesmo que esta tltima se

verifique para todo x.
Em qualquer intervalo limitado, verifique que a série

< (=1)" (n+2?
Zl( )752 )

converge uniformemente e, contudo, a convergéncia nao é absoluta em ponto algum.

Verifique que a sequéncia {f, : R — R}, onde f, (z) == (1 + n$2)_1 converge pontualmente em

R para uma fungdo f e que a relacao lim f], (x) = f/ (x) é falsa quando = = 0.
Seja f uma funcao real continua em [0, 1] tal que fol f(z)z"de =0,n=1,2,3,---. Use o Teorema
Aproximagao de Weierstrass para mostrar que fol f? =0 e daf conclua que f =0, em [0, 1].

Seja {fn} uma sequéncia uniformemente limitada de fungoes integréveis em [a,b]. Mostre que a
sequéncia de primitivas

Fn(x):/xfn(t)dt, a<z<b,

possui uma subsequéncia uniformemente convergente em [a, b .

Suponha que f, — f uniformemente em D e seja {x,} uma sequéncia em D com limite z € D.

Se f & continua em x, mostre que lim f,, (x,) = f (x).

TEOREMA DE DINI: Se uma sequéncia monétona de fungdes continuas { f,} em [a, b] convergir

para uma funcdo continua f em [a, b, entdo a convergéncia é uniforme.

Qualquer sequéncia eqiiicontinua {f, : [a,b] — R} pontualmente convergente ¢ uniformemente
convergente. Vocé pode substituir o intervalo [a,b] por qualquer outro compacto da reta e o

resultado continua valido.

Sejam fy,, f: AUB — R tais que f, — f em A e f, — f em B. Mostre que f, — f em AU B.
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32. Mostre que as séries S (=1)"z" (1 —z) e 3 2" (1 — ) convergem uniformemente em [0, 1] .
n=1 n=1

33. Verifique que a série > 7 ;2" (1 — x) converge pontualmente em (—1, 1] para a funcéo descontinua
f:(=1,1] = R dada por f(z) =1,se |z|] <1le f(1)=0.

34. PERMUTA DOS LIMITES: A sequéncia {exp (—n?z?)} converge pontualmente (mas ndo uni-

formemente em R) para zero. De fato, um calculo simples nos conduz a:

z—0

(i) lim [lim exp (—n2a:2)] =1 (ii) lim [lim exp (—n*z?) = 0} )
n—aoo z—0 Ln—oo
Se uma sequéncia de fungoes continuas {f,, : X — R} convergir uniformemente, mostre que:

lim [lim fn (a:)} = lim [lim In (x)} , YVae XNX'

n—oo Lr—a r—a Ln—0o0

35. Seja f : R — R derivédvel, com derivada limitada. Defina g, : R — R por g, () = f(x+1/n) e

mostre que a sequéncia {gn} ¢ uniformemente convergente em R.
36. Seja fp : [0,+00) — R, definida por f1 () = vz e fot1 () = Vx + fn (2).

(a) Mostre por inducio que f, (z) < (14 z)* — z.
(b) Mostre que {f,} converge pontualmente em [0, +00) para a funcao f dada por

%—i—%\/l—i-élx, se x>0

0, se =0

flx) =

37. Em cada caso, investigue a possibilidade de derivar a série termo a termo no dominio indicado.

@ f@)=3 "2 cpcms
n=1

0 fi)=3 5 s

© F@) =% 2" d<s<1
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