5. INTEGRAL DE RIEMANN

ANALISE NO CORPO R - 2018.1

5.1

10.

Funcoes Integraveis

. Usando a definigdo mostre que fab Mz =Ab—a), VIXeR
. Mostre que toda fun¢ao monétona f : [a,b] — R é integravel.

. Mostre que os seguintes conjuntos tém medida de Lebesgue nula.

(a) uUm conjunto finito X = {z1,x2,23,...,Tn}.

(b) Um subconjunto X C R infinito enumeravel de nimeros reais.

. Seja f :]0,2] — R definida por f(z) =1,se z # 1, e f(1) = 0. Mostre que f é integravel em

[0,2] e calcule sua integral.

. Defina a fungdo ¢ : [0,1] - R por g(z) =0para 0 <z <1/2e g(z) =1paral/2 <z < 1.

Mostre que g é integrdvel e que fol g = 1/2. Mudando o valor de g no ponto 1/2 para 5, ela

continua integravel?

. Mostre que a funcao h : [0,1] — R definida por h (z) = 0, para z irracional, e h (z) = x, para z

racional, nao ¢é integrével em [0, 1].

Considere a funcio real f (z) = 23, 0 < x < 1, e a parti¢do P, = {0,1/n,2/n,--- ,(n —1) /n,1}

do intervalo [0, 1]. Usando a férmula
P22 tm? = [Im(m+1))°,

calcule S (f; P,) e s(f, P,). Mostre que f01x3dx =1/4.

. Considere uma funcao limitada f : [a,b] — R, tal que f (x) = 0, exceto em uma quantidade finita

de pontos do intervalo [a,b]. Mostre que f é integravel e que ff f=0.

. Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua com a seguinte propriedade: para toda fungao integravel

g :[a,b] = R, o produto f - g é integravel e f; f-g=0.Prove que f =0 em [a,b].

Se f,g: [a,b] — R sao fungoes limitadas mostre que:

/ab(f+g)>/abf+/abg- (5.1)

Dé um exemplo onde a desigualdade estrita em (5.1) ocorre. Estabele¢a uma desigualdade andloga

para a integral superior.
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Mostre que a funcao f (x) = cos (w/z), para x # 0, e f (0) = 0 é integrével em |0, 1].

Suponha que f : [a,b] — R seja uma fungao limitada e que para qualquer nimero ¢ € (a,b) a

restrigao de f ao intervalo [c, b] é integrdvel. Mostre que f ¢ integravel em [a,b] e que:

[r=tm [

Use o Exercicio 12 e prove que toda fungao limitada f : [a,b] — R com apenas um nimero finito

de descontinuidades ¢ integrédvel em [a, b] .

Sejam f,g e h fungbes limitadas em [a,b] com f(z) < g(z) < h(z), Vx € [a,b]. Se f e h sdo
integraveis e ff f= f: h, mostre que g é integravel e que ffg = f: I

Mostre que a fungao f (z) = sgn (x) é integrdavel em [—1, 1], mas nao possui primitiva em [—1, 1].
Se H (z) = |x|, entdo H' (x) = sgn (x), para z # 0, e

1
/_ sgn (z)de=H (1) — H(-1).

1

Seja f : [a,b] — R uma funcado continua e defina H (= f f. Encontre H' ().

Sejam I = [a,b], J = [¢,d] e considere f : I— R uma fun¢do continua e v : J — R uma fungao

diferencidvel com v (J) C I. Mostre que a fungdo G : J — R definida por:

é diferencidvel em J e G' () = (f ov) (z) v’ (z) para todo x € J.

Calcule a derivada da fungao F definida em [0, 1] por F' (x fo cos (%) dt.

| |
[l [
L 1+t 1z 1+t

para qualquer = > 0. Interprete geometricamente.

Mostre que:

x—i—T

Se f: R — R é T-periddica, mostre que a funcao x +— f f (t)dt é constante. Em particular:

/OTf(t)dt:/:JrTf(t)dt, v 2.

Se f: R — R continua, impar e 2-periédica, mostre que g : R — R, dada por g (z fo t)dt, é
par, 2-periédica e g (2n) =0, Vn € Z.
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Determine o dominio, intervalos de monotonia e extremos locais das fungoes:

2

T 0 x
(a) F(z) = /1 (nt)dt (b) G (x) = / VIEE dt (c) H (z) = /O exp (12) dt.

Se h : R — R é uma fungao continua, com h (z) # 0 para qualquer z real, e f : R — R ¢é definida
por f(z) = f1$2 th (t) dt, mostre que f tem um extremo local em x = 0. Que condigao deve

satisfazer a funcao h para que f tenha um minimo local no ponto x = 0.

Seja f : R — R continua e monétona crescente. Se g (x) é definida por g (z) = OSiMf(t) dt,

mostre que g (z) < zf (x), para z > 0. Justifique que ¢é possivel aplicar o Teorema de Lagrange a

funcdo g em um intervalo conveniente.

Seja h : R — R uma fungao continua, par, positiva e designe f (z) = [ th () dt.

(a) Determine o dominio de f.

(b) Determine o valor minimo absoluto de f.

(¢) Mostre que f ¢ uma funcao par.

(d) Determine a equagao da reta tangente ao gréfico de f o f no ponto de abscissa z = 0.
(e) Se z >0, mostre que f (x) <z [, h(t)dt.

(f) Mostre que para cada z € R existe £, € R tal que f (z) = 12%h(¢,).

(g) Mostre que para cada z € R existe 6, € R tal que f(z) = 20, (6,).

CRITERIO DE CONVERGENCIA

(a) Mostre que a integral imprépria fab (b—x)” converge se, e somente se, a < 1.
(b) Se f ¢ integravel em cada intervalo [a,t], a < ¢t < b, b finito, e f(x) > 0 em [a,b), seja
L(a) =1lim, - (b—x)" f(z). Se L(a) < oo, para algum a < 1, entao f; f € convergente.

Se existir algum « > 1 tal que L () > 0, mostre que f: f é divergente.

27. DEFINICAO DE ANGULO Sejam f,g : R — R fungbes com derivadas primeiras integréveis em

cada intervalo [a,b], a < b, e tais que f2(t) +¢%(t) =1, Vt € R, e f(0) = 1. Seja 6 : R — R,
dada por:

00 = [ 7@ @) f @) de

Comece derivando a funcio t — [f (£) — cos 6 (t)]*+[g (t) — sen 8 (t)]* e mostre que f (t) = cos 6 (t)
eg(t)=senf(t), Vt € R.
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Se f,g : [a,b] — R sao tais que f(x) = g(x), Vz, exceto nos racionais de [a,b], mostre que f é

integravel se, e somente se, g é integravel.

Seja f[a,b] — R continua. Mostre que faﬁf(x) de = % —a?, para todo a < a < B < b, se, e

somente se, f (x) = 2z.
Se f:[0,1] = R é continua e 0 < a < < 1, mostre que lim ff (x —a)" f(z)dz =0.
n—oo
Seja f : [0,1] = R uma fungao continua e derivavel em (0,1). Determine condi¢oes para que f
satisfaca a: fol f(tx)dt = kf (x) para todo x € (0,1).

r t
Seja f : R — R, definida por f (z) = / %dt. Mostre que lin% [z72f (z)] = 1/2.
0 T

o0
A FUNGCAO GAMA A Fungio Gama I' : N — R é definida por I' (n) = / e Tz da.
0

(a) Mostre que, de fato, a integral imprépria converge.

(b) Mostre que I' (1) = 1.

(¢) Integrando or partes, deduza que I'(n) = (n —1)T'(n — 2).
(d) Calcule [° e “a°dx.

Seja f integrével em [a, b] tal que m < f (x) < M, para todo x € [a,b]. Mostre que:

1
m <

b
2
b—a/a fe(x)dx < M.

Se f,g : [a,b] — R sdo integraveis, mostre que fV g e f A g sdo integraveis em [a, b].

REGRA DE LEIBNIZ Se f : [a,b] — R ¢ continua e o, : I — R s@o derivdveis, mostre que

¢ : I — [a,b], definida por:

é derivavel em I e ¢ () = f (B (x)) ' (z) — f(a(x)) ' (x).

Se os coeficientes do polinémio p (z) = ag+air+asz®+. . .+a,x" satisfazem a relacio > ory a% =1,

mostre que fol Ip (z)] dx < /2.

Se f,g: [a,b] — R sado fungoes continuas, demonstre a Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

/abf(w)g(:v)dfvé </abf(m)2dm>1/2 (/:g@)?dx)

1/2
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