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VETORES & ALGEBRA LINEAR 1. VETORES GEOMETRICOS

Introducao

Os conceitos de ponto, reta e plano sao primitivos e as relagoes entre esses conceitos sao estabele-
cidos por meio de aziomas' de geometria elementar. Os pontos serdo anotados por A, B, P,Q, ...etc,
enquanto as retas por r,s,l....etc. Ja os planos serdo representados pelas letras a, 3,7, , ... etc, do

alfabeto grego.

Axioma 1.0.1 Trés pontos A, B e C, nao colineares, ou nao alinhados, determinam um unico plano

a. Veja a Figura 1.1.

2@
oy @

Figura 1.1: Plano definido por 3 pontos.

Axioma 1.0.2 Se dois pontos de uma mesma reta r estao em um plano o, entdo a reta r estd inteira-

mente contida no plano a, como tlustra a Figura 1.2.

Figura 1.2: Reta r contida no plano «.

Axioma 1.0.3 Dois planos o e 8 ou ndo se interceptam, neste caso eles sao paralelos e anotamos

anN B =g, outém uma reta r em comum e anotamos aN B =r. Veja as Figuras 1.3 e 1.4.

'Por azioma entendemos uma afirmacéo verdadeira, desprovida de demonstragéo.
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Figura 1.3: aNf =9 Figura 1.4: anNg=r

No Capitulo 2 descreveremos de forma analitica, isto é, por meio de equagoes, o plano « referido
no Axioma 1.0.1 e a reta r referida no Axioma 1.0.2. Também serd objeto de estudo a posigao relativa

entre dois e trés planos.

1.1 Coordenadas Cartesianas

Para motivar a apresentacao das coordenadas cartesianas em trés configuragoes distintas vamos
identificar o Lugar Geométrico® descrito pela equacdo: « = 1. Devemos ter em mente que um ponto é

caracterizado por sua(s) coordenada(s), de acordo com a configuragdo na qual ele estd inserido.

B SITUACAO 1 No eixo real R (espago unidimensional) os nimeros representam pontos desse eixo

e a equacao x = 1 representa o ponto a direita e distante uma unidade da origem, como na Figura 1.5.

R

Qe
e —

Figura 1.5: O Eixo real R.

B siTUuAgA0 2 No plano cartesiano R?, ou plano zy (espago bidimensional) um ponto P é carcte-

rizado por um par ordenado (z,y) de nimeros reais, denominados coordenadas cartesianas do ponto P.

2Lugar Geométrico é um conjunto de pontos que atendem a uma equagao.
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O plano R? é representado graficamente por um par de eixos orientados e mutuamente perpendiculares,
denominados eixo Oz e eixo Oy. Normalmente, representa-se o eixo Ox (eixo das abscissas) na posicao

horizontal e o eixo Oy (eixo das ordenadas) na vertical, como ilustra a Figura 1.6.P (z,y)

Ml
he-iiiiiis ,A(a,b)

| 18]
0 a x

Figura 1.6: O plano cartesiano R?.

A abscissa x de um ponto representa, em valor absoluto, a distancia do ponto ao eixo Oy, enquanto
a ordenada y representa, em valor absoluto, a distdncia do ponto ao eixo Oz. Dito isso, os pontos do
eixo Oz sdo da forma (z,0) e os do eixo Oy da forma (0, y) . Em R? uma equacao do tipo az+by+c = 0,
do primeiro grau nas varidveis = e y, representa graficamente uma reta r, como na Figura 1.7; no caso
em que a # 0 e b = 0 trata-se de uma reta vertical pelo ponto A (—c/a,0). Assim, a equacdo x = 1

representa a reta vertical s pelo ponto A (1,0), como ilustra a Figura 1.8.

yA
P(1,
[0 S L (1Y)
A
X 0 1 X
Figura 1.7: Retar: ax+by+c=0 Figura 1.8: Reta s: =1

PONTOS SIMETRICOS NO R? No tracado do grafico de uma curva do plano xy é importante

observarmos a simetria da curva em relagdo aos eixos Ox e Oy, a partir da equacdo que descreve a
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curva. Por exemplo, a equacio y = 2, que descreve uma parabola, permanece inalterada ao trocarmos
x por —zx e isto indica que a curva é simétrica em relacao ao eixo Oy. A Figura 1.9 ilustra os pontos
B(—z,y), D (z,—y) e C(—z,—y) simétricos de um dado ponto A (x,y) em relacao ao eixo Oy, ao eixo

Oz e a origem, respectivamente.

B(xy) 1V Ay
P
e e e

Figura 1.9: Pontos Simétricos.

B S1TUAGAO 3 No espaco tridimensional R* = R x R x R (produto cartesiano de trés cépias de
R), cuja configuracao geométrica corresponde a trés eixos mutuamente perpendiculares, os pontos sao
caracterizados por trés coordenadas cartesianas: a abscissa x, a ordenada y e a cota z, e representados
por P (z,y,z). Essas coordenadas medem , em valor absoluto, as distancias do ponto P aos planos
coordenados: |z| é a distancia do ponto P ao plano yz; |y| é a distancia do ponto P ao plano zz e |z|

¢é a distancia do ponto P ao plano zy.

No espaco R3, além dos eixos Oz, Oy e Oz, destacamos trés planos

coordenados: o plano zy, cujos pontos tém cota z = 0; o plano xz, Zﬂﬂc 5
cujos pontos tém ordenada y = 0; o plano yz, constituidos dos ponto Q\&\O'V B )
com abscissa = 0. Na Figura 1.10 ilustramos a porcio do espaco R? B 2 P(x,,2) _%
constituida dos pontos P (z,y, z) em que x, y e z sdo nao negativos. Esta | . =
porgao recebe o nome de 1° Octante. Existem oito octantes definidos %(\O.\'\,‘ 'y
de acordo com os sinais de z, e z. Identifique-os! E oportuno ressaltar ; F p

X

que o eixo Oz é a reta intersecao do plano xy com o plano zz; o eixo
Oy ¢ a reta intersecao do plano zy com o plano yz e o eixo Oz é areta  Figura 1.10: O Espaco R3

intersecao do plano xz com o plano yz.

A tabela abaixo mostra as particularidades dos pontos do R? situados em algum eixo ou plano
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coordenado.

Eixo Oz

Eixo Oy

Eixo Oz

Plano zy

Plano zz

Plano yz

A (z,0,0)

B(0,y,0)

C (0,0, z)

D (z,y,0)

E(z,0,2)

F(0,y,2)

sendo x,y e z nimeros reais arbitrarios.

Para localizar o ponto P (x,y, z) no espago, procedemos da seguinte forma:

(i) Marcamos nos respectivos eixos os valores das coordenadas =, y e z do ponto P e identificamos os

pontos A (z,0,0), B(0,y,0) e C(0,0,z).

(ii) Pelo ponto A tragamos uma paralela ao eixo Oy e pelo ponto B uma paralela ao eixo Oz. Essas

paralelas encontram-se no ponto D (z,y,0) do plano xy.

(iii) Pelo ponto D tracamos uma paralela ao eixo Oz e pelo ponto C' uma paralela ao segmento OD.

Essa paralelas encontram-se no ponto P (z,y, 2) .

EXEMPLO 1.1.1 Localizar os pontos A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1), D(1,1,0) e E(1,1,1).

Solucao Inicialmente, observamos que os pontos A, B e C' estao situados sobre os eixos Ox, Oy e Oz,
respectivamente, e o ponto D estd situado sobre o plano zy, fora dos eixos. O ponto E possui as trés
coodenadas nao nulas e isso indica que o ponto encontra-se fora dos planos coordenados, como ilustra

a Figura 1.17.

»—t“'n o
<y

Figura 1.11: Exemplo 1.1.1

A equacido x = 1 descreve, agora no espaco R3, o conjunto dos pontos P (z,y,2) distantes uma
unidade do plano yz. Esse conjunto de pontos, ilustrado na Figura 1.18, é o plano paralelo ao plano yz,

constituido dos pontos P (1,y, z), com y e z nimeros reais arbitrarios.
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* P(1y2)

0.

v

1

X

Figura 1.12: O plano x = 1.

EXEMPLO 1.1.2 Como veremos adiante, um plano serd descrito em coordenadas cartesianas por uma

equagdo do primeiro grau nas varidveis x, y e z, sob a forma:
ar +by+cz+d=0, (1.1)

sendo a,b, c e d nimeros reais arbitrdrios. Por exemplo, a equacdo x +1y = 1 representa, no espaco R3,
um plano « e este ndo passa pela origem, porque a equacdo ndo € satisfeita para x =0, y =0 e z = 0.

A Figura 2.3 ilustra o plano «, onde destamos a reta r, intersecdo desse plano com o plano xy.

ZA

—

0

‘J%l\y‘

Figura 1.13: O plano a: x +y = 1.

1.1.1 Distancia entre dois Pontos

A férmula da distancia entre dois pontos A (z4,y4,24) € B (zB,ys,25) do R3 é estabelecida a

partir do Teorema de Pitdgoras. Vejamos as formulas nas trés configuragoes.
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(i) No E1xo REAL R: Na Figura 1.14, ilustramos dois pontos A e B do eixo real R, identificados com

os numeros T4 € rpg, respectivamente. A distancia entre os pontos A e B é dada por

4 B
| !

b P 0 X3

v

Figura 1.14: Distancia em R.

dist(A; B) = |zp — x4l =/ (zB — x4)2. (1.2)

(ii) No PLANO R?:  Em dimensdo n = 2 (no plano cartesiano zy), consideremos dois pontos A (7.4, y4)

e B(xp,yp), como ilustrado na Figura ??. Vemos que AC = |z —z4| e BC = |yg — yal| e do

Teorema de Pitagoras segue a seguinte férmula da distancia entre os pontos A e B :

y A
YB
e =yl
Y4
0 X4 XB X

Figura 1.15: Distancia em R2.

dist(A; B) = /(x5 — 4)%2 + (yp — ya)2. (1.3)

(iii) No ESPAGO R?:  No espago tridimensional R3, consideremos os pontos A (24,94, 24) € B (5, Y5, 2B),
como ilustrado na Figura 1.16, onde vemos os triangulos retangulos ABC e DEF em que:

EF = |yg —yal, DF =|zp — x| e BC = |z — z4]. Do Teorema de Pitdgoras, resulta:

|IDE|? = |DF|* + |[EF)?> e |AB|? =|AC)? +|BC?
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Yz
ZBt..
5
Aé;:/cc
Zp
= Ya VB R
o ! Y
XA v
X
Figura 1.16: Distancia em R3.
e por substituicao direta, encontramos:
dist(A; B) = /(x5 — x4)? + (yp — ya)? + (2 — 24)*. (1.4)

EXEMPLO 1.1.3 Calcular a distancia entre os pontos A(1,—2,3) e B(0,2,—1).

Solugao: O célculo é feito por aplicagao direta da férmula da distancia (1.4). Temos:

dist (4; B) = \/(0 — 12+ (2+2)% 4+ (-1 -3)2 =33~ 5.74.

1.2 Vetores Geométricos: conceito e operacgoes

Sobre uma reta r consideremos dois pontos A e B. O segmento orientado com origem A e ex-
tremidade B ¢é indicado por AB, nessa ordem. No caso em que A = B, o segmento orientado reduz-se
a um ponto (torna-se nulo) e sera indicado por AA ou BB. Um segmento orientado AB possui trés
caracteristicas fundamentais:

» COMPRIMENTO: a distancia do ponto A ao ponto B (comprimento do segmento AB).

» DIRECAO: a reta suporte r.

» SENTIDO: orientagdo de A (origem) para B (extremidade).

Neste contexto, é oportuno ressaltar que os segmentos orientados AB e BA sao distintos, no caso em
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r s
/B/ B
A A
Figura 1.17: Segmento Orientado AB. Figura 1.18: Segmento Orientado BA.

que A # B. Embora eles tenham mesmo comprimento e mesma diregdo, eles tém sentidos opostos.

1.2.1 Equipoléncia & Conceito de Vetor

Dois segmentos orientados AB e CD séo ditos Fquipolentes quando possuirem mesmo compri-
mento, mesmo sentido e retas suportes paralelas ou coincidentes. Em outras palavras, quando ocorrer
uma das situagoes abaixo:

» SITUACAO1l: A= C e B=D. Neste caso eles coincidem.

» SITUAGAO 2: AB e CD sao distintos, mas, tém mesmo comprimento, mesmo sentido e
diregbes (retas suportes) paralelas ou coincidentes. Neste caso, os segmentos orientados ou sao col-

ineares ou o quadrilatero de vértices A, B,C'e D é um paralelogramo.

D r
B
C
A
C
Coincidentes Colineares Paralelos

Figura 1.19: Segmentos Orientados Equipolentes.

OBSERVACAO 1.2.1 Anota-se AB ~ CD para indicar que os segmentos orientados AB e CD sdo
equipolentes. Assim, AA ~ BB (dois pontos, vistos como segmentos orientados, sao equipolentes) e a

relacao de equipoléncia goza das sequintes propriedades:

(i) Reflexiva: AB ~ AB. (todo segmento orientado € equipolente a si mesmo)
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(ii) Simétrica: AB ~CD = CD ~ AB.

(iii) Transitiva: AB ~ CD eCD ~ EF = AB ~ EF.

A nogao de segmentos orientados equipolentes além de servir de base para o conceito de vetor, dard
consisténcia as operagoes algébricas entre vetores.

Dado um segmento orientado AB, qualquer outro segmento orientado equipolente a AB terd mesma
direcdo, mesmo comprimento e mesmo sentido de AB e a tnica diferenca possivel entre eles é a posigcao
que eles ocupam no espaco. Apesar dessa diferenca, mantendo-se comprimento, direcao e sentido,
qualquer um deles pode ser transportado de modo a coincidir com o segmento orientado AB. E natural
pensar em segmentos orientados equipolentes como representantes de um mesmo objeto matematico,
aqui denominado Vetor representado ou determinado pelo segmento orientado AB. O vetor determinado
pelo segmento orientado AB é normalmente indicado por A—B>; também se usa @, l;, i, U, ... etc. para
representar vetores. Um ponto do espago, visto como segmento orientado, representa o vetor nulo,

- —_— = —
indicado por 0 ou AA, BB, CC, ... etc.. Assim:

—

- = - = -
A=0, BB=0, CC=0,...etc.

A Figura 1.20 exibe quatro segmentos orientados equipolentes, com origens em pontos distintos, repre-

sentando o mesmo vetor v.

AB ~CD ~ EF ~GH

—_ = == ——
Figura 1.20: v=AB=CD = EF = GH.

DEFINICAO 1.2.2 O Vetor determinado pelo segmento orientado AB é, por definicao, a colegio de

todos segmentos orientados do espaco, equipolentes a AB.
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CONSEQUENCIAS DA DEFINICAO: A partir da definicao de vetor, decorrem os seguintes fatos:

(i) Dois segmentos orientados equipolentes representam o mesmo vetor. Em simbolos, temos:

— —
AB ~CD < AB=CD.

(ii) Outro fato interessante diz respeito ao carater ”flutuante” do vetor. Dados um segmento orientado
AB e um ponto P do espaco, existe um inico segmento orientado PQ, com origem em P, equipo-
lente a AB. O ponto @ é determinado de modo que o quadrilatero ABQ P seja um paralelogramo,

como ilustra a Figura 1.21.

—

—
Figura 1.21: AB~ PQ e AB = PQ.

Esse cardter flutuante estabelece que um dado vetor @ tem exatamente um representante com

origem em cada ponto do espaco.

1.2.2 Soma & Produto por Escalar

O termo escalar serd usado como sinénimo de numero real e a soma de vetores é motivada pela
soma de forgas em mecanica, por meio da construcao do paralelogramo, como ilustado na Figura 1.22.

As grandezas que serao abordadas a partir de agora sao de duas naturezas: vetorial e escalar.

Figura 1.22: Soma de Forcas em Mecanica.
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> SOMA DE VETORES:

Do ponto de vista algébrico, a soma de vetores é feita usando representantes. Sejam @ e ¥ dois
vetores e fixemos um representante AB do vetor 4. Com origem no ponto B, extremidade do vetor ,
consideremos um representante BC' do vetor ¥. A soma do vetor i com o vetor ¢ é o vetor ¥ + ¢/, com

representante AC.

Figura 1.23: Soma de Vetores Geométricos

Usando representantes, temos a regra pratica para a soma de vetores:

— — —
AB + BC = AC

que sera muito utilizada na resolugao de problemas geométricos.

PROPRIEDADES DA SOMA: A operagao soma para vetores goza das mesmas propriedades dos niimeros

reais e as comprovagoes podem ser estabelecidas de forma geométrica.
(1) Comutativa: |4+ 7=70+4

A Figura 1.24 ilustra a comprovacao geométrica

Figura 1.24: Propriedade Comutativa.
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e usando os representantes, temos:

_— = —

U+07=AB+BC=A e

St
+
]
I
Sl
+
=
I
&l

i — ‘

(2) Associativa: ‘ (@ +7)+ W =14+ (74 W)

A comprovacao geométrica estd ilustrada na Figura 1.25

Figura 1.25: Propriedade Associativa

e usando os representantes, temos:

—_— — — —_— = —
(@+7)+@ = (AB+BC)+CD=AC+CD=AD e
—_— —_— — —_— — —
G+ (@+ad) = AB+ <B0+CD — AB + BD = AD.
(3) Existéncia do Elemento Neutro: @+ 0 =14
—_— L —
Considerando @ = AB e 0 = BB, obtemos:
S — = —
iu+0=AB+BB=AB =14
(4) Existéncia do Simétrico: o+ (—i) =0
Dado um vetor @ com representante AB, o simétrico do vetor u
é o vetor indicado por —u, com representante BA. Os vetores 4 e —1 B

) . .
tém mesmo comprimento, mesma dire¢ao e sentidos opostos, como U~ e
A ........

— —
indica a Figura 1.26 ao lado. Temos —& = CD = BA e, sendo assim: ‘

0 D

—_— = [N
@+ (—il) = AB + BA = AA

Figura 1.26: O Simétrico —.
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— —_— — —_— = —
EXEMPLO 1.2.3 Observando a Figura 1.27, vemos que OA = BD, OB = AD ¢ OC = —ED

<wv

Figura 1.27: Exemplo 1.2.3.

— 5 —_— —
e para expressar o vetor OF em funcao dos vetores OA, OB e OC, basta notar que:

|

—_— —

— —_— - —
OF =0A+ AD+ DE =0A+ +OC.

sl

» PRODUTO POR ESCALAR:
Fixemos um vetor i, com representante AB e um escalar (ntimero real) z. O produto do escalar
x pelo vetor 4 é o vetor indicado por zu e com representante AC, colinear com AB, caracterizado por:
(i)Sexz=00ouw=0,entdoz-7=0,isto é, 0-@=0ex-0=0.

(ii) Se x > 0, entao AB e AC tém mesmo sentido (os pontos B e C estao de um mesmo lado do

ponto A).

(iii) Se z < 0, entao AB e AC tém sentidos opostos (o ponto A estd entre os pontos B e C).

(iv) |AC| = |z| - |AB| (o comprimento de AC' é igual a médulo de = vézes o comprimento de AB).
Eclaroque 1 -7 =1 e (=1) -4 = —u. Além disso, se z # 0 e x # +1, hd quatro casos a considerar:

r>1, 0<z<l, z<—-1 e —-1<x<0

— —
ilustrados graficamente na Figura 1.28, lembrando que @ = AB e xu = AC.

PROPRIEDADES DO PRODUTO: O produto por escalar goza das seguintes propriedades:

(1) Associativa: ‘ (xy) U =z(y - u) ‘

(2) Distributiva: ‘ (r+vy) d=x-U+y- g‘

(3) Distributiva: |z-(G+0) =z -d+z-7|
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////

0<x<l X > X < - -1<x<0

Figura 1.28: Produto por Escalar.

EXEMPLO 1.2.4 No triangulo da Figura 1.29, D € o ponto médio do segmento AB. Vamos expressar
— » —_—  —
o vetor CD em fungao de AB e CB.

D B

Figura 1.29: Exemplo 1.2.4.

Solucao: Observando a figura, vemos que:

— —_— — —_— — 1 =3

CD=CA+4D = (CB+BA) + 1. 4B
— —

e considerando que BA = —AB, obtemos:

—

CD = (-1)-AB+CB.

N[ =

1.2.3 Dependéncia Linear

Para motivar os conceitos referentes a dependéncia linear entre vetores, deixe-nos considerar algu-

mas situacoes geométricas em dois casos distintos.

1° cAsoO - DOIS VETORES A Figura 1.30 ilustra dois vetores 4 e ¥, com representantes: (a) colineares,
(b) paralelos e (c) nao paralelos nem colineares.

Nos casos equivalentes (a) e (b) os dois vetores sao ditos LD (Linearmente Dependentes), porque
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<,
a

(a) (b) (c)

Figura 1.30: Vetores LD e Vetores LI.

um deles é multiplo escalar do outro, isto é:

<y
Il
»
S

Uu=t-U ou

Dados um ponto A e um vetor nao nulo ¢, com representante AB, seja r a reta suporte do segmento
orientado AB. Um ponto P(x,y,z) do espaco estd sobre a reta r se, e somente se, existe um unico

parametro (escalar) ¢, tal que:

—

AP =1t-7, teR. (1.5)

A equagao (1.5) descreve, de forma vetorial, a reta r que passa no ponto A, na direcao do vetor
¥, e 0s vetores do espago com representantes sobre a reta r sdo precisamente os multiplos escalares do

vetor ¥. Veja a Figura 1.31.

Figura 1.31: Reta r na diregdo do vetor 7.

No caso (c) em que os representantes nao sao paralelos nem colineares, um dos vetores nao pode
ser escrito como multiplo escalar do outro e eles sao ditos LI (Linearmente Independentes). Os pontos
A, B e C nao estao alinhados e, portanto, determinam um (\inico) plano «, no seguinte sentido: dado

um ponto P(z,y,z) no plano « existem parametros inicos p e ¢, tais que:

—
AP =p-i+q-U, pqgeR.) (1.6)
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Faremos referéncia a equagao 1.6 como a descrigao vetorial do plano gerado pelos vetores LI « e U. Na

— —_— = — —
Figura 1.32 abaixo vemos AP = AB + BP, sendo AB=q-ve BP =p- .

Figura 1.32: Plano gerado por 4 e .

Qualquer expressao da forma x i + y ¥, com x e y escalares, recebe o nome de Combinagao Linear

—
dos vetores @ e U e, neste contexto, a igualdade (1.6) nos diz que o vetor AP é combinacao linear dos
vetores U e U. Os escalares x e y sdo os coeficientes da combinagéo linear. Por fim, ressaltamos que os

vetores com representantes no plano « sdo as combinacoes lineares de @ e v.

2° CASO - TRES VETORES Observando a Figura 1.33, notamos que nos casos (a), (b) e (c) os vetores

i, U e W possuem representantes coplanares, isto é, estao sobre o mesmo plano.

=
(@)

(b) (c)

Figura 1.33: Trés vetores 4, ¥ e W coplanares.

J&4 a Figura 1.34 abaixo ilustra os representantes dos vetores @ e ¥ coplanares (quaisquer dois
vetores sempre tém representantes coplanares. Por qué?), enquanto o representante AD do vetor W nao
é paralelo ao plano 7 que contem os representantes AB e AC. Em uma linguagem simples, dizemos que
o vetor @ "fura” o plano 7 no ponto A.

Essas consideracoes motivam a seguinte definicao:

DEFINICAO 1.2.5 Trés vetores do espago U, U e W sdo Linearmente Dependentes (abrevia-se LD)

quando possuirem representantes coplanares, como ilustram os casos (a), (b) e (c). Se os trés vetores ndo
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Figura 1.34: Trés vetores i, ¥ e W nao coplanares.

possuem representantes coplanares, como ocorre no caso (d), eles sao ditos Linearmente Independentes

(abrevia-se LI).

Lema 1.2.6 (Lema Fundamental I) Trés vetores do espago i, U e W sio LI se, e somente se, a
equacao vetorial:

t- U4y - T+z-@=0
possui apenas a solugdo nula: x =0, y =0 e z = 0. Qualquer expressio da forma x - U+ 1y U+ z - W,

—

com x, y e z escalares, recebe o nome de combinacdo linear dos vetores U, U e .

Prova: A comprovagao é feita por contradi¢ao. De fato, se os vetores u, U e W s@o LD, entao eles tém

representantes coplanares e um deles, digamos W, é combinacao linear dos outros dois, isto é:
W=z -du+y- v

e, assim, terfamos a combinagao linear nula z - @+ vy - ¥+ (—1) - & = 0, com o coeficiente z = —1 nao

nulo. Reciprocamente, se um dos coeficientes, digamos z, na combinacao linear nula
r- Uty - v+z-Wb=0

¢é diferente de zero, entdo:
W= (—x/2) U+ (—y/z) U

e isso indica que o vetor W jaz no plano gerado pelos vetores @ e U e, portanto, i, ¥ € W sdo Linearmente

Dependentes (coplanares). [

Lema 1.2.7 (Lema Fundamental IT) Trés vetores i, U e W, linearmente independentes, geram o
espaco R3, no sequinte sentido: dado @ um vetor qualquer do espaco, existem escalares x, y e z, Unicos,

tais que:

d=z-d+y T+z 0
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_— L, == ., = .,

Prova: A Figura 1.35 ilustra os representantes: © = OA, ¥ =0B, w=0Ced=OP

Figura 1.35: Os vetores i, ¥ e W geram o espaco R3.

— = —_— = —

onde notamos que OD = x - OA, OE =y-OB e OF = z-OC e, assim:

—_— = —
a = OD+OE+OF
—_— —_— e 5 . 5
= 2-0A+y-OB+2-0OC=z-u+y -7+ 2z 0.
A unicidade da representagao segue do Lema 1.2.6 |

CONSEQUENCIAS:

(i) Considerando z = 0 reduzimos o Lema Fundamental II ao caso de dois vetores, isto é, @ e ¥ sdo LI
se, e somente se, a equacao vetorial:

z-d+y-0=0
possui apenas a solugao nula: x =0, y =0.
(ii) Se @, ¥ e W sao vetores LI, entao:

T U4y U+z1-W = To-U+ys - U+20 W

= (xl—1‘2)'ﬁ+(y1—yz)'17+(21—22)'117:6
e usando o Lema 1.2.6 deduzimos que

T1 =22, Y1 = Y2 €21 = 22.
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EXEMPLO 1.2.8 Se i e ¥ sao vetores LI, mostremos que 0s vetores 4+ ¥ e @ — U também o sdo. De

fato, considerando a combinagdo linear nula:

z-(T+0) +y- (@—0) =0 (1.7)

e, considerando que os vetores i e U sdo LI, a ultima equacdo nos leva ao sistema algébrico:

z+y=0
z—y=0

cuja solugdo é x =0 ey = 0.

EXEMPLO 1.2.9 Se {,9,W} € um conjunto de vetores LI, entao {i + ¥,d — ¥ — 20,V + 3} também

o é. De fato, pelo Lema 1.2.6 ¢ suficiente mostrar que a combinacdo linear nula:

- (G4 0)+y (G—0—20) +2z- (0+30) =0 (1.8)
tem solugio x =0,y =0 ez =0. A equacao vetorial (1.8) € equivalente a:

(z+y) @+ (@—y+2) T+ (—2y+32)-G=0 (1.9)

e considerando que os vetores U, U e w sao LI, seque de (1.9) que:

z+y=0
r—y+z=0
—2y+32=0

e resolvendo o sistema encontramos: x =0,y =0 ez =0, como queriamos.

DEFINICAO 1.2.10 Um conjunto B = {u,v, W} constituido de trés vetores LI denomina-se Base do
Espago. De acordo com o Lema 1.2.7 todo vetor @ do espaco se expressa, de maneira Unica, sob a
forma:

A=z -Uu+y U+z -0

e 0s escalares x, y e z recebem o nome de coordenadas do vetor @ na base B.
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EXEMPLO 1.2.11 (A base Canénica B = {i, j, k}) Sejam OA, OB ¢ OC trés segmentos orienta-
dos unitdrios e mutuamente ortogonais, nas direcées Ox, Oy e Oz, respectivamente, como ilustra a

. . - - - — - —_
Figura 1.36, e designemos i = OA, j = OB e k= 0OC. Dado um ponto P(x,y,z) no espago, temos:

— —

= — o -
OD=xz-i, OFE=y-j ¢ OF=z-k

e imitando o que foi feito no Lema 1.2.7, obtemos:

—
OP=z-it+y-j+z k. (1.10)

P(x,y,2)

Figura 1.36: A base Canonica B = {7, j, k}.

Como consequéncia do Exemplo 1.2.11 deduzimos que:

—
(i) As coordenadas cartesianas x, y e z do ponto P sao precisamente as coordenadas do vetor OP
na base B = {;, 7, E} A unicidade da representagao (1.10) nos permite identificar um ponto

—
P (z,y, z) do espaco com o vetor OP.

(ii) Em qualquer base do espaco, o vetor nulo 0 é o tnico que possui as trés coordenadas nulas. Na
base {Z, 7 E}, temos:

0=0-74+0-7+0-Fk.

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.1

1. As afirmacoes abaixo estao classificadas em verdadeiras (V) ou falsas (F). Discuta cada uma delas.
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(a) SeA—B>:C—l>),entéoA:C’eB:D. .................................................. (F)
(b) Se AB ~ CD, entao AC ~ BD e os vetores AC e BD sio iguais. ...l (V)
(c) Se @ e bsao LD, entdo @ e b tém representantes colineares. ............................. (F)
(d) Se @ =0, entdo os vetores @, b e &SA0 COPIANATES. . .........ouoeeiiee e (V)
(e) Se os pontos A, B e C nao estao alinhados, entao os vetores 0—1)4, OB e OC sio LL o (F)
(f) Dois segmentos orientados colineares e de mesmo comprimento sao equipolentes. ....... (F)
(g8) Se AB ~CD,entao BA ~ DC. .. .o e (V)
(h) Os segmentos orientados AA e BB representam o mesmo Vetor. ....................... (V)
(i) Se AB ~ CD, entao o quadrilatero de vértices A, B,C e D é um quadrado. ............. (F)
(j) Vetores determinados por segmentos orientados equipolentes sdo iguais. ................ (V)
(k) Trés pontos nao colineares determinam dois vetores LI. .......... ... .. ... ... (V)
(1) Dois vetores LI S30 sempre COPlanares. .. ..............oe.eeeuoenininananaeniiinanaenen.s (V)
(m) Trés vetores LD 880 sempre COplanares. ...............o.ouiuiininoniiniiennenenen.n. (V)
(n) Trés vetores LD s80 sempre CONEAres. . ............iuiuouienininaniinii i, (F)

2. A partir de dois vetores linearmente independentes e U, construa, graficamente, o vetor 24 — .

3. Se os pontos A, B e C nao estao alinhados e AD = B—Cf’ , verifique que A, B, C e D sao vértices

de um paralelogramo.

_— =

4. Sejam AD, BE e C'F as medianas de um triangulo ABC. Mostre que AD +BE +CF =0.

5. No paralelogramo da Fig. 1.1, M é o ponto médio do lado DC. Complete as sentencas:

(a) AD 4+ AB = wovvvooereveee. . v e
(b) BA+ DA = wovooorvcoeer.
(€) AC = BC = e,
—_— 1—)_
(d) BM = 1AB = oo, K “
Fig. 1.1

I
|
I

6. Na Fig. 1.2 abaixo, os vetores AB, AC e AD estdo no mesmo plano. Construir, graficamente,
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—

. . L == — =
com origem em A, o vetor ¥, tal que v+ AB 4+ AC' + AD = 0.

D

>
B

hv4

Fig. 1.2

—_ — o —_— s — — —_— =
7. Na Fig. 1.3 abaixo tem-se MA+ MD =0 e NB+ NC = 0. Escrever o vetor AB + DC em

—_—
funcao do vetor M N.

B
B N
C M
A
Fig.1.3

8. Mostre que as diagonais de um paralelogramo cortam-se ao meio.
9. Mostre que os pontos médios dos lados de um quadrilatero sao vértices de um paralelogramo.

10. Mostre que o segmento que une os pontos médios dos lados nao paralelos de um trapézio é paralelo

as bases e tem comprimento igual a sua semi-soma.

11. Observe as figuras abaixo.

C

A Fig.14| | A Fig. 1.5 Fig. 1.6
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

(a) Na Fig. 1.4 tem-se |DB| = 2|AD|. Expresse o vetor CD como uma combinagao linear dos

—_— —
vetores AC e BC.

(b) A Fig. 1.5 representa um paralelepipedo (caixa retangular). Expresse a diagonal OD como

. - . —_— — —_—
uma combinacao linear das arestas OA, OB e OC.

(c) No tetraedro da Figura 1.6, D é o ponto médio de BC. Expresse o vetor AD como uma

T P
combinacao linear das arestas OA, OB e OC.

Mostre que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um triangulo é paralelo ao

terceiro lado e tem a metade do comprimento deste.

O ponto de encontro das medianas de um triangulo recebe o nome de Baricentro. Mostre que o

Baricentro de um triangulo divide as medianas na razao de 2 para 1.
’ . - A 7 . —_— e - =
Se O é o Baricentro de um triangulo de vértices A, B e C, mostre que OA+ OB + OC = 0.

Se o ponto A divide o segmento P(Q) na razao de n para m e O é um ponto qualquer do espago,

— m — n —
OA = (m+n> OP + <m+n> 00.

Se @ e b sio vetores LI, mostre que 2d + 3b e @ — 6b também sdo LI. Se {c‘i, g, c} ¢ uma base do

mostre que:

espaco, mostre que {a + 5, 2G — 3b — c, b+ 2¢} também o é.

Sejam @ e b dois vetores LI. Como devem ser os escalares = e y para que o vetor xa + yb seja

paralelo ao vetor @, mas de sentido contréario?

1.3 Vetores em Coordenadas

isto é

Sejam A (r4,ya,24) € B(zp,yn, zp) dois pontos no espaco e seja ¥ o vetor com representante AB,

—
6, U = AB, como ilustra a Figura 1.37.

- = = — — —_—
Para expressar o vetor ¥ na base {i, j, k}, notamos que ¥ = AB = OB — OA e considerando que:

SN - - N — - - —
OB=zxpi+ypj+zk e OA=zpi+yaj+zak,



1. VETORES GEOMETRICOS 25

Z A

El
—>

N-l

Figura 1.37: Vetor determinado por dois pontos.

obtemos:

U= (rp —xA)Z—F(yB —yA)j+ (zB —zA)E.

—
A norma do vetor ¥ = AB, indicada por ||7||, é, por definigao, a distancia do ponto A ao ponto B e,

sendo assim, temos:

7] = V(x5 — 24)2 + (yB — ya)? + (2 — 24)2.

Se ||¥]| = 1, o vetor ¥ diz-se unitdrio.
A partir das propriedades da Soma e do Produto por Escalar, vejamos como ficam essas operagoes
e a norma de um vetor, em coordenadas.

(a) Soma: Dados os vetores 4 = u1i + ugj + ugk e U = v1i + v2j + vsk, entao:

T+ 7= (u1 +v1)i + (ug +v2)] + (uz + v3)k.

(b) Produto por Escalar: Dados um vetor ¢ = vJ+ vgf+ U3E e um escalar x, entao:

- — -

x - U= (zv1)i + (zv2)] + (zv3)k.

—
(c) Norma: Considerando o ponto P(vi,v2,v3) e notando que ¥ = OP, obtemos:

19]] = \Jvf +0f + 03
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e dado um escalar z, entdo ||z - || = |z|-||7]|. De fato, como -7 = x - v1i + - v2] 4z - v3k, temos:

Jooll = /(o) + (202)? + (wvs)?

= [o[y/of + i +0f = [2[ - |[7].

Olhando os vetores basicos i, 7 e k sob a forma:

-

i=1-i4+0-40-k, j=0-i41-5+0-k e k=0-i4+0-5+1-k

encontramos:

-

il =1,

indicando, como j& era esperado, que os vetores i, j e k sdo unitarios. Além disso, dado um vetor ¥’ # 0
. v
0s vetores U = :l:H—_,

T s80 unitdrios e colineares com o vetor ¥, porque se x = +1/ ||9]|, entdo 4 = x - ¥
U

e, portanto:

al| = || - |9l = 1/ [|@]) - [|[7]] = 1.
EXEMPLO 1.3.1 Dados os pontos A(1,1,1), B(—1,2,-3) e C(1,2,0), temos:
— - o - — R N
(i) AB=-2i4+j—4k e AC=0i+j— k.
(ii) Usando as operagoes com vetores, encontramos:

[ —_ - — - — — - - —
3AB —2AC = (—67+37 —12k) + (2] +2k) = —6i+5j — 10k.

(iii) Calculando as normas, temos:

IAB|| = V(—2)2+ 12+ (—4)2 =21 e |[3AB —2AC|| = /(—6)% + 52 + (—10)2 = V16L.

EXEMPLO 1.3.2 (Coordenadas do Ponto Médio) Dados os pontos A(xa,ya,z24) € B(xp,yB,28),
seja M (xpr,ynr, 2ar) 0 ponto médio do segmento AB, como ilustra a Figura 1.38.

) —_— — 178
Observando a figura, deduzimos que OM = OA + 5AB e usando as coordenadas, encontramos:
TyM =TA+ %(HJB —Ta), Yum =Ta+ %(yB —ya) e zZy=zTA+ %(zB —24)

de onde resultam as coordenadas do ponto médio:

_za+TB _ ya+tyB _ ZAt2ZB
IM= "5 |YM= "5 ¢ M= |
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Figura 1.38: Coordenadas do Ponto Médio.

EXEMPLO 1.3.3 O ponto médio M (xnr, ynr, zar) do segmento de extremidades A(2,—1,4) e B(6,—3, —2)
tem coordenadas:

=4, yy=-2 e zy=1

e o ponto médio é M (4,—-2,1).

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.2

1. Dados os vetores @ = 2i — j + 5/5, b= —i— j, €= —2i+ 3ked=6i— 27 + 10/;7 calcule:
(a) Y@ (b)3b—53+¢ (c) —~d+3ia (d)b—a.

2. Dado @ = 25—;—1— E, determine um vetor ¥ colinear com 1, de sentido contrario, e cujo comprimento
seja igual a 3. Represente graficamente « e 7.

3. Localize no sistema de coordenadas os pontos: A(2,3,3), B(2,0,3) e C'(2,2,0) e represente

s RN —_

graficamente os vetores @ = OA, b=0B e c= 0C.
_— - —
4. Calcule AB, AC e BC, sendo A(2,3,4), B(—-2,1,1) e C(-2,-1,-2).
5. Considere o ponto A (1,2,3) e o vetor ¥ = 30+ 47 + 5k. Determine B tal que AB = 7.

6. Determine as coordenadas do ponto médio do segmento PQ, sabendo que P (2,1,5) e Q (4,3,1).

Qual a distancia do ponto P ao ponto Q7

7. Dados os vetores @ = 3i — j + 2k e ¥ = 20+ 45 — 2k, determine o vetor @ tal que 3@ + 24 = %17—1— .
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. Dados os pontos A (1,-2,3), B(5,2,5) e C'(—4,2,9), determine o ponto D de modo que A, B, C

e D sejam vértices de um paralelogramo.

. Sejam A, B, C e D os vértices de um paralelogramo e G o ponto de encontro das diagonais.

Sabendo que A (2,—1,-5), B(-1,3,2) e G(4,—1,7), determine os vértices C' e D.

Em cada caso verifique se vetores sao LD ou LI.

(a) @=i+2k 0=2i+j, W=3i+j+5k (b) @=—147+91j+56k, o=2i—13j — 8k
(c) G=i+j, T=3i+12j+k (d) @=3i+j+2k G=i+j+k @d=2+k
Determine m de modo que os vetores @ = mi— f—i— I;, T=—i+ m; ew =i+ ;+ k sejam coplanares.

Qual valor de m faz com que @ = mi + 2j + kedo=8 + mj + 2k sejam colineares?
Verifique se os pontos A (1,—1,2), B(0,1,1) e C'(2,—1,3) estao alinhados.

Determine y e z de modo que os pontos A (1,2,1), B(1,0,0) e C(1,y,z) sejam colineares.
Em cada caso verifique se os pontos A, B, C' e D sao coplanares.

(a) A(1,1,1), B(=2,—1,-3), C(0,2,—-2) e D(—1,0,—2).

(b) A(1,0,2), B(~1,0,3), C(2,4,1) e D(—1,-2,2).

Verifique se os vetores @ = —3i +2j — E, T=1-3]+ 5k e 1 = 247 — 4k podem ser representados

pelos lados de um triangulo.
Verifique se os pontos A (1,1,0), B(3,1,0) e C (1,3,0) podem ser vértices de um tridngulo.

Verifique que os vetores @ = Z+j— 3/2, b=2i+ j—l— 3kecd=—3i+ 9;' — k formam uma base do

R3 e determine as coordenadas do vetor ¥ = i + j + k nessa base. A base é positiva ou negativa?

—Ce U = —ad+ b+ 2 Escreva o vetor

S

Sejam @, b e ¢ vetores LI e considere & = 2a +

@ = 9G + 15b + 6¢ como combinacao linear de 4 e 7.

- -

Calcule os valores de z para os quais os vetores @ = i + xj, b= —xi— j+kec=i+j+ k sdo LLI.
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1.4 Produto Interno

O Produto Interno, ou Produto Fscalar, entre dois vetores é motivado pela projecao ortogonal de

um vetor sobre outro. Iniciaremos com os conceitos de norma e dngulo entre vetores.

» NORMA & ANGULO: Como vimos anteriormente, todos representantes de um dado vetor ¥’ tém o
— S
mesmo comprimento e se ¥ = AB definimos a norma de ¥ por ||9]| = dist(A; B). Se ¥ # 0, os vetores

0]
U= :EW sao0 os tnicos vetores unitarios colineares (LD) com o vetor .
0]

Figura 1.39: Construcao de vetor unitério.
Um fato que nos parece 6bvio é que se 4 é um vetor unitario e ¥ é um vetor colinear com , entao:
v=|lvlja ou v=—[|v]|d,

a depender dos sentidos dos representantes como ilustra a Figura 1.39.
O dangulo entre dois vetores ndao nulos 4 e ¥ é, por definicdo, o menor angulo orientado 6 entre dois

representantes de ¥ e U, com mesma origem, como ilustra a Figura 1.40.

u
=3
— — u
u u
(ﬁav) =0 (T}aﬁ) =-0 (ﬁ,V) =0 (ﬂav) =T U1y

Figura 1.40: Angulo entre vetores.

—

Anota-se 0 = (4, ¥) para indicar o angulo entre @ e ¥ e em se tratando de angulo orientado, segue



30 VETORES & ALGEBRA LINEAR MARIVALDO P. MATOS

que (@,v) = — (¥,4). Dois vetores @ e ¥ com representantes perpendiculares sao ditos ortogonais e
anotamos 4 L ¥; neste caso o angulo entre eles é § = £7/2rad.

A base canodnica B = {Z, 7, /2} é constituida de trés vetores unitarios e mutuamente ortogonais. As
coordenadas cartesianas z, y e z de um ponto P sao precisamente as coordenadas do vetor 0—15 na base

B. Isso torna a base B especial!

» PROJECAO ORTOGONAL: A Figura 1.41 ilustra os vetores nao nulos @ e ¥, com representantes

AB e AC, respectivamente, e D o pé da perpendicular baixada do ponto B sobre o segmento AC.

Figura 1.41: Projecao Ortogonal.

—_—
O vetor AD recebe o nome de Projecao Ortogonal do vetor « sobre o vetor ¢ e é indicado por Proj;u.
. — ~ — — - 7 .
Para expressar o vetor Proj;u em funcao dos vetores 4 e U, notamos que o vetor AD é colinear

- — —
com o vetor unitario ¥/||v|| e, sendo assim, AD = HADH - (9/ ||v]]). Portanto:
Projeii = | 4D - (5 ) = Il cose (1)
191 171

Projii = [Hﬁu 113]] cose} (ﬁ) (1.11)
v

ou, de forma equivalente:

Ao ntimero real ||| ||7]| cos 0, que figura em (1.11), sendo 6 o angulo entre os vetores @ e ¥, damos o
nome de Produto Interno ou Produto Escalar entre os vetores i e ¥. De forma precisa, temos a seguinte

definigao:

DEFINICAO 1.4.1 O Produto Interno entre os vetores @ e v, indicado por W e, € definido como seque:

o ¥ = ||| - ||7]] cos(@, D). (1.12)
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1.4.1 Propriedades & Consequéncias do Produto Interno

g

Dados trés vetores 4, ¢ e w e um escalar (nimero real) x, temos as seguintes propriedades:

(1) Comutativa: Wev =17e1.

(2) Associativa: z-(dev) = (z-u)ev =1ue (z-7).

+
Sy
[ ]

g

(3) Distributiva: de (74 W) =uev

CONSEQUENCIAS A partir das propriedades do Produto Interno, seguem facilmente as seguintes

consequéncias:

(a) @ea = ||d||*. Se i for unitério, entdo 7 e @ = 1.

(b) “ L v det=0. O angulo é § = 1/2 e cosf = 0.

(c) ie ; =0, iek=0 e fo k = 0. Os vetores f, ; e k sdo mutuamente ortogonais.

(d) iei=1 je5=1 e kek=1. Os vetores i, j e k sdo unitarios.

(e) Dado 4 = ug i+ uzj+ U3 lg, entao as coordenadas uq, us e ug do vetor i sdo precisamente:
Ui :’E;OZ, (D) :1_[0; € us :UolZ.

(f) Se @ =u i+ u2j + us ke T=uvi+ vy ] + 3 E, temos a seguinte regra para o Produto Interno

em coordenadas:

U e U = uvy + usty + ugvs.

(g) Segue de (1.12) que o angulo entre @ e ¥ é o menor angulo orientado 6, tal que

cosf = 7_”

][ - ]2

PRODUTOS NOTAVEIS & DESIGUALDADES  Usando as propriedades e consequéncias do Produto

Interno, temos:

(a) Quadrado da Soma: |@+ 7| = ||@||*> + 2 e 7+ ||7]%.
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Prova:
|lZ+7)* = (@+0)e(i+0)=doid+ioT+Toli+Te7

= |a|® +2ae7+ ||7]?.

(b) Quadrado da Diferenca: ||i — 7]|* = ||@||> — 2@ o 7+ ||7]|*.

(c) Produto da Soma pela Diferenca: (@ + %) e (@ — 7) = ||@||> — ||7]|*.
Prova:
(U4 V)e(U—0U) = UeU—UeT+ToU—TeT

—12 =12

ol (1 el G

(d) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |de 9| < ||d]| - ||7].
Prova: Considerando que |cos | < 1, temos:

@ o3 = ||| - [|7] - [cos 8] < |[a]| - ||7]
~——

<1

(e) Desigualdade Triangular: |+ o] < ||d]| + ||7]]-

Prova: Usando o quadrado da soma e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:
la+a1* = fal*+2ae v+ |7* < [l + 2@ - |7 + [|5]

= (@ + |17])*

e dai segue a desigualdade. Por que o nome Desigualdade Triangular? Em um tridngulo, o

comprimento de um lado (]|@ + ¥]|) nao ultrapassa a soma dos outros dois (||| + [|¥/]|).

1.5 Produto Vetorial

Para motivar o conceito de Produto Vetorial entre dois vetores, deixe-nos considerar o seguinte

problema geométrico:
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[eadl

Figura 1.42: Desigualdade Triangular.

.
v

-
u

Figura 1.43: Area do Paralelogramo.

» PROBLEMA: Calcular a drea do paralelogramo cujos lados s@o representantes dos vetores LI (néo
parelelos) i e U, como ilustra a Figura 1.43.

A area do paralelogramo S vem dada por:
A (S) = (base) x (altura) = ||@|| x h = ||d|| - ||0]| - | sen (&, V).

Como veremos adiante, o valor numérico da area A (S) é a norma de um novo vetor, conhecido por
produto vetorial de @ e 7.

— —

Dados trés vetores LI i, ¥ e w, podemos construir com esses vetores seis bases ordenadas:

i}

=

B1 = {u,v,w}, By = {v,u, W}, Bz ={v,w,u}, By ={u,w,v,}, Bs ={w,u, v,} e Bg = {w,

e a cada base ordenada associaremos o sinal ”+”ou ”—", de acordo com a Regra da Mao Direita descrita
a seguir. Para melhor clareza da regra, suponhamos que os vetores LI u, ¥ e W estejam dispostos como
ilustrado na Figura 1.44

O sinal da base By = {u, ¥, w} é estabelecido da seguinte forma: imaginemos o vetor & (terceiro
vetor da base) apontando para nossos olhos e giramos, segundo o menor angulo, o vetor @ (primeiro vetor
da base) até torné-lo colinear com o vetor ¥ (segundo vetor da base). Se a rotacao for anti-horéria a base

Y

serd positiva e, caso contrario, associamos a base o sinal ”—". Dito de outra forma, acompanhando com
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=l

=

_)
u

Figura 1.44: Base Ordenada.

os quatro dedos da mao direita a rotacao do vetor 4 (primeiro vetor da base) até torna-lo colinear com
o vetor ¥ (segundo vetor da base), se o polegar apontar na diregao do vetor i (terceiro vetor da base)
a base serd positiva. Esta é a Regra da Mao Direita. Na tabela abaixo, exibimos os sinais associados as

bases listadas acima, com respeito a configuracao da Figura 1.44.

Bl 82 Bg 84 85 66
+ =+ - |+ |-

=l

<

Figura 1.45: Regra da Mao Direita.

Procedendo dessa forma com as demais bases, deduzimos que as bases B3 e Bs sao positivas,
enquanto as bases By, By e Bg sao negativas. E claro que os sinais das bases serao alterados quando a

disposicao gréfica dos vetores for modificada.

DEFINICAO 1.5.1 Dados os vetores LI (nao paralelos) @ e ¥, o produto vetorial de @ por U €, por
definicao, o vetor 4 X U, caracterizado por:
(i) Norma: |[|@ x @ = || - [|9]] - [ sen (d, 7)].

— s

(ii) Diregao: o vetor @ X U € ortogonal aos vetores U e U, simultaneamente.
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— —

(iii) Sentido: a base ordenada {u, U, @ x U} € positiva, isto €, atende a regra da mdo direita.

—,

No caso em que os vetores i e ¥ sao paralelos (aqui estao incluidos os casos @ = 0 e ¥ = 0), define-se

@ x ¥ = 0. Sobre a defini¢io do produto vetorial, ressaltamos que:

(a) A norma ||@ x ¥|| é precisamente o valor numérico da 4rea do paralelogramo cujos lados sao repre-

sentantes dos vetores 4 e 7.
(b) Os vetores 4 x ¥ e U X U sdao paralelos, ji que ambos sdo ortogonais ao plano gerado por @ e .

(c) O sentido do vetor ¥ x i é determinado pela regra da mao direita, considerando que a base ordenada

— —

{7, i, ¥ x @} deve ser positiva. A Figura 1.46 ilustra os produtos vetoriais @ X ¥ e ¥ X .

— —

Figura 1.46: Os produtos 4 X ¥ e U X 1.

1.5.1 Propriedades & Consequéncias do Produto Vetorial

(1) Os vetores i e ¥ sdo paralelos (LD) se, e somente se, @ X ¥ = 0. De fato, sendo @ e ¥ paralelos,

—»

entdo sen (4, ¥) = 0 e, portanto, |4 x ¥]| = 0.
(2) Antissimetria: @ x ¥ = —¢ x 4. Basta observar a Figura 1.46.

(3) Com respeito aos vetores bésicos Z, fe 1_5, dispostos como ilustrado no Exemplo 1.2.11, temos a

seguinte tabela de produtos vetorias:

IxFlkxi|jxk|ixi|jx] | kxk|]xi|ixk]|kx]
k j i 0 0 0 | k| —j | -




36 VETORES & ALGEBRA LINEAR MARIVALDO P. MATOS

(4) Associatividade: z- (U x?) = (z-%) X T =14 X (z- 7).

X W.

£

(5) Distributividade: @ x (¥+ @) =4 x T+

(6) O Produto Vetorial em coordenadas. Dados os vetores @ = uy ;+U2 f+U3 E e o= U1 Z—i—vg f+v3 E,
obtemos, a partir das propriedades ja estabelecidas, a seguinte expressao em coordenadas para o

produto vetorial:

- - - - -

GxT = (uva)k — (wiv3)J — (ugv1) k + (ugvs) i+ (ugvy) 7 — (ugva) i

= (ugv3 — ugv2) i — (urvs — uzv1) j + (urv2 — ugvy) k.
Na ultima linha, os coeficientes podem ser identificados com determinantes 2 x 2, de modo que:

. uz uz| - (U1 uU3z| - uyp u2| -
UXT= i — J+ - k. (1.13)
V2 U3 U1 U3 v V2

A expressao do lado direito de (1.13) nada mais é do que o desenvolvimento de Laplace do determinante:

UX U= Ul U2 U3 (1~14>

que normalmente se usa para representar o produto vetorial.

EXEMPLO 1.5.2 Se @ =i+ 23— ket=2i+ 23— 312, o produto vetorial i X ¥ € dado por:

ik
GxT=11 2 —1|=(-6+2)i—(-3+2)j+2-Dk=—-4i+j -2k
2 2 -3

Como U x U # 0, deduzimos que 0s vetores U e U nao sdo paralelos e a drea do paralelogramo S de lados

representados pelos vetores U e U € igual a:
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1.6 Produto Misto

O Produto Misto, como o proprio nome sugere, envolve os produtos Interno e Vetorial.

Para
motivar o conceito, vamos considerar o seguinte problema geométrico:
>

PROBLEMA: Calcular o volume do paralelepipedo cujas arestas sdo representantes dos vetores
i, U e W, como ilustrado na Figura 1.47.

Figura 1.47: Volume do Paralelepipedo.

O volume do paralelepipedo vem dado por:

‘VO] = (drea da base) x (altura) ‘

e por observagao da Figura 1.47, encontramos:

vol = || x ¥|| - H = ||@ x ¥ - ||F|| - |cos | . (1.15)
O que vemos em (1.15) é o volume expresso pelo produto interno dos vetores @ x ¥ e W, isto é:

volz‘(ﬁxﬁ)ow‘.

Ao nimero real (@ x U) &/ damos o nome de Produto Misto dos vetores 1,

— —

¥ e W, nessa ordem, e
anotamos:

(i, ¥, W] = (i x ) e 1.

E oportuno ressaltar que o produto misto [ «, ¥/, @ | pode mudar de sinal ao permutarmos os
vetores i, ¥ e w. Por exemplo, notando que 4 X ¥ = —¥ X #, temos:

[V, U, W] =—]u, v, ]
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1.6.1 Propriedades & Consequéncias do Produto Misto

—

(1) Os vetores i, U e W sao coplanares se, e s se, o paralelepipedo degenera-se em uma figura plana e,

assim, [ @, U, @ ] = 0.

(2) O sinal do Produto Misto [ @, ¥, @ | é o mesmo da base ordenada B = {u, ¥, W}, no caso em que

0s vetores nao sao coplanares.

(3) Para comprovar que [ 4, ¥, W | = [ ¥, W, 4 ], basta observar que em valor absoluto os produtos
mistos sao iguais (representam o volume do mesmo paralelepipedo) e que os ternos ordenados

{t, ¥, W} e {U, W, 4} tém o mesmo sinal.
(4) O produto Misto em coordenadas: Considerando os vetores:

U=uri+usjt+usk, Uv=vii+vej+uvsk e W=wii+wej+wsk

usamos os produtos interno e vetorial em coordenadas e encontramos:

up u2 U3
[ﬁa 17’15]: v V2 U3|-

wp w2 w3

-

EXEMPLO 1.6.1 Sejam os vetores i = i+ 2], T=—i+ 2;— kew= 254—]— k

(a) Os vetores @, U e W sao LI (ndo coplanares), porque:

1 2 0
(@, 0, W ]=|-1 2 —1|=-T#0.
2 1 -1

(b) O paralelepipedo de arestas i, ¥ ¢ W tem volume igual a 7.

(¢) As coordenadas do vetor @ =i + j + k na base {1, U, W} sado as solugodes z, y e z da equagao

vetorial:

QL

—z-dity Ttz 0. (1.16)
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A equagao (1.16) é equivalente ao sistema algébrico:

r—y+2z=1
20+ 2y+2=1
—y—z=1
com solucao z =9/7, y = —4/7 e z = —3/7. Assim, temos a representagao:
a= gﬁ— %17— §u7
A A

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.3

1. Classifique as afirmagoes em verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando sua resposta.

(a) () Sedeb sao paralelos, entdo @ x b = 0.

(b) () Sedxb=0, entdo @ ou b é igual a 0.

(¢) ( ) Sed e b sio perpendiculares, entio @ e b = 0.

(d) () Sedeb=0,entdo @ou b éigual a 0.

(e) () Existem vetores ndo nulos @ e b tais que @x b=0¢ Geb = 0.

(f) () Se{@,b,& éuma base ortonormal, entio ¢ = a x b.

(g) () Seaéoplano gerado por @ e be 6o plano gerado por Ce d. entdo a e B sio paralelos
se, e somente se, (@ x b) x (¢x d) = 0.

(h Os vetores @, be sio coplanares se, e somente se, [d, l_;, él =0.

Se {a, b, ¢} é uma base ortonormal, entao [d, b, cl = +1.
Sempre que @ e b forem colineares, ter-se-a ||@ + b|| = ||a@]| + ||b]-

Se @ e b sdo vetores unitdrios, entdo @ + b tem a direcao da bissetriz do angulo (@, b).

) ()
) ()
) ()
) ()
) () Sedebsio vetores do espaco, entdo ||@+ b||2 = ||@||* £ 27 e b + ||b]|2.
) () Trés vetores ortogonais sao sempre LI.

) () Se|all =1, entao o vetor Projagtem comprimento |d e I;|

) () Se{u,¥,w} é uma base positiva, entao {u,w, v} também o é.

) ()

O conjunto {u, ¥, v} é uma base apenas quando @ e ¢ forem LI.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

—

(q@) () Se{&, @ @} éuma base ortonormal e @ é um vetor, entdo ||@||*> = (Goi)2+(Tev)2+(Gew)2.

. Mostre que as diagonais de um losango sao ortogonais.

—_—
. Se AB e AC vetores nao nulos e ortogonais, demonstre o Teorema de Pitigoras:

s e e

=,

. . L (Geb)d
. Se @ e b sao dois vetores e @ # 0, mostre que o vetor ¥ = b — (aH:”2)a ¢é perpendicular ao vetor a.
a
. Verifique que a norma goza das seguintes propriedades:
(a) ||@| >0 e @ =0« a=0. (O tinico vetor de norma zero é o vetor nulo.)
(b) Mzl = 12l]| < llu — .
(c) Gob= i [H&'—i— b||2 - ||@ — g!\Q] . (Identidade de Polarizagao)
(d) ||a@+ 0]+ ||@ — b]|> = 2 [H&'HQ + ||l_7,||2} . (Identidade do Paralelogramso)

. Descreva passo-a-passo a construcao de uma base ortonormal positiva {u, ¥, %}, a partir de um

vetor ndao nulo d.

—

. Sejam d, b e C trés vetores tais que o angulo entre quaisquer dois deles, nessa ordem, é 60°.

Sabendo que ||@|| = 3, ||b]| =2 ¢ ||&| = 6, calcule ||@+ b+ .

. Se ||@]| = 11, ||b]| = 23 e ||@ — b]| = 30, calcule ||@ + b]|.

. Os vetores @ e b sao perpendiculares entre si e o vetor ¢ é tal que (¢,@) = 60° e (¢, I;) = 60°.

-

Sabendo-se que ||@|| = 3, ||b]| =5 e ||&] = 8, calcule o produto interno: (3@ — 2b) e (b + 37).
Determine a projecdo ortogonal do vetor @ = 2 — 3f+ k sobre o vetor b = —i + 25—# 2k.

Calcule o angulo entre os vetores @ = 2?—1—;— 2keb=3i+ 33.

Determine o valor de x, de modo que (33;4— 3}—1— E) ° (2?4— j) =3.

Dados @ = 4i + 2j + 4k e ¥ = 27 + j- ZE, ache um vetor unitério « na dire¢ao da bissetriz do

angulo entre ¥ e .
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Verifique que os pontos A (1,1,0), B(3,1,0) e C(1,3,0) sdo vértices de um tridngulo retangulo

e calcule seus angulos.
Dados @ = 37 — 2;+ IZ, T=1i+ 5 ew= —2}— IZ, calcule os produtos mistos:
(a) [u,v,w], (b)[u,d,d], (c)[d,d,v] e (d) [u, d,wd].
Em cada caso, verifique se os pontos sao coplanares ou nao.
(a) A(0,2,-2), B(-1,0,-2), C(-2,-1,-3) e D(1,1,1).
(b) A(-1,0,3), B(-1,-2,2), C(1,0,2) e D(2,4,1).

Os vetores i, ¥ e W sdo mutuamente ortogonais e formam, nessa ordem, um terno ordenado

—»—»—»]

positivo. Sabendo que |||l =4, ||T|| =2 e ||w|| = 3, calcule o produto misto [, ¥/, ]

Use o produto vetorial e determine as condigOes que devem satisfazer os vetores @ e b para que
a+bed—bsejam paralelos.

Os vetores @ =i+ j+ 3k, b=2i — j + bk e = 4i — 3j + k sdo coplanares ou nao?

Se |||l = 3 e ||U|| = 5, determine os valores de = de modo que os vetores @ + z¥' e @ — x¥ sejam:

(a) perpendiculares (b) paralelos.

Sejam a = i— 2;—1— 31;, b=2i— 3;—1— ked=i+ 2;— 7k. Determine um vetor @ perpendicular aos

vetores @ e b e tal que ¥ e ¢ = 100.

Se a, (B ey sao os angulos diretores de um vetor nao nulo v, isto é, os angulos que o vetor ¢ forma

com os vetores i, j e k, respectivamente, mostre que:

cos? o+ cos? 4 cos? y = 1.

Demostre as seguintes relagoes:

(a) o x (

(b)

X W) = (4 e W)U — (4 e V).

<L

<y

U X

—

) x (2 x @) = [@, 7, W7 — [, U, 2]

Os vetores i, ¥ e W tém normas 4, 2 e 6, respectivamente, e o angulo entre quaisquer dois deles,

na ordem apresentada, é m/3. Calcule ||@ + ¥+ W .
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27. Prove as seguintes afirmagoes:

eUXVT+UX W+ W xu=0, enta

o

i, U e W sdo coplanares.

1.7 Regra de Cramer

Daremos a seguir uma breve descrigao da Regra de Cramer para resolugao de sistemas lineares

3 x 3. Comecamos com dois resultados bésicos, que serao utilizados na seqiiéncia.

—

B Usando a relacdo [@, 2, X| = [X, @, 2], com X = @ x ¥, vamos demonstrar que:
SOLUCAO Temos [, Z, d] = [d, W, Z] e considerando @ = @ x ¥, obtemos do Exercicio 25(a), se¢ao 1.4,

(0,24 x 0] = [ix 00,2 e (0x2)e(@xd)=[(dx7) <] 2

—

onde A = [, ¥, w].

SOLUCAO Do Exercicio 77, temos:

(i) (@ % 7) x (@ x 7) = 4,7, 7] @ — |a@, 7,7 7
(i) (@ x ) x (@ x &) = — (& x T) x (@ x ¥) = —([@, 7,8 — [, 7,7 7),

de onde resulta que:
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Se na ultima igualdade isolarmos Z no 1° membro, chegaremos ao resultado.

Consideremos, agora, o sistema linear 3 x 3 :

a1 + asy + azz = di
bix + boy + b3z = do (*)

c1x + coy + c3z = dg

e os vetores @ = aqi + b1j + C1E, T = agi + byj + CQE, T = asi + bsj + csk e X = dyi + daj + dgl;, de

modo que X = z@ + y¥ + 2. Se o determinante

ay az das

1 C2 C3

é nao nulo, entao os vetores i, ¥ e @ formam uma base do espaco e , portanto, os escalares x,y e z sao

Unicos, ou seja, a solugdo do sistema (*) é nica e esta vem dada por:

Ay Ay A,
r=—, yYy=—""= e z=

A’ A A

onde os determinantes A;, A, e A, sao obtidos a partir do A, do modo seguinte:

dl ag as a1 dl as ay az dl
Ay =det |dy by b3|, Ay=det|ay dy b3 e A,=det ay by do
d3 Cy C3 as d3 C3 a3 C2 d3
No caso em que o sistema é homogéneo, isto é, d; = do = d3 = 0, entao a Unica solugao do sistema é

z=0,y=0ez=0.

QUESTOES DE REVISAO

1. Dado um ponto P (z,y, z), o que representam, em termos de distancias, as quantidades:
Va2 +i2, a2+ e VP22

E as coordenadas x, y e z o que medem?

2. Como devem ser os escalares x, y e z, para que o ponto P (z,y, z) esteja sobre:

(a) oeixoxz (b)oeixoy (c)oeixoz (d)oplanoxy (e) o plano zz (f) o plano yz.
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3.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Como verificar se os pontos A, B e C sao colineares? Trés pontos sdo sempre coplanares? E trés

vetores?

. O que sao segmentos orientados equipolentes? Vetores determinados por segmentos orientados

equipolentes sao iguais?

. O que é Combinacio Linear dos vetores i, e @ ? E Base do espaco R?, o que é?

. O que sao Vetores LI e vetores LD? Vetores colineares sao LI ou LD? E coplanares? Qual argu-

mento algébrico se usa para testar a dependéncia linear entre vetores?

O que é ||d@||? Em que condigoes se tem ||@|| = 07

. O que é um vetor unitario? Dado um vetor nao nulo @ quantos vetores unitarios e colineares com

a existem? Como determing-los?

—
—

. Sob que condigoes trés vetores @, b e ¢ podem ser representados pelos os lados de um triangulo?

Como verficar se quatro pontos A, B,C' e D sao coplanares ou nao?

Identifique o plano gerado pelos seguintes pares de vetores: (a)iej (b)iek (c)jek.

Na representagao @ = xi + yj + zk como sao denominados os escalares xz, y e 2?7 Como vocé

relaciona o vetor @ e o ponto P (z,y, z)?

Como se define o produto interno entre dois vetores? Como usar o produto interno para determinar

o angulo entre dois vetores nao nulos?

E o produto vetorial, o que é? Que ente geométrico pode ser calculado com o produto vetorial?
Para que serve o produto misto?

O que é o plano gerado por um par de vetores LI? E a reta gerada por um vetor nao nulo?

O que é uma base ortogonal do espaco? E uma base ortonormal, o que é7

Como usar o produto interno para achar as coordenadas de um vetor em uma base ortonormal?
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

O triangulo ABC' esta inscrito no semicirculo de raio R, como ilustra a Figura 1.7 abaixo. Mostre

que o triangulo é retangulo no vértice C.

Fig. 1.7
Um vetor nao nulo ¢ forma com os eixos Ox e Oy os angulos a = 120° e § = 45°, respectivamente.
Determine o dngulo entre ¥ e o eixo Oz.

Dois angulos diretores de um vetor ¢ sdo: a = 60° e v = 120°. Se ||U|| = 2, determine as

coordenadas do vetor 7.
Determine os cossenos diretores do vetor @ = 47 + 3;—1— 12k.
Determine dois vetores @ e @, de norma 75, paralelos ao vetor @ = 167 — 15] + 12k.

Verifique que os vetores @ = \[( 2 +k), b=-"({(—k)ec= %(;4—;%— k) sdo ortonormais e

determine as coordenadas do vetor ¥ = 37 + 2j + 2k na base {a, b, c}.

ls\

Sejam @ = 54— E, 7= 25—1—}(& =itk O conjunto {i, ¥, W} é uma base do espago R3? Essa base
é ortonormal? Ela é ortogonal? E possivel escrever o vetor @ = 3i + 2}—1— 2k como combinagao

linear de i, v e w?
Se |||l =4 e ||U]| = 3 e o angulo entre 4 e ¥ e entre 4+ U e 4 — ¥ é a, calcule cos a.
Se 4, U e W sdo vetores unitarios tais que @ + U + @ = 0, mostre que 4 - U+ 4 - W+ ¥ - W = —3/2.

Se 1 e ¥ sdo vetores ndo nulos e ortogonais, determine o valor de = de modo que os vetores u + z¥

e U — U sejam ortogonais.

Se ||| =1, ||¥]| =3 e (&, V) = 7/6, calcule ||(2d — ) x (4 + V)] .

- —

Determine dois vetores de norma 3, ortogonais aos vetores @ =2t —j+keb=1— k.

—

Determine um vetor @ tal que 7 - (2i + 37) = 6 e ¥ x (2 + 3j) = 4k.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Qual a drea do paralelogramo que tem trés vértices consecutivos nos pontos A4 (1,0,1), B (2,1,3)

e C(3,2,-5)7

Verifique se os pontos A (—1,-3,4), B(—2,1,—4) e C'(3,—11,5) sado vértices de um triangulo.
Em caso afirmativo, classifique o tridngulo em retangulo, iséceles ou eqiiilatero e calcule sua drea.

Considere os vetores @ = 2i + j + 3k e ¥ =4i+ j- 3k. Construa uma base ortonormal positiva

{@, b, ¢}, sendo @ paralelo ao vetor 4 e b paralelo ao vetor ¥. Determine as coordenadas do vetor

T=i+]+ k na base {6,5,6}.

Calcule o volume do paralelepipedo que tem um dos vértices no ponto A (2,1,6) e os trés vértices

adjacentes nos pontos B (4,1,3), C'(1,3,2) e D(1,2,1).

Considere o triangulo de vértices A (3,2,1), B(3,2,2) e C (3,3,2). Determine:
(a) Os angulos do AABC; (b) O vetor projegao do menor lado sobre o maior lado;
(c) A area do AABC; (d) A altura do triangulo, relativa ao maior lado.

Dados @ = 2i — j—i— 2k eb =1+ 3;, construa uma base ortonormal negativa {u, 7, w}, sendo @

paralelo ao vetor @ e U coplanar com a e b.

Seja x < 0 e considere os vetores @ = 2zi + 2zj + le, T=ai—2x+ 22k e @ = 2xi — zj — 2xk.
Mostre que {u,¥,w} é uma base ortogonal negativa. Determine o(s) valor(es) x que torna(m)
a base ortonormal e, em seguida, encontre as coordenadas do vetor @ = i— 2} — 3k nessa base

ortonormal.

Verifique que os pontos A (4,6,2), B(1,2,1), C(3,3,3) e D(7,4,3) sao vértices de um par-

alelepipedo, calcule o volume do sélido e as coordenadas do ponto E, sendo AE uma diagonal

interna.
Mostre que o volume do tetraedro da Figura 1.8 é:
—_— = — C
V =1|[0A,0B,0C]|.
A - B
o Fig. 1.8
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RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.1
1. Em algums casos, uma ilustracao geométrica ajuda na conclusao.

_— =
(a) Para que os vetores AB e C'D sejam iguais é necessério e suficiente que os segmentos orientados

AB e CD sejam equipolentes
(b) Segmentos equipolentes determinam o mesmo vetor.

(c) Dois vetores sao Linearmente Dependentes (LD) quando possuirem representantes paralelos.

Tais representantes podem ser colineares ou nao.

(d) O plano que contém representantes dos vetores b e & também contém pontos do espago, que

sao representantes do vetor nulo d.

(e) Os pontos nao alinhados A, B e C podem ser determinados de tal forma que os segmentos

. . _ —_= .
orientados OA, OB e OC sejam coplanares. Neste caso, os vetores OA, OB e OC sao LD.

(f) Seriam equipolentes se tivessem o mesmo sentido. Por exemplo, os segmentos orientados e

néao nulos AB e BA sao colineares, de mesmo comprimento e, contudo, ndo sdo equipolentes.
(g) O quadrilatero de vértices A, B,C e D é um paralelogramo.
(h) Qualquer ponto do espaco é um representante do vetor nulo.

(i) O quadrilatero de vértices A, B,C e D é um paralelogramo, mas, ndao um quadrado, neces-

sariamente.
(j) E isso que estabelece o conceito de vetor.

(k) Os dois vetores LI determinados pelos 3 pontos nao colineares geram o plano que contém os

trés pontos.
(1) Quaisquer dois vetores (LI ou LD) sdo sempre coplanares.
(m) Se nao fossem coplanares, seriam geradores do espago e, portanto, LI.

(n) Eles podem ser coplanares e nao colineares.

2. Recorde-se que 24 tem mesma direcdo e sentido que 4 e —¥ tem sentido oposto ao vetor v.

3. Decorre da equipoléncia dos segmentos orientados AD e BC.
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4. Observando a Figura 1.12, vemos que

—

—_— —_— — —_— —_— —_— —
AD=AB+1BC, BE=BA+1AC e CF=CA+

—

A

N[ =

e, somando essas expressoes, chegamos ao resultado.

— — — —

5. (a) AC (b)y CA (¢c) AB (d) BD.
e T

6. O vetor procurado é v = BA+ CA+ DA

—_— — —
7. AB+ DC =2MN.

8. Seja M o ponto médio da diagonal AC e mostremos que M é ponto médio da diagonal DB.

—_— —
Observando a Figura 1.9, vemos que DM = DA +
— — —_

AM = %DA + % (DA + AC’> , e considerando que
—_— — ey 1= 13 1=

DC = AB, resulta DM = 5 DA+ 5AB = 5;DB.

&

Y
.
0
.

A B Fig.19

9. No quadrilatero da Figura 1.10, F, F, G e H sao os pontos médios dos lados.

_— == = =

E suficiente mostrar que GF = HE e HG = EF. C
— —_— — 152 153 1= G F
Temos GI' = GC+CF = 5DC+ 505 = 5DB, e, de
— —_— D
modo similar, encontramos HE = %DB. B
H E
A Fig. 1.10

10. Observe o trapézio da Figura 1.11 abaixo, em que M e N sao os pntos médios de AD e BC,

respectivamente.
D/ \
A B
Fig. 1.11
Temos
— — — 1 (7= — — 173
MN = MA+A4B+BN =} (DA+ 4B+ BC) + LAB
IpA L 1P



1. VETORES GEOMETRICOS 49

— — —_—
11. (a) Devemos encontrar escalares x e y, tais que CD = xAC + yBC. Obervando a Figura 1.4,

Vemos que:
—_— — —_— —_— —_— — —_— —_—
CD = CA+AD=-AC+ ;DB =—-AC + 3(DC + CB)
— 177 154 — 27, 157
= ~AC+1DC-1BC = CD=-2AC - iBC
(b) OD=0A+0B+0C (c) AD=-0A+ 0B+ i0C

12. No triangulo da Figura 1.12, M e N sao os pontos médios dos lados AC e BC', respectivamente.

. . — 17083
E suficiente mostrar que MN = 5AB. De fato, C

— l1— — 1—
MN = §CA—|—AB—|-§BC'

B

Yoas tap s tag+ po = LaB
B R R S S

Fig. 1.12

13. O baricentro de um triangulo é, por definicao, o encontro das medianas do triangulo, como ilustra

a Figura 1.14.

Fig. 1.14

Suponhamos que o ponto O divida a mediana AD na razao de 2 para 1 e mostremos que o ponto

O também divide a mediana BF' na mesma razao. Temos:

— _—  — — — — — —
BO =BA+ AO = BA+20D =2DF + 20D = 20F. (BA=2DF, Ex. 12

—_— = — == 5 [, == — — — P ——
A0+ BO+CO = g(ADHBF+CE):§[(AB+BD)+(B +AF)+(CB+BE)}:
2 (5RO A SR 2 (13 153 153 -
- g(BD+A +CB+BE)=2(YAC +1C +§BA):0

15. Na Figura 1.13 ilustramos a situacao geométrica, onde vemos que
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— — — — —
OA = OP + PA, e considerando que PA = > AQ, Q
encontramos:

— — — —_— —
OA=OP+ 24 = 0P+ £ (40 +0Q).

Fig. 1.13

16. Lembramos que d, e b sio LI se, e somente se, a equacio vetorial xd + yg = 0 admite apenas a

solucao nula z = 0 e y = 0. Considere, entao, uma combinacao linear nula

x(25+36)+y(a‘—65) —q

-

e mostre que = 0 e y = 0. No caso de trés vetores a situacao é similar. Trés vetores d, b, e ¢ sdo
LI se, e somente se, a equagao vetorial xd+ yb+ z¢ = 0 admite apenas a soluggo nulaz =0, y =0

e z = 0. Recorde-se que uma base é um conjunto constituido de trés vetores LI.

17. 2 <0ey=0.

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.2

1. (a) 7—37+3k (b) —15i+2f —22k (c) —5i+ 37—k (d) —37 -5k

—~

2. 7= —3i/ ||| = —v6i + %0 — LOF.

3. O ponto B (2,0,3) jaz no plano zz, porque tem a ordenada y = 0, enquanto o ponto C (2,2,0)

tem a cota z = 0 e, portanto, jaz no plano zy. Veja a ilustragao geométrica na Figura 1.15.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. C(6,-1,19); D(9,-5,12).

(a) LI (b) LD (c) LI (d) LD.
m=2oum= —1.

Com m = 4, tem-se @ = %17.

Nao.

y =2z

(a) Sim. (b) Nao.

Sim. Tem-se W = —% — 0.

. é % ~
Sim, porque os vetores AB e AC sédo LI.

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.3

1. V¥, V,F,F,F,V,V, V F, V, V., V, V. F, F, V.

o1
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’ . —_— e . . . L, —_— — —
2. E suficiente mostrar que os vetores AC' e BD sao ortogonais (perpendiculares), isto é, ACe BD =0

Veja a ilustracao geométrica na Figura 1.16.

Fig. 1.16

—>—B>—>——>—>—>

Considere as representagoes A +BC e BD = BA+ AD e use as proporiedades do produto

Q
I

interno para concluir.

|
|

— —_— - —_— —

3. Da Figura 1.17, vemos que BC' = AB — AC e sendo os vetores AB ¢ AC, entdao AB e AC = 0.

Temos:
C
— |2 _— —
|B¢|” = BCeBC
—_— - _— —
~ (4B-AC)« (4B -4C)
— 12 —_ — — 2
= |45 -2 (4c+ 4B) + |c|
2 2
= [[43]"+ []ac] § 5
Fig. 1.17
4. O vetor ¥ sera ortogonal ao vetor @, quando v'e @ = 0. Ora,
} (@e8) doa )
ved=bed——~—~-———=bea—aeb=0.
]
5. (a) Considerando @ = i 4 yj + zk, entdo
@] = Va2 +2+22=02=y=2=0s 4 =0.
(b) Temos:
| = |a — 7+ ]| < ||z — 7| + |19]] = [l — [|7]] < |z — . (1.17)

De modo similar, encontramos:

191 = flall < |7 — al| = [l -7 (1.18)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Combinando (1.17) e (1.18) chega-se ao resultado.
(c) Consequéncia direta dos Produtos Notdveis.

(d) Consequéncia direta dos Produtos Notéveis.

. , - o L a
. Etapa 1. Normalizamos o vetor @ e obtemos o primeiro vetor basico u = W
a

Etapa 2. Usando o produto interno, construimos um vetor b, ortogonal ao vetor @ e, em seguida,

. - . b
normalizamos b e obtemos o segundo vetor basico v = W, ortogonal ao vetor .
b

Etapa 3. Um terceiro vetor béasico, unitario e ortogonal aos vetores u e U, é: W = U X v.

Consequeéncia dos Produtos Notdveis: ||@+ #||> = ||@||> + 2@ o 7 + || 7]

. V/85.

. 20.
—62.
TRV I3
0 = arccos(1/v/2) = /4.

=i+ 2

dl] =2 e |@+ 7] =34

xz=0.

O vetor ﬁ + ﬁ aponta na direcao da bissetriz do angulo entre @ e ¥. O unitario na direcao da

. . . - l‘.’ L‘.’ . .
bissetriz é, portanto, W = NN L Veja a Figura 1.18.

L
Jall - 1¥1

> ii

Fig. 1.18
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

A2 BeG e

(a) —7 (b) 0O (c) 7 (d) o.

(a) coplanares (b) nao coplanares.

24.

Se @ for paralelo a 5, entdo @ + b serd paralelo a @ — b.

Nao, porque @, 5,6] # 0.

(a) z==3/5 (b) z €R,se deb forem paralelos e = = 0, caso contrario.
7 = 70i + 505 + 10k.

Decorre das relagoes:

-k

cosff=—=- e cosy= W
U

<y
S
S
.
S

(a) Use coordenadas, desenvolva os dois lados da igualdade e comprove o resultado.

—

(b) Do item (a), segue que @ X (Z x W) = (@ - W) Z — (d- Z) W e considerando @ = @ X ¥ obtemos:

— —

(@ x T) x (£x @) = [(@ % §) 07— [(@ % §) & = [d,

<L

0] 2 — [@,7, 2] .

Da relacao

— —

1@+ T+ )|? = ||a@|* + ||7)* + | @a||® +2(@- T+ @ - & + T - D)

e dos dados, encontramos ||@ + @ + @||* = 100 e, portanto, ||@+ @ + || = 10.

=,

(a) Sea-v= b ¥, entdo (@—b)-v=0, V¥, e considerando ¥ = @ — b, obtemos:
(@—b)-(@—b)=0s|[@a—bl>?=0=a=0b.
(b) Sabendo que (@ — E) x ¥ =0, V ¥, consideramos, sucessivamente, 7 = i, ¥ = j e ¥ = k, para
deduzir que @ e b tém as mesmas coordenadas. Logo, @ = b.

(c) E suficiente mostrar que [, v, W] = 0. Para isto, multiplicamos escalarmente a equagao

UX U+ T X W+ x @ =0 por @ e encontramos: (& X ¥) -w = 0, isto é, [@, U, W] = 0.
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UESTOES DE REVISAO

1. A quantidade /22 + y? representa a distancia do ponto P (z,y, z) ao eixo z, enquanto a coorde-

nada z é, em valor absoluto, a distancia de P ao plano yz.
2. (a)y=0,2=0 (b)xz=0,2=0 (¢c)z=0,y=0 (d)z=0 (¢)y=0 (f)xz=0.

B . — — . , = — =
3. Os pontos A, B e C sdo colineares se os vetores AB e AC forem LD, isto é, AB x AC = 0.
Sim, trés pontos sdo sempre coplanares, podendo ser colineares ou nao. Trés vetores podem ser

coplanres ou nao.

4. Dois segmentos orientados sao equipolentes, quando possuirem mesma dierecao, mesmo sentido e

mesmo comprimento. Segmentos orientados sao equipolentes determinam o mesmo vetor.

5. Qualquer expressao do tipo zu + y¥ + zw, com z,y e z escalares, é uma combinacao linear dos
vetores i, 7e w. Uma base do R? é qualquer conjunto constituido de trés vetores ndo coplanres
(LI). Um fato fundamental é que qualquer vetor do espago se expressa, de modo dnico, como

combinacao linear dos vetores da base.

6. Dois vetores sao LD quando forem paralelos, isto é, possuirem representantes colineares. Trés
vetores sdo LD quando possuirem representanes coplanares, podendo ser colineares ou nao. A
dependéncia linear pode ser investigada a partir da combinagao linear nula ou usando produtos

entre vetores:

— —

i e U sao LD se, e somente se, & X ¥ =

=11

— -

i, U e w sao LD se, e somente se, [iu,0,W] = 0.

7. A quantidade [|d@|| é a norma do vetor @ e é igual ao comprimento de qualquer representante do

vetor @. Temos que ||@|| = 0 se, e somente se, @ = 0 (o unico vetor de norma zero é o vetor nulo).

8. Um vetor @ diz-se unitdrio se ||d@|| = 1. Se @ é um vetor nao nulo, existem dois e somente dois

vetores unitarios, colineares com d, os quais sdo dados por:

a

ST

U=

N

Il

—
-~

9. Os vetores @, b e ¢ ndo devem ser colineares e @+ b+ ¢ = 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

—_— —

—
Se [AB,AC, AD] = 0, os pontos A, B,C e D serao coplanres.
Os planos coordenados zy, xz e yz, respectivamente.
Os escalares x,y e z sdo as coordenadas do vetor @ na base {;, j, 12} e temos @ = OP.

O produto interno entre os vetores nao nulos % e ¥ é o numero real definido por:

onde 6 é o menor angulo positivo entre dois representantes de u e ¥, com mesma origem. O angulo

0 entre @ e ¥ é calculado pela relacao:

cosf = %
[l {11

No caso em que um dos vetores é nulo, o produto interno é definido com sendo zero.

O produto vetorial entre os vetores nao paralelos i e U é o vetor @ x ¥, caracterizado por:

(i) coMPRIMENTO: ||@ x 9| = ||| - ||¥]| |[send)] .

—

(ii) DIRECAO: « X ¥ é perpendicular ao plano gerado pelos vetores i e v.

(iii) sENTIDO: O terno ordenado {u,v,u X ¥} é positivo.

A quantidade ||4 x ¥U|| representa a area do paralelogramo cujos lados nao paralelos sdo represen-
tantes de @ e ¥. No caso em que os vetores @ e ¥ sdo colineares (paralelos) define-se o produto

vetorial % X ¥ como sendo o vetor nulo 0.

Podemos usar o produto misto para testar a dependéncia linear entre trés vetores e, também,
para calcular o volume do paralelepipedo, cujas arestas sao representantes de trés vetores LI (nao

coplanares).

O plano gerado pelos vetores LI @ e ¥ é o lugar geométrico constituido pelos vetores da forma
U + yU, com x e y numeros reais. Por outro lado, a reta gerada pelo vetor nao nulo @ é o lugar

geométrico constituido pelos vetores da forma ¢, sendo ¢ um nimero real.

Uma base ortogonal do espago é qualquer conjunto constituido por trés vetores LI, mutuamente
ortogonais. Se, além de ortogonais, os trés vetores forem unitdrios (de norma igual a 1) a base

denominar-se-a base ortonormal. Por exemplo, {i, j, k} é uma base ortonormal.



1. VETORES GEOMETRICOS 57

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Dada uma base ortonormal {u, ¥, W}, qualquer vetor @ do espago se expressa, de maneira unica,
sob a forma:

+y-U+z-wW

£

a=uw-
e as coordenadas x, y e z sao dadas por:

—

r=a-4, y=a-v e z=a-w.

, . _— =
E suficiente mostrar que CA e CB = 0. Temos

— —
CAe(CB

—_— — —_— =
(CO+04)«(CO+0B) =
_ —  —= — = = — —
= COeCO+COe0OB+0AeOC+0OAeOB
= R? - R?+ R%cos (7 — ) + R%cosa = 0.
60°.
T=1i+2]— k.
cosaw =4/13, cosf =3/13 e cosy = 12/13.
T = —48i + 45] — 36k e @ = —7.
S_ 12, 17 77
v——z—f——]—}—ﬁk.

w} é uma base nao ortogonal. Nao sendo ortogonal, ndo pode ser ortonormal. Temos

Multiplique a equagao ©+ v+ w = 0 escalarmente por @, por ¥ e depois por w e some os resultados.

z = (lall / 17])*.

9/2.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Isoceles e A = 54/185.

Primeiro, observe que os vetores u e ¥ sdo ortogonais. Considere @ =

V =15.

—

a. A=45°, B=90°eC =45 b. ProjmAB=1(j+k) ¢ 1/2 d h=v2/2
Considere @ = @/ ||@||, 7= (@+9b)/||@+ 90| e @ = (@ x ¥)/ ||@ x 7 .

_ S 5o 1o 10z
r=%41/3ev=PuU— 30+ FU.

. —_— — —— , .
Basta verificar que [AB, AC, AD] # 0. O volume é precisamente o valor absoluto do produto

misto. O ponto F ¢ tal que:

—_— —  —

—
AE = AB+ BC + AD,
de modo que vol =24 e E(3,-3,3).

Note que vol = %(cirea da base) X h e que a drea da base pode ser calculada pela norma do produto

vetorial.







VETORES & ALGEBRA LINEAR 2. RETAS & PLANOS

Introducao

Um plano « é o lugar geométrico (conjunto de pontos) constituido dos pontos P(z,y, z) do espago

R3, governados por uma equacio do primeiro grau nas varidveis x, y e z:

‘a:a:c+by+cz—|—d=0‘ (2.1)

sendo a, b, c e d constantes reais. Em sfmbolos escrevemos:

‘P(:c,y,z)Ea<:>ax+by+cz+d:0.‘

O Grau de Liberdade (anota-se GL) de uma sistema é o nimero de varidveis menos o nimero de
equagoes. No sistema (2.1) temos GL = 3 — 1 = 2 e para encontrar pontos do plano a escolhemos duas
variaveis livres, as quais serao atribuidos valores arbitrarios, e a terceira variavel é calculada a partir da
equagao (2.1). Por exemplo, no caso em que o coeficiente ¢ é nao nulo, escolhendo x e y como varidveis

livres e atribuindo valores x = A e y = u, obtemos da equacao:

Este processo sugere a descri¢gdo do plano a em funcdo dos parametros A e u, pelo seguinte sistemas:

T
Y
z

A
[ (2.2)
(—aX —bu—d) /c

O mesmo plano « estd descrito pela Equagdo Cartesiana (2.1) e pelas Equagoes Paramétricas
(2.2). Na forma paramétrica, um ponto P(z,y,z) do plano «a é encontrado atribuindo-se valores aos
parametros A e u e calculando-se os correspondentes valores de x, y e z.
EXEMPLO 2.0.1 A equagdo x +y =1 € do tipo (2.1) e, portanto, representa no espago R3 um certo
plano . Um fato que nos chama a atencdo € que a varidvel z nao figura na equacdo e isto indica que z
€ uma varidvel livre e assume qualquer valor real. Do ponto de vista grdfico, isso significa que o plano «

€ paraleleo ao eizo Oz. Considerando x =1 e z =0, obtemos da equacdao y = 0 e encontramos o ponto
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A(1,0,0) do plano «; considerando, agora, x =0 e z =0, encontramos no plano o ponto B(0,1,0). Na
forma paramétrica, o plano a € descrito pelas equagdes:

T =A
y=1-—2A
z=pu, comA, peR.

A Figura 2.3 ilustra graficamente uma por¢ao do plano «a no primeiro diedro (1° octante). No plano xy

ZA

—

0
1
J%\y’

X

Figura 2.3: O plano a: x +y = 1.

a equacdo x +vy = 1 representa a reta r que passa nos pontos A(1,0,0) e B(0,1,0) e esta reta € descrita

no espaco R3 pelo par de equacdes:
z+y=1 e 2z=0

que graficamente corresponde & intersecao do plano a: x+y =1 com o plano xy: z =0

EXEMPLO 2.0.2 Seja 8 o plano descrito na forma paramétrica por:

X

A
1
1_

IS
I

A—p, com A peR

(a) Para encontrar pontos do plano 3, atribuimos valores aos parametros A e u. Por exemplo, com

A =1e u =0 encontramos o ponto A(1,0,0); j& a escolha A =0 e p =1 nos dé o ponto B(0,1,0). O

ponto C(0,0, 1) corresponde a escolha A =0e = 0.
(b) Se na expressao que define z substituirmos A e p por x e y, respectivamente, chegaremos a

equacao cartesiana do plano 5:
Brx+y+z=1
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(c) As intersegdes do plano /5 com os planos coordenados zy, xz e yz sdo as retas 71, 72 € T3,
determinadas considerando na equagao cartesiana z = 0,y = 0 e x = 0, respectivamente. Temos,
portanto, as retas intersecoes:

z+y=1 r+z=1 y+z=1

T s To : e T3

(d) Tustragao grafica da porcao do plano § no 1° octante.

Figura 2.4: O plano 8 do Exemplo 2.0.2.

2.1 O plano no Espaco R?

Encontrar a equagao de um plano torna-se um processo simples, quando conhecemos os elementos
necessarios que o determinam. Basicamente, um plano é determinado conhecendo-se um ponto por
onde ele passa e um vetor normal. Por vetor normal a um plano « entendemos um vetor 7, que é

perpendicular (ortogonal) a qualquer vetor com representante no plano .

2.1.1 Equacao Normal do Plano

A Figura 2.5 ilustra um plano « passando no ponto A e normal ao vetor 7,. Um ponto P(z,y, z)
—
do espago estd sobre o plano « se, e somente se, os vetores 7, € AP sdo ortogonais. Em simbolos,

€sCrevemos:

—
P(z,y,z) € a & 7, AP = 0. (2.3)

A equagdo (2.3) é a Equacao Normal do plano e conhecendo o o ponto A(za,ya,24) € 0 vetor
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Figura 2.5: Plano Normal a um Vetor.
— — — —_— — — -
Tio = @i + bj + ck, temos AP = (x —xa)i+ (y —ya)j + (2 — za)k e de (2.3) resulta:
a(x —xa) +b(y —ya) +c(z—24)=0 (2.4)

A equagao (2.4) pode ser posta na forma:

‘am—I—by—l—cz—i—d:O‘ (2.5)

onde d = —ax g4 — bya — cza. A equagdo (2.5) é a equacdo cartesiana do plano que passa no ponto A e
é normal ao vetor fi, = ai + bf—i— ck. Ressaltamos que na equagao (2.5) os coeficientes de z, y e z sao
precisamente as coordenadas do vetor normal.

EXEMPLO 2.1.1 Qual a equagdo cartesiana do plano o que passa no ponto A(1,—2,3) e é normal ao

vetor it =i — 35 + 4k ? O ponto B(1,1,1) jaz no plano a?
Solugao: A equacgao do plano é da forma:
x—3y+4z+d=0

e resta-nos calcular o valor do coeficiente d, o qual é obtido por substituicdo direta do ponto A na
equacao. Temos:

1-3(=2)+43)+d=0=d=—19

e a equacao cartesiana do plano é: z — 3y + 4z = 19. O ponto B nao pertence ao plano, porque suas

coordenadas nao satisfazem a equacao do plano.

EXEMPLO 2.1.2 (Vetor Normal) Dado um plano « de equagao cartesiana:

a:axr+by+cz=d
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o vetor m = ai + bj + ck € normal ao plano «. De fato, considerando no plano um vetor genérico

7= A_B, com A(x1,y1,21) e B(xa,y2,22), temos v = (x2 — xl)g—i— (y2 — y1)f+ (29 — 2k e, assim:

net = a(zry—x1)+b(y2 —y1)+c(za — 21)
= (ax2 + by2 + cz2) — (az1 + by1 + cz1)
= d—d=0.

2.1.2 Plano determinado por 3 Pontos

Um dos axiomas de geometria plana estabelece que trés pontos nao colineares A, B e C' determinam

—

— —
um plano. Designemos por « tal plano e consideremos os vetores 4« = AB e v = AC, como ilustra a

Figura 2.6.

Figura 2.6: Plano determinado por 3 pontos.

EQUAGAO CARTESIANA: Lembrando que o vetor 7 = 4 X ¢ é normal ao plano «, usamos a equacao

normal e obtemos:

P(z,y,2) € a < AP e (AB x AC) =0.

Dessa forma, encontramos a equacao cartesiana do plano « a partir do produto misto:

AP, AB, AC | =0/,

e considerando os pontos A(z4,y4,24), B(zp,ys,28) ¢ C(xc,yc, 2c), obtemos a equacao na forma

matricial:
T—TA Y—Ya Z— 24
Ttp—24 YB—Yya 2B —za|=0.

TCe —TA Yo — YA 2C — A
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—_— - —
EQUACOES PARAMETRICAS: Os trés vetores AP, AB ¢ AC sendo coplanares, existem parametros

(ntmeros) A e p, tais que:

e

AP =X\ -AB+pu- AC. (2.6)

=

A equagao vetorial (2.6) que representa o plano « é equivalente ao sistema de equagoes algébricas:

x=x4+ (xp—zA)A+ (Tc —xA) 18
y=ya+ (s —ya)A+ (yc —yalu (2.7)

z2=z44+ (zB — 2zA)A+ (20 — z4) 0

As equagoes (2.7) descrevem o plano « em funcao dos parametros A e p e recebrm o nome de

Fquacgoes Paramétricas do plano o.

OBSERVAGCAO 2.1.3 Uma situagdo semelhante ocorre quando se conhece um ponto A(xa,ya,z4) do

plano e dois vetores LI @ e ¥, paralelos ao plano, como ilustra a Figura 2.7.

Figura 2.7: Plano determinado por ponto e 2 vetores LI.

Considerando os vetores U = uii + usj + ugk e 4 = v1i + v9j + v3k, obtemos a equacao cartesiana:

i

A ,@,U]:o

ou, na forma matricial:

T—TA Y~ YA Z—ZA
u1 U2 uz | =0. (2.8)

U1 V2 U3

EXEMPLO 2.1.4 De acordo com (2.8), o plano « que passa nos pontos A(1,0,—1), B(1,1,2) e C(—2,1,0)



2. RETAS & PLANOS

€ governado pela equagdo cartesiana:

r—1 y z+1
0 1 3 |=0
-3 1 1

e calculando o determinante, encontramos:
a: 2x4+9y — 3z =5.
Na forma paramétrica, o plano € descrito pelas equagoes:

r=1-3u
y=A+up
z=—14+3\+p.

2.1.3 Posicao Relativa entre dois Planos

A posicao relativa de dois planos o e 3 é estabelecida a partir dos vetores normais 7, e 7ig. Na

Figura 2.8 ilustramos duas situagoes em que os planos sdo: (a) paralelos ou (b) ortogonais.

—y
Ny

-/

(a) 1 I 7 (b)
l

Figura 2.8: Posicao relativa.

65

(a) No caso (a) os planos sio paralelos (anota-se o // ) e isto ocorre se, e somente se, 7o X fig = 0.

(b) No caso (b) os planos sao ortogonais (anota-se & L [3) e isto ocorre se, e somente se, 7i, ® 7ig = 0.

A Figura 2.9 ilustra a situagéo grafica de dois planos a e § nao paralelos nem ortogonais, onde

destacamos que a reta r intersecao de v e 5 tem a direcao do produto vetorial 7, X 7ig.
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Figura 2.9: O angulo entre dois planos.

Neste caso, o angulo 6 entre os planos é o menor angulo orientado entre dois vetores normais i, e

fig e, dessa forma, temos:

cosf = | cos(la, Tg)|. (2.9)

Recorde-se que se o vetor 77 é normal a um plano, entdao o vetor —7 também o é, e dai a necessidade de

colocar o médulo na expressao do cosseno.
EXEMPLO 2.1.5 Vamos analisar as posi¢des relativas entre os planos:
a:2x+y—2=0, [f:4rx+2y—2243=0 e ~v:x—-2y—2z+1=0.
Solucao Primeiro, construimos vetores normais aos planos:
i =2i+]—k, iig=4i+2]—2k e fi,=1—2j—Fk

e observamos que 7ig = 27, e dai resulta que 7ig // i, €, portanto, os planos « e 3 sao paralelos. Por
outro lado:
o ®T0 1
cos(a,y) = 7L Z| = -
||7al] - ll7iy]] 6
e os planos « e v nao sao paralelos e tém uma reta r em comum, como ilustra a Figura 2.10.
A reta r intersecao de « e 7y é o lugar geométrico dos pontos P(x, y, z), cujas coordenadas satisfazem

ao sistema (2.10), constituido pelas equagdes cartesianas dos planos « e 7:

20 4+y—2=0
Y (2.10)

r—2y—z=-1

Ressaltamos que os pontos da reta r sdo precisamente as solugoes do sistema (2.10), as quais sao

determinadas observando que o grau de liberdade do sistema é G =3 —2 = 1.
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= 4+ ﬁ}’ 0 ﬁa
Tna B
Y
i X By r
(04
B = 0

Figura 2.10: A reta r intersecao de « e 7.

EXEMPLO 2.1.6 Ezplorando a reta v do Exemplo 2.1.5.

(a) O grau de liberdade do sistema que define a reta r € igual a 1 e isto nos autoriza atribuir valor a
uma das varidveis, considerada livre, e calcular as outras duas a partir do sistema de equacoes
resultante. Cada procedimento deste nos dard um ponto da reta. Por exemplo, considerando y = 0,
chegamos ao sistema 2 X 2 :

20 —2 =10

r—z=-—1
cuja solugdo € x =1 e z = 2. Assim, encontramos o ponto A(—1,0,2) da reta r. Considerando,
agora, T = 0, chegamos ao sistema 2 X 2 :

y—2z=0

20+z=1

com solugdo y =1/3 e z =1/3 e construimos o ponto B(0,1/3,1/3) da reta r.

— = o -
(b) O vetor AB = 2i + %j — gk € paralelo a reta v e agora temos um ponto A da reta e a dire¢do
—

v=AB

Figura 2.11: A reta r do Exemplo 2.1.6.
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A ilustragao grafica indica que um ponto P(z,y, z) estd sobre a reta r se, e somente se, os vetores
— —
AP e ¥ s@o colineares, isto €, existe um pardametro t, tal que AP = tv, t € R. Esta equacao vetorial é

equivalente ao terno de equagoes paramétricas:

r=—14+2t
y=0+1t (2.11)
_ 5

que descrevem a reta r. Cada valor atribuido ao pardmetro ¢ produz um ponto da reta; o ponto

correspondente a t = 0 é precisamente o ponto A da reta r, obtido a partir de (3.14) com ¢ = 0.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.1

1. Classifique as afirmagoes em verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando cada resposta.

Um ponto A (zx,y, z) pertence ao eixo z se, e somente se, z =0 e y = 0.
Um ponto A (z,y, z) pertence ao plano xz se, e somente se, y = 0.
Dados dois pontos A e B, existe um tnico plano que os contém.

Um plano « paralelo aos vetores # e ¥ é ortogonal aos vetores 4 X ¥ e U X 1.

) ()
) ()
) ()
) ()
e) () Seospontos A, B e C nao estao alinhados, entdo existe um tnico plano que os contém.
) () Dados um ponto A e um vetor ¥/, existe uma unica reta passando por A, ortogonal a .
) () Paralelo ao plano zy, existe um tnico plano que contem o ponto A (1,1,1).

) () Selersao duas retas concorrentes, existe um unico plano que as contém.

) ()

Duas retas nao paralelas sempre tém um ponto em comum.

(1) A(0,0,1) () planoa:z+y+2z2—-6=0

(2) B(0,1,0) () plano zy

(3) C(1,0,0) () retal:z=t, y=t, z2=1

(4) D (z,y,0) () eixox

(5) E(0,y,2) () planoy =0

(6) F(z,0,z) () eixoz

(1) G(1,2,3) () intersecao dos planos z=0exz =0
(8) H(1,1,1) () planoz =0
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3.

4.

10.

11.

12.

13.

Determine as interse¢oes do plano 7 : 3z + 2y — 2 = 5 com o0s eixos e com os planos coordenados.
Seja 7 o plano de equagoes paramétricas: t =4 —A+2u, y=24+ A ez =3\ — pu.

(a) Verifique que o ponto A (4,2,0) jaz no plano T;
(

b) Determine dois outros pontos B e C do plano ;

Encontre dois vetores @ e b paralelos ao plano 7;

(c

(d) Determine a equacao cartesiana do plano .

)
)
)
)

. O plano 7 passa nos pontos A (3,1,2), B(4,—1,—1) e C(2,0,2). Descreva o plano 7 nas formas

cartesiana e paramétrica.

. Interprete, geometricamente, as condi¢oes abaixo impostas ao plano 7 : ax + by + cz +d = 0.

(a) a=0 (b)b=0 (c)c=0 (d)a=0eb=0 (e)d=0.

Determine o plano a que contém o ponto A (2,1, —1) e é ortogonal ao vetor 7 = i—2]+ 3k. Os

pontos B (0,—1,0) e C'(2,1,—1) jazem nesse plano? Justifique.

. Determine quatro vetores LD e nao colineares, de normas 1, 2, 3 e 4, respectivamente, paralelos

ao plano o : 3z + 2y — z = 4.

. Determine o plano que contém o eixo Oz e passa pelo ponto A (4,3,1).

A equagdo z = 1 representa: um ponto (em R); uma reta (em R?); um plano (em R3). Se «

representa o plano de equacao x = 1, determine:
(a) Dois pontos do plano « (b) um vetor 7, normal ao plano «, de comprimento 3.

Determine as equagoes paramétricas e a equagao cartesiana do plano que passa pelo ponto A (1,2,2)

e é paralelo aos vetores @ = 2i + j — kev=1i— j— 2%k.

Determine a equagao cartesiana do plano que contém os pontos A (2, —1,3) e B (3,1, 2) e é paralelo

ao vetor =37 — j — Ak,

Qual valor de m faz com que o ponto A (m, m + 2,2) pertenga ao plano 7 : 2z —y—3z+5 =07 O
plano 7 passa pela origem? De forma genérica, como deve ser a equagao de um plano que passa

pela origem?
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Descreva, de forma genérica, como se determina um vetor de norma A ortogonal a um plano dado.

Imagine o plano dado na forma cartesiana ou na forma paramétrica.

Com base no exercicio precedente, determine um vetor de comprimento 15, normal ao plano de

equacgoes paramétricas t =3 — 2\ —pu, y=1+A—2u, z=—\— p.

O ponto A(2,—1,—1) é o pé da perpendicular baixada da origem a um plano 7. Determine a

equacao cartesiana do plano .

—

Seja 7 o plano de equagao 2x — 5y + 4z = 3. Construa uma base ortonormal negativa {u, ¥/, W},

de modo que @ seja normal e ¥ e W sejam paralelos ao plano 7.

Determine a equagao do plano que passa nos pontos A (1,2,1) e B(1,3,3) e faz com o plano

7m:2x+y+ 2z =11 um angulo de 7/3 rad

Determine a equagao cartesiana do plano que contém os pontos A(7,2,—3) e B(5,6,—4) e é

paralelo ao eixo x.

Determine as equacoes paramétricas e a equacao cartesiana do plano que passa pela origem e é

paralelo ao plano bx + 2y — 3z + 6 = 0.

Um plano a contém o eixo Oz e é paralelo ao vetor na diregao da bissetriz do angulo entre i e j.

Determine a equagao e dé uma idéia geométrica da posi¢ao do plano a.

Considere os pontos A(7,2,—3) e B(5,6,—4). Determine a equagdo do plano que passa pelo

ponto médio e é ortogonal ao segmento AB.

Sejam A, B e C as interse¢oes do plano 7 : 4x + 8y + z = 16 com os eixos coordenados. Calcule

a area do triangulo ABC.
Verifique se o pares de planos sao paralelos ou perpendiculares.

(a) c=1—-A+2u, y=3A—pu, 2=24+2X—-2u (b drx+2y —42=0
a
c=224+3u, y=14+p, 2=2+ A 122 4+ 6y — 12z =4

Determine m e n para que os seguintes pares de equacoes representem planos perpendiculares.

3r —dy+mz=3 b 20 +my +3z2=1 —2x+Ty—32=0
z+3y+22=5 nr+y—3z2=06 z+my+nz=1
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26. Determine m e n para que os seguintes pares de equacgoes representem planos paralelos.

nr —6y — 6z =0 b 204+ my +22=0 me+3y—2z=1
24+ my+32=95 3 —y+nz=2 20 — by —nz=0

27. Identifique o lugar geométrico dos pontos P (x,y, z) equidistantes de A (—2,1,—2) e B(2,-2,3).
28. Ache o lugar geométrico dos pontos P (x,y, z) cuja distancia ao plano z —y = 0 é igual a 9.

29. Em cada caso, determine a equacao do plano que atende as condigoes especificadas.

(a) Contém o ponto A (1,—2,4) e é paralelo ao plano zz.

(b) Contém o ponto B (2,2,—1) e é paralelo ao eixo y e ao eixo z.

(c) Contém os pontos A (1,—1,—2) e B(3,1,1) e é perpendicular ao plano z —y + 3z = 5.
)

(d) Contém o ponto A (1,2,3) e é perpendicular aos planos 2z —y+3z2=0ex+2y+2 = 1.

30. Em cada caso, determine a posicao relativa e o angulo entre os planos 71 e 3.

(a) m:2x4+y—2z=1 my:3r —by+z=4

(b) m:z+2y+32=1 my 2x + 4y + 62 =2

(¢) m:20—2y+62=6 To:x==3\—p, y=—p z=X\
(d) m1:3z+6y+3z=27 w2+ 4y + 2z =14

31. Se a, [ e -y sdo os angulos diretores de um vetor unitario i, mostre que a equagao do plano que

contém o ponto Py (xo, Yo, z0) € é normal ao vetor @ é:

(x — mg) cos v + (y — yo) cos 5+ (2 — 2zp) cosy = 0.

2.2 A Reta no Espacgo R?

Dados um ponto A(x4,y4,24) € um vetor nao nulo ¥ = a;—|— bj—l— CE, a reta r que passa no ponto

A e é paralela ao vetor ¥ é governada pelas equacoes paramétricas:

T=xa+ at
S (212)

Z2=2za+ct
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as quais decorrem da equagao vetorial AP — t-9, sendo P(zx,y, z) um ponto genérico da reta r. O vetor
v, paralelo a reta r, recebe o nome de Vetor Diretor da reta e a cada valor atribuido ao parametro ¢
corresponde um ponto da reta. O ponto correspondente ao valor t = 0 é precisamente o ponto A.

No caso em que o vetor diretor ¢ possui todas as coordenadas nao nulas, eliminando o ¢ nas

equagoes paramétricas, vemos que a reta r pode ser descrita sob a forma:

T —TA Yy—ya Z— ZA
. = = 2.13
" a b c ( )

conhecida como Forma Simétrica da equacao da reta.
E opoortuno ressaltar que na forma paramétrica (2.12) os coeficientes a, b e ¢ do parametro t sao
coordenadas do vetor ¢ paralelo a reta, enquanto na forma simétrica (2.13) os denominadores o sao.
Se, por exemplo, a coordenada c for nula, entdo o vetor diretor ¥ = ai + bj e, por conseguinte, a
reta r, serd ortogonal ao vetor k e, portanto, ao eixo Oz. Se duas coordenadas, digamos b e ¢, do vetor
diretor sao nulas, entao o vetor diretor ¥ = ai é ortogonal ao plano yz. O mesmo ocorre com a reta r,

como ilustrado na Figura 2.12.

Z A Z A

.\<V
.\<V

Figura 2.12: Reta no espaco.

EXEMPLO 2.2.1 Identifiquemos a reta v que passa no ponto A(2,—2,1) e é ortogonal ao plano:
a:—zr+2y+2=0.

Solugcao Na Figura 2.13 ilustramos a situagdo gréfica, onde vemos o vetor 7 = —i+ 2;—1— k é normal
ao plano « e, consequentemente, paralelo a reta r.

Com o ponto A(2,—2,1) da reta e o vetor diretor ¥ = 7i, chegamos as equagdes paramétricas da reta:

r=2—-t y=-242t e z=1+1.
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N

S
N

Figura 2.13: Reta r do Exemplo 2.2.1.

Na forma simétrica, a reta r é descrita por:

x—2 y+2 z-1
-1 2 1

EXEMPLO 2.2.2 Construir dois vetores unitdarios paralelos a reta r intersecao dos planos:
a:x+y+z=1 e [B:—2cx+y—3z=2.
Solugao Um vetor ¢ paralelo a reta r pode ser determinado de duas formas:

(i) Considerando os vetores 7, e fig normais aos planos « e 3, respectivamente, e em seguida fazendo

U =1y X Tig.
(ii) Considerando dois pontos A e B sobre a reta r e fazendo 7 = AB.

s . - v ) : )
Os vetores unitarios paralelos a reta r sdo 4 = :tW. Um calculo direto nos da:
U

T=1itog xflg=—4i+j+3k e |7 =26

2.2.1 Posicao Relativa Reta x Plano

A posicdo de uma reta r em relacdo a um plano o é determinada a partir do vetor diretor ¥ da
reta e do vetor normal 77, do plano. Destacamos trés situagoes ilustradas na Figura 2.14.

(a) A reta r é paralela ao plano « (anotamos r // «). Neste caso, U L 7i, e teremos U e 7, = 0.
(b) A reta r é perpendicular ao plano o (1 L ). Neste caso, ¥ é paralelo a 7, € teremos ¥ X fig = 0.

(c) A reta r forma com plano o um angulo 0, com 0 < 0 < 7/2. Neste caso, cosf = | cos(7, i)
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7; r 7o | "\ g n
t" 45 ;
b \
(a) | - (b) L ©
1%
o o o

Figura 2.14: Posigao relativa RetaxPlano.

Nos casos (b) e (c) a reta ”fura”’o plano no ponto A e anotamos r N = {A}.

EXEMPLO 2.2.3 Encontrar o ponto onde a reta r fura o plano «, sendo:

:r—l_

T 5 =y+1l=2 e a:z+y+z=4

Solugao Temos ¥ = 2i + j + kefly=1i+ i+ E, de modo que o angulo 8 entre a reta r e o plano « é

tal que:
U ® Tig, 2V/2

191l - [lall 3

cosl =

Na forma paramétrica a reta r é descrita por:
ri:x=142t, y=-14+t e z=1
e substituindo as expressoes de x, y e z na equacao do plano, encontramos:
(1+2t)+ (-14+1t)+t=4,

de onde resulta t = 1 e, por conseguinte, x = 3, y = 0 e z = 1. O ponto de intersecdo da reta com o

plano é, portanto, A(3,0,1).

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.2

1. Verifique que o ponto A (1,—1,1) é a intersecdo da reta r : * = ¢, y = —t, z = ¢t com o plano

a:3x—2y+z=6.

2. Determine as equactes dos eixos coordenados na forma paramétrica e como intersecdo de dois

planos.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Verifique que a reta 7 :

. Identifique as intersegoes da reta r : x = 3+ 2t, y = —1 + 5t, z = 2 —t com os planos e eixos

coordenados.

r—3 y+2 z+1
2 3

estd contida no plano 7 : x — 2y + z = 6.

. A reta [ passa no ponto A (1,2,2) e é paralela ao vetor ¥ = 3i—j+ k. Determine as equacoes da

reta [ nas formas:

(a) vetorial (b) paramétrica (c) simétrica.

. Determine as equagdes paramétricas da reta que passa nos pontos A (0,2,3) e B (5,0,6) .

Considere a reta de equacao vetorial 0—15 =i+ 2;—1— 3k + t(Z— j+ E), t € R. Escreva as equagoes

da reta na forma (i) simétrica e (ii) paramétrica.

. Determine a equacdo vetorial do segmento de reta que une os pontos A e B.

. Descreva a reta x =2 — s, y =4, z = 3s como intersecao de dois planos.

Encontre dois planos ortogonais cuja intersecao é aretar:x=—-1—2t, y=—-149, z = Tt.

Obtenha as equagOes paramétricas e vetorial da reta

_ Sy+4
2

l:x—1 = —6z+09.

Em cada caso, obtenha um vetor unitario paralelo a reta r.

() rexc=1-2t, y=—-5+t, z2=2+4t (b) rex—1=—2/T; y=3.

Determine as equacoes da reta que passa pela origem e é perpendicular as retas:

rm:rx=2+t, y=3+5t, 2=54+6t ry:x=1+4+3s, y=3s, 2=—-T+2s.

Seja r a reta intersecao dos planos 71 : z+y+ 2z =0e m : 20+ 3y — z = 4. Descreva a reta r na

forma paramétrica.

Determine as equacoes paramétricas da reta r paralela aos planos 3x+3y+2=—-lex+y—2=0

e que passa no ponto A (—1,1,0).
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Decomponha o vetor ¥ = i + 2§ 4+ k nas diregOes @ e b, sendo @ e b, respectivamente, paralelo e

perpendicular a reta

z—2 11—y
: =—= = 1.
T 5 3 zZ+
Determine o plano que contém as retas 1 e ra, sendo
T+y+z=2
71t e rp:rx=1+8t y=5—-06t, z=—-1-—2t
20+ 3y —2=4

Determine as equagoes paramétricas da reta r que passa no ponto A (1,2, —1), é paralela ao plano

z +y =5 e perpendicular ao vetor v = ;’—}— k.
Encontre, na forma paramétrica, a reta bissetriz do angulo agudo entre as retas

dr — 3y — 65 =0 Tx —24y+55=0
z=0 | z=0.

Em cada caso, estude a posicao da reta r em relacao ao plano m. Determine o angulo entre r e

e, caso exista, o ponto onde a reta fura o plano.

a) r:x=-8+15t, y=5—-9t, 2=0 w:3x+5y=1

(
-2 -2
(b) 7“:mf?>:yT:z4 Tix=5—2\ y=1—-A+4pu, z2=2+X—-2u
(c) rix=2—s,y=142s, 2=1+s m:x=1—-A—4p, y=-242\-8u, z=1+A—p
(d) 7:0P=(1,2,3)+¢(2,—1,1) miw—2y—4z+5=0,

1 -2 3
x;— — Y = Z;— e o plano 7 : x — 3y + 62 + 7 = 0. Determine, caso
m

exista, o(s) valor(es) de m de modo que:

Considere a reta r :

(a) r seja paralela a m (b) 7 esteja contida em 7m (c) r intercepte 7 em um ponto.

r—2 y+1 55—z
m 4 2
cz + 1 = 0 sejam perpendiculares e encontre o ponto onde a reta intercepta o plano.

Determine os valores de m e ¢ para que a reta r : e o plano 7 : 3z — 2y +

Encontre a reta que passa no ponto A (3,6,4), é paralela ao plano 7 : x — 3y + 5z = 6 e intercepta

o eixo Oz.

Qual valor de A faz com que o angulo entre as retas r1 : 1 + X,y = 14+ 3t, z=tery: x =

1+2t, y=—-3—1t, z=—1+ 2t seja w/47



2. RETAS & PLANOS 77

25. Considere os pontos A (2,—4,6), B(—4,2,2) e C(1,—1,0). Encontre, na forma paramétrica, a

reta mediatriz do segmento AB, que passa no ponto C.

2.3 Distancias

Nesta secao abordaremos distancia de um ponto a um plano, de um ponto a uma reta e distancia

entre duas retas, além de algumas consequéncias.

2.3.1 Distancia de Ponto a Plano

Consideremos um plano « : axz + by + cz + d = 0 e seja A(xo, Yo, 20) um ponto do espago. Se o
ponto A estd sobre o plano, é claro que a distancia do ponto A ao plano « é zero. Se nao, pelo ponto
A, consideramos a reta r ortogonal ao plano « e seja B o pé da perpendicular baixada do ponto A ao

plano «, isto é, a intersecao da reta r com o plano «, como ilustrado na Figura 2.15.

1
L/‘B
P

Figura 2.15: Distancia de Ponto a Plano.
A distancia do ponto A ao plano «, é dada por:
dist (4; @) = HE}H (2.14)

onde o ponto B ¢ a intersecao da reta r com o plano a.
Com o objetivo de encontrar uma férmula pratica para o calculo da distancia, deixe P(z1,y1,21)

— —
ser um ponto qualquer do plano e observemos que o vetor AB é a proje¢ao ortogonal do vetor AP sobre



78 VETORES & ALGEBRA LINEAR MARIVALDO P. MATOS

o vetor normal 7i,, isto é:

AB = Projz AP = (AP.TLCY)H‘T,ZOJH2 (2.15)
o
e de (2.15) resulta:
— |ﬁon |
«
|AB]| = —=
172l

Ora, iy = ai + b;—i— ck e considerando que o ponto P jaz no plano «, entdo axi +by; +cz1 +d =0 e,

dessa forma, chegamos a seguinte férmula da distancia de ponto a plano:

_amo + byo + czo + d
Va2 +2+2

EXEMPLO 2.3.1 De acordo com (2.16), a distancia do ponto A(1,—1,2) ao plano a: 2x+y—2z =4 é

dist(4; o) (2.16)

2141 (D)4 (-1)-2-4] 5
V2R (2 Ve

dist(4; a)

CONSEQUENCIAS

(1) Distancia entre dois Planos Paralelos: Se a e 8 sdo dois planos paralelos, a distancia
entre eles é calculada da seguinte forma: escolhemos um ponto A em um dos planos, digamos «, e

calculamos a distancia do ponto A ao plano 3. Assim:
dist(a; B) = dist(A4; 3).
EXEMPLO 2.3.2 Calcular a distancia entre os plano paralelos:
a:rx—y+2z2=-1 e [:2x—2y+4z=3.

Solugao Consideremos sobre o plano a o ponto A (0,1,0), de modo que:

0-2+0-3 5
dist(a; 8) = dist(A; 5) = \/'22 . :2)2 +|42 -2

(2) Distancia de uma Reta a um Plano: No caso em que uma reta r é paralela a um plano

«, a distancia da reta ao plano é medida pela distancia de um ponto A da reta ao plano, isto é:

‘ dist(r; o) = dist(4; ). ‘

Se a reta nao é paralela ao plano, ela fura o plano num determinado ponto e é natural definir, neste

caso, a distancia como sendo zero.
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2.3.2 Distancia de Ponto a Reta

A Figura 2.16 ilustra uma reta r, com vetor diretor ¢, e um ponto P livremente escolhido sobre a

reta. A distancia do ponto A a reta r é definida por:

(2.17)

dist(4;7) = ||AB]|,

onde o ponto B ¢é o pé da perpendicular baixada do ponto A & reta r.

Figura 2.16: Distancia de Ponto a Reta.
O processo geométrico para encontrar o ponto B consiste no seguinte:

(i) Encontrar o plano a que passa no ponto A e é ortogonal a reta r.

(ii) O ponto B é o ponto de intersecao da reta r com o plano «.

Outra forma de encontrar o ponto B consiste em considerar um ponto mével (particula) Q(t) sobre
—
a reta r e observar que a particula Q) atinge o ponto B no instante tg em que AQ e ¥ = 0. O ponto B é

precisamente Q(%p).

Uma férmula para a distancia do ponto A a reta r é facilmente deduzida a partir da Figura 2.16.

De fato, temos:
=0 -
HAPH 17l - |cos 6]

] - ]

1] ’
de onde resulta a formula da distancia do ponto A a reta r:
AP x 7
X
dist(A;r) = w (2.18)
0]
A . z y+1

EXEMPLO 2.3.3 Calcular a distancia do ponto A(2,1,—3) a reta r : 5= 3 —%° 2.
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Solucao Inicialmente, observamos que ¢ = 2 + 3}—1— k é paralelo a reta r e que o ponto P(0,—1,2)

esté sobre a reta. Temos AP = —27 — 2;'—1— 5k e um célculo direto nos da:
i ]k
— o o =
Pxtv=|-2 -2 5|=-17i+ 125 —2k.
2 3 1

Usando a férmula da distancia (2.18), encontramos:

V(=172 + (12)% + (-2)?
VET R 1L

EXEMPLO 2.3.4 Considere o ponto A e a reta r do Exemplo (2.3.3). Encontrar o ponto B da reta

dist(A4;r) = ~ 5.50.

mais prozimo do ponto A.
Solugao Na forma paramétrica, a reta r é descrita por:
r=2t, y=—-143t e z=2+4t,
e um ponto genérico da reta r é da forma @ (2t, —1 + 3t,2 + t) Temos:
—
AQe =0 2(—2+2t)+3(-2+3t)+(5+t) =0

e resolvendo a tltima equacao encontramos t = 5/14 e, consequentemente, B(5/7,1/14,33/14). Assim,
1B 78

AB = (%) i+ (%—Z) f—i— (ﬁ) k e a distancia do ponto A & reta r é, portanto:

21
78.217 ~ 5.586 ~ 5.59.

dist(A;r) = ||AB|| ~

EXEMPLO 2.3.5 (Distancia de Ponto a Reta no Plano zy.) O plano zy € descrito pela equagdo
2z = 0, de modo que wma reta no plano xy, inserida no espaco R3, € descrita pelo par de equacdes
cartesianas: ax+by-+c =0, z = 0 que graficamente correspondo a intersecao do plano o : ax+by+c =10

com o plano xy : z=0. Admitindo b # 0, a reta pode ser parametrizada da sequinte forma:

T=1t
y = —(c/b) — (a/b)t
z=0

com vetor diretor ¥ = i — (a/b)j—i— 0k, e considerando A(zo,Y0,20) um ponto do espago e o ponto

P(0,—¢/b,0) sobre a reta, temos:
ﬁxﬁ:(yoJrnga—?))E
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e aplicando a formula (2.18), da distancia de ponto a reta, encontramos:

—
|AP x | _ lazo + byo + ¢

ol VaZ+e?

dist(A4;r) = | (2.19)

2.3.3 Distancia entre duas Retas

Sejam r1 e r9 duas retas no espago com vetores diretores v e U3, respectivamente, e vejamos as
posicoes relativas entre elas.
(i) As retas ri e 3 s@o ditas Concorrentes se elas tém um unico ponto em comum. Neste caso, existe
um tdnico plano que as contem e a distancia entre elas é zero, como ilustra a Figura 2.17. O angulo

0 entre elas é tal que cos@ = | cos(7.72)].

(ii) As retas 1 e 7o sao ditas Paralelas se elas estdo em um mesmo plano e ndo tém ponto em comum,

como na Figura 2.18. Neste caso:
dist(ry,7r2) = dist(A;re)

sendo A um ponto livremente escolhido sobre a reta r1. O dngulo entre elas é § = 0.

1) - —
4 Vi = Wil
- ri Vo i
72
©4 o 72
Figura 2.17: Retas Concorrentes. Figura 2.18: Retas Paralelas.

(iii) A Figura 2.19 ilustra duas retas r1 e 7o situadas em planos distintos e sem ponto em comum. Elas
sao denominadas retas Reversas e observamos que a reta r; jaz no plano «, enquanto a reta 72

fura esse plano no ponto B.

No caso (iii) em que as retas s@o reversas, a distancia entre elas é definida com base no seguinte

principio:
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Figura 2.19: Retas Reversas.

Existe uma tunica reta r ortogonal as retas r; e ro simultaneamente e interceptando ambas nos pontos

A e B, como ilustrado na Figura 2.19.

Com base nesse principio, definimos a distancia entre as retas reversas r1 e ro pela relagao:

dist(r1;72) = ||AB]|.

e para deduzir uma férmula pratica para o calculo da distancia, observemos a Figura 2.20 abaixo:

Figura 2.20: Distancia entre Retas Reversas.

onde P; e P, s&ao pontos livremente escolhidos sobre as retas ry e ro, respectivamente, e U = 07 X 3.

— ——
Temos que AQ) = P, P> e, portanto:
— — ——
43| = [Prois 4] = [Prois iz

de onde resulta a formula da distancia:

|P1_P2 ] (U_i X ’U_é)‘

|01 x 3|

dist(ri;re) = (2.20)
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E oportuno ressaltar que a férmula (2.20) também se aplica ao caso em que as retas sao concor-

— L = d N
rentes. Neste ca so, o vetor Py P; é ortogonal a ¢ X U2 e, sendo assim, P; P» e (U1 X ¥i) = 0.

EXEMPLO 2.3.6 Para as retas:

r=1-—1 r=—-242s
r1: y:2—|—t e To: y:4—3

temos:

(i) A distancia entre as retas é zero. De fato, consideremos os pontos P;(1,2,0) € r; e Py(—2,4,3) € 79

e os vetores diretores v] = —i + j — kevy=2i— j— 4k. Um céleulo direto nos da:
1 XUEZ*E)’L?*G;*E#G

e isto indica que as retas nao sao paralelas (em principio elas podem ser concorrentes ou reversas).
, e
E facil ver que PP, e (v7 X v3) = 0 e da férmula da distancia resulta que dist(ry;r2) = 0. Logo,

as retas sao concorrentes.

(ii) Para encontrar o ponto comum as retas r; e rg, notamos que a abscissa do ponto de intersecao é

xr=1—t,naretar;, ex=—2+ 2s, na reta ry, de modo que:

l1—-t=-2+2s<t=3—2s.

Por outro lado, y =2 + ¢ na reta r; e y = 4 — s na reta ro e no ponto comum teremos:

24t=4-52+B3-2s)=4d—-ses=1<t=1.

O ponto de intersegao A(0,3,—1) é obtido considerando ¢ = 1 na reta r; ou s = 1 na reta .

EXEMPLO 2.3.7 Vamos comprovar que as retas:

r=1 Tr = —8§
rily=t e T9: y:1—|-3
z=1 z2=2+2s

sGo reversas e encontrar o ponto A € r1 e o ponto B € 1o, tais que o segmento AB seja ortogonal as

—
retas r1 € T2, ao mesmo tempo. Ressaltamos que dist(rq;rs) = HABH



84 VETORES & ALGEBRA LINEAR MARIVALDO P. MATOS

Solucao Os pontos genéricos (particulas) P(t,t,t) e Q(—s, 1+ s,24 2s) sobre as retas 1 e ra, respec-

tivamente, passam pelos pontos A e B nos instantes ¢ e s, tais que:
— - — -
PQev; =0 ¢ PQetvy=0 (2.21)
e resolvendo sistema (2.21) encontramos ¢t = 4/7 e s = —9/14 e, assim, obtemos os pontos:
A(4)7,4)7,4/7) e B(9/14,5/14,5/7).

A distancia entre as retas é:

dist(rq;7r2) = HA—B>H = V14.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.3

1. Descreva, de forma breve, como vocé decide quando duas retas sao:
(a) coincidentes (b) paralelas (c) concorrentes (d) reversas.

2. Em cada caso, verifique se as retas r1 e r9 sdo paralelas, coincidentes, concorrentes ou reversas.

Determine o angulo e, caso exista, a intersecao entre elas.

(a) m:x=1y=t z=1 ro:x=s8,y=0, z=1

(b) 7“1256—3:'2;2; y =4 7"2:96;6:21_44; y=38

(¢) ri:x=1+3t, y=2+5t, 2=2+47Tt ro:x=T7+6s, y=12410s, 2 =6+ 14s
(d) rl:az—i—lngl; z=5 ro:x=1+4s, y=54+2s, 2=243s
() rm:x=1,y=3—s, 2=5+2s ro:ov=—4+5t, y=3+2t, 2 =—-2+ 3t

3. (R3)Mostre que as retas

z—3 y—1

rir=2+3, y=1+2t, z=t e T'Q:T:T:Z+1
sao paralelas e determine o plano 7 que as contém.
4. (R4)Mostre que as retas
xr—3 y-—1 z—3 1 z
T =2—=2z e r =y—1=-
! 2 27y Y 3

sao concorrentes e determine o plano 7 que as contém.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(R7)Considere a reta r; : . =24 3t, y =t, 2 = —t. Determine duas retas 9 e r3, de modo que

r1 € ro sejam reversas e r e r3 concorrentes.

(R8)Calcule a distancia do ponto A(1,2,2) ao plano m que passa pelos pontos B (—1,0,0),
C(1,0,1) e D (~2,3,0).

(R11)Uma reta r jaz no plano 7 : & —y + z = 7, passa no ponto A (3,—3,1) e é ortogonal a reta

l:x=1+41t y=1+2t, z=1+ 3t. Ache as equacoes da reta r e sua distancia a origem.

(R12)Considere as retas reversas

rmix=—1+t y=-3+2t, z=1%t e ro:x=-24s, y=14+3s, z=23s.

Determine um ponto A na reta r1 e um ponto B na reta ry, de modo que a reta que passa por A

e B intercepta r1 e ro ortogonalmente.

. (R25)Verifique que os planos 71 : 4+ 2y — 2z = 21 e w1y : —2x — 4y + 2z = 10 sdo paralelos e

encontre o plano « eqiiidistante de 71 e ms.
(R35)Encontre o ponto do plano « : z + 3y — z + 6 = 0 mais préximo do ponto A4 (1,1,3).

—
(R23)Dado um ponto Py, a equacao T ® PyP = 0 representa o plano que passa por Py e é normal

ao vetor 7. Identifique o lugar geométrico descrito pela desigualdade 7 @ PyP > 0.

(R24)Determine sob que condigoes os pontos P; (z1,y1,21) € Pa (x2,y2, 22) estdo do mesmo lado

do plano 7 : ax + by 4+ cz + d = 0.

(R15)Seja r a reta intersegao dos planos a: 2z —y+2z=6e f:z —y = 1. Encontre o ponto da

reta 7 mais préximo do ponto A (1,2,1) e calcule dist (4;r).

(R22)Calcule a altura do tetraedro de vértices A (1,6,2), B(2,3,0), C (-2,-3,4) e D(0,6,0),

baixada do vértice A.

(R9bc)Considere o ponto A (1,2, —1) e determine o ponto B, simétrico de A, em relacdo:
(a) aretar:x=1+4+t y=t, z=1 (b)aoplanom:2x4+y—2z+1=0.

(R10)Seja r a reta determinada pela interse¢ao dos planos 71 : x+2y—z=1emy: 2z —y+2z = 0.

Encontre a reta que passa pelo ponto A (1,0,1) e intercepta r ortogonalmente.
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17. (R?)Encontre o ponto P; da reta
2 —y+2—-6=0
r—y—1=0

mais préximo de Py (1,2,1) e calcule dist(Pp; ).

2.4 Intersecao de trés planos

Consideremos trés planos «, 3 ey com vetores normais 7., 7ig € 7, respectivamente, e suponhamos
que esses planos nao sejam paralelos (nem coincidentes!). Os planos a, (5 e v podem ter um unico
ponto comum, podem ter uma reta em comum ou podem nao ponto algum em comum. H& dois casos
a considerar:

(1) Se [fia, ng, ﬁv] = 0, entao os planos «, (5 e 7 se interceptam em um tnico ponto P, como ilustra a

Figura 2.19, cujas coordenadas podem ser encontradas pela Regra de Cramer, por Escalonamento

ou qualquer outro método.

(2) No caso em que [ﬁa, 3, ﬁv] = 0, entao ou eles se interceptam segundo uma reta ou eles nao tém
ponto em comum. Para verificar se eles tém uma reta em comum, primeiro encontramos, caso
exista, a reta r intersecdo entre dois deles, por exemplo, entre « e 5, e em seguida testamos se
essa reta estd contida no plano . Caso afirmativo a reta r serd a intersecao dos 3 planos, como

ilustrado na Figura 2.20.

Figura 2.21: anpgny = {P}. Figura 2.22: angn~y=r.
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As Figuras 2.21 e 2.22 ilustram os casos em que [ﬁa, 13, ﬁv] = 0 e os trés palnos nao se interceptam,

embora exista uma reta comum a dois deles, esta reta é paralela ao terceiro plano.

Figura 2.23: anpgny = 2.

Figura 2.24: anNpny=@.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.4

1. Se os planos «;, (8 e -y se interceptam dois a dois segundo uma reta, é verdade que os trés planos

tém uma reta em comum?

2. Discuta e determine, caso exista, a intersecdo entre os planos w1, 7o e 73.

(a) m
(b) m
(c) m
(d) m
(e) m
(f) mp:

z+y+z=0
rx+y—4z2=0
rx+2y—2=0
rx+2y+2=0
x+y+2z2=0

2 —y+z2z=-1

T L

T2

T L

2
2

2

r+2y+z=1

tx—y=0

204+ 4y —22=2

2 +4dy—z=-1
x4 2y—z=-4
3r+y+z=1

T3
3
3
3
3

™3

T+ y+3z2=2
x4+ 2y—62=0
3rxr—y+2=0
x+2y=20

3z +y+32=0
16z +2y+22=0
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RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.1

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

.V, V,F, V, V. F, V.V, F.
. De cima para baixo, a seqiiéncia é: 7, 4, 8, 3,6, 1, 2 e 5.
. R2

. O plano 7 intercepta os eixos x, y e z, respectivamente, nos pontos 4 (5/3,0,0), B(0,5/2,0) e

C(0,0,—5). A intersegdo com o plano zy é aretary : x = g — %t, y=1t, z=0; com o plano zz a
retam:x:g+%t, y =0, z=1; e com o plano yz a reta rg : x =0, y=%+%t, z =1.
(a) o ponto A é obtido com A =0e p=0; (b) com A =1e =0, obtemos B (3,3,3) ecom A =0

— S o - — > o
e pt =1 obtemos C'(6,2,-1); (c) AB=—i+j+3ke AC=2i—k;(d)7m:2—-5y+22+6=0.

. R29

r—y+2z—4=0 ou z=3+A—pu, y=1—-2\—pu, z=2— 3\

(a) paralelo ao eixo x  (b) paralelo ao eixoy (c) paralelo ao eixo z (d) paralelo ao plano zy (e)

passa pela origem.

.a:x—2y+32+43=0, Bé¢aeCE€a.

AB 2AC 3AD 4AE
Dados A, B, C,D e E em «, construimos : ) = ——, th = ——, U3 = —— € U4 = ——.
|AB| |AC| |AD| |AE]|
3z — 4y = 0.
(a) qualquer ponto do tipo (1,y, z) estd no plano; (b) 7, = 3i.
=142 4+p, y=24+A—pu, 2=2-A-2p;oux—y+z=1

9r —y + 72 — 40 = 0.

m = 3 e o plano nao passa pela origem. Um plano que contém a origem é do tipo axz + by +cz = 0.

Aai + bj + ck)

Dado m:ax 4+ by +cz+d=0, seja UV = ———=.
Va2 + b + 2

il = J2(=3i — j + 5k).
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18. 22 —y — 2 =
19. @ = ﬁ(zi’— 5] +4k), T= (=2 +k) e d = 3(—7 — 2] — 2k).

20. y+4z+10=0.

2. 2= A4+2u, y=—A—5u, z=X ou SHr+2y—3z=0.

22. a:xz—y=0.

23. 2x—4y+z+%:0.

24. (a) perpendiculares (b) paralelos.

25. (a)m=6 (b)m+2n=9 (c)Tm—3n=2.

26. (a) m=3, n=—-4 (b)m=-2/3, n=3 (c)m=—-6/5, n=-10/3.

27. o plano 4z — 3y + 5z = 4 que passa no ponto médio e é ortogonal ao segmento AB.
28. Os planos x — y = +9v/2.

29. (&) y+2=0 (b)x—2=0 (c)92—-3y—42—-20=0 (d) 7x—y—52+10=0.

30. (a) ortogonais, com reta comum r : x = % + &4t, y = —2 + t, 2 =1t (b) cooincidentes (c)

paralelos (d) paralelos.

31. Basta observar que @ = (cos )i+ (cos 8) j + (cosy) k e que a equacio do plano é: PyP - @ = 0.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.2

1. Teste as coordenadas do ponto A nas equagoes da reta e do plano.

2. EixoOx:x=t, y=0, 2=0; EixoOy:2=0, y=t, 2=0; EixoOz:z=0, y=0, z=1.

O eixo Oz pode ser visto como intersecao dos planos y =0 e z = 0.

3. A reta intercepta os planos xy, zz e yz, respectivamente nos pontos A (7,9,0), B(%?,O, %) e
(0, —177, %) Nao ha intersecdo com os eixos coordenados.
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4. Na forma paramétrica, temos: r: x =3+ 2t, y = —2+ 3t e z = —1 + 4¢, de modo que:
r=2y+z = (3+2t)—2(-2+3t)+ (—1+4t)
= 2t—6t+4t+6=6.

— r—1

5. (a) OP=0A+1tt; (b)x=1+3t, y=2—t, z2=2+1t (c) 3

=2—-—y=2z—-2.
6. c=5t y=2-2t, z=3+ 3t

T.(@r—-1=2—y=2-3 (b)z=1+4+t, y=2—1t, z2=3+1.

8. OP=0A+1tAB,0<t<1 ou P=(1-t)A+1tB, 0<t<1.

9. a:Tx+22+7=0; f:y=4.

10. a:7Tx+2247=0, 8:18x+ 53y — 632+ 71 =0.

o= 14t y=—2+2t, 2=3-L o OP=(1,-4/5,3/2) + (i + 2 — L§).
12. (a) T = (=20 + ] +4k) (b) T= 2=(1 — Tk).

13. x =4t, y = 16t, z = —14t.

4. r:x=—-4t, y=1+3t, z=-1+1¢.

15, r:x=—-1—-4t, y=1+44t, z=0.

¥ devem ser coplanares. Considerando @ = 2i — 3]4— k

177
i+ b,

16. Além da condlgao Geb= 0, os vetores a

;‘“ c~1

eb= %91 + 1 j + k encontramos U = —
17. 8z + 5y + 172 — 16 = 0.
8. rix=1—-t, y=2+1t, z2=-1-1.
19. Fazer
20. (a)rcw (b)rLm A(3,2,2) (¢)r//m (d)r//m.
21. (a) m=5 (b) nao existe um tal m (c) m # 5.
22. m=—6, c=1; A(—1,1,4).

23. r:x=3t, y==06t, z=1—4t.
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24. A =4 ou \ = 52.

25. rix=—-1+42t, y=—1, z =4 —4¢.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.3

1. Usar os vetores diretores e a distancia.

2. (a) concorrentes em A(1,0,1) e (r1,r2) = w/2 (b) paralelas (c) paralelas (d) reversas e
cos (ry,ra) = \/%75; (e) concorrentes em A (1,5,1) e cos (ry,r2) = ﬁ.

3. m:2x —4y+22=0.

4. 7w:bx — 4y — Tz =11.

. merx=t, y=14+t, 2=t m:x=2, y=t, z=1.

6. dist (A;7) = 4//46.

7.x=3-5t y=—-3-2t, z=143t; dist(O;r) = %.

8. A(7/2,6,9/2) e B(3,6,5).

9. vz +2y—2z=28.

10. (4/11,-10/11,40/11)

11. O conjunto dos pontos do lado do plano para o qual 7 aponta.
12. As expressoes axy + byi + cz1 + d e axs + bys + czo + d devem ter o mesmo sinal.
13. Py (8,3,%), dist (Py;r) = V42/3.

14. 15/7.

15. (a) B(5,0,3) (b) B(5/3,-4/3,5/3).

16. R10

17. R?
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ESCREVENDO PARA APRENDER 2.4

1. Nao

2. (a) P(=2,1,1) (b) z =2t, y=2t, z =1t (c) nao ha intersegdo (d) nado hé intersecao (e)

nao ha intersegdo (f) nao ha intersegao.
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Introducao

Fixemos em um mesmo plano um eixo L (eixo de rotagao) e uma reta g, denominada geratriz, e
suponhamos que o angulo € entre o eixo L e a geratriz g seja tal que 0 < 6 < 7/2. A superficie produzida
pela rotacao de 2w rad da geratriz g em torno do eixo L recebe o nome de Cone de Revolug¢do e esta
ilustrado na Figura 3.3. O ponto V de intersecao do eixo L com a geratriz ¢ é o Vértice do cone. As
curvas CIRCUNFERENCIA, ELIPSE, HIPERBOLE ¢ PARABOLA apresentadas neste capitulo sao obtidos

como intersecao de um cone de revolugao com um plano e, por essa razao, denominadas CONICAS.

Figura 3.3: O Cone de Revolugao.

A conica resultante da intersecao depende da posicao do plano. Se o plano é perpendicular ao
eixo do cone, a cOnica resultante é uma circunferéncia; se o plano é paralelo ao eixo, a conica é uma
hipérbole; se o plano é paralelo a geratriz, a conica é uma parabola; finalmente, se o plano nao paralelo
nem perpendicular ao eixo e nem paralelo a geratriz, a conica resultante é uma elipse.

Uma situacao particularmente simples é aquela em que o eixo de rotagao é o eixo Oy e a geratriz

é a reta y = ax do plano xy. A Figura 3.4 ilustra as conicas determinadas no cone por planos.

(a) No caso (a), o plano é perpendicular ao eixo de rotacdo e a conica interse¢do é uma circunferéncia.
(b) No caso (b), o plano faz com o eixo L um angulo 0 < § < m/2, e a conica intersecao é uma elipse.
(c) No caso (c), o plano é paralelo & geratriz e a conica intersecao é uma parabola.

(d) No caso (d), o plano é paralelo ao eixo de rotagao e a conica intersegdo é uma hipérbole.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 3.4: As conicas.

Em Geometria Analitica existem duas questoes fundamentais:

(i) Dada uma equagao em duas varidveis
F(x,y) =0 (3.1)

determinar sua interpretagdo ou representacao grafica.

(ii) Dada uma figura (condi¢do geométrica), determinar sua equacdo ou representagao analitica.

A totalidade dos pontos P(z,y) do plano xy que satisfazem a equacao (3.1) leva o nome de Lugar
Geométrico da equacao. Por exemplo, a equacao y = ax + b representa no plano zy uma reta, enquanto

no espaco R? ela representa um plano paralelo ao eixo Oz, como ilustra a Figura 3.5.

Z4
VA —

y=ax+b /
\ (07

) / «—t—y=ax+b
\ ’
%b
—> —
r

\ X A/J y
X
y=ax+b,z=0

Figura 3.5: O Lugar Geométrico descrito por y = ax + b.

Ressaltamos que a mesma equacao y = ax + b representa dois entes geométricos distintos, a

depender da configuracio (R? ou R?) onde a equacio estd inserida.
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3.1 A circunferéncia

Uma Circunferéncia no plano zy é o lugar geométrico constituido dos pontos P(x,y), cuja distancia
a um ponto fixo, denominado Centro da circunferéncia, é constante. Essa constante recebe o nome de
Raio da circunferéncia.

Na deducao da Equag¢ao Reduzida, vamos adotar para centro o ponto C(zg,yp) e representar por

R o raio da circunferéncia. Se P(x,y) é um ponto genérico da curva, a equagao que traduz o conceito é:

(dist(P,C) = R| (3.2)

e, em coordenadas, a equagao (3.2) assume a forma:

(z —20)® + (y — yo)* = R*. (3.3)

A Figura 3.6 ilustra graficamente a circunferéncia de centro C(xg,yo), governada pela equagao (3.3).

ﬂk

Yo

Xo Xx X

Figura 3.6: A Circunferéncia (x — x0)2 + (y — y0)2 = R2.

EXEMPLO 3.1.1 A circunferéncia de raio R =5 e centro C(—2,1) € descrita pela equagao:
(x4+2)2+ @y —-12=25 ou x*+9y>+4x— 2y = 20.
EXEMPLO 3.1.2 Encontrar o centro e o raio da circunferéncia descrita pela equagdo:
2 2 _
Tty —2x+4y+1=0.

Solugao Observamos que a equacao nao estd na forma reduzida e é necessario ajustd-la usando o
processo de completar quadrados, que tem sua origem nos produtos notaveis. Para transformar a

expressao A2 + 2a) em uma diferenca de quadrados, procedemos da seguinte forma:

M 420\ = 2 +£2a\ +a? —a® = (A +a)? - d? (3.4)

e, assim, temos:
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(i) coma=1e A=z, encontramos: 22 —2rx =22 -2x1xz=(r—1)2—1.

(ii) com @ =2 e A =y, encontramos: % +4y =92 +2x2xy = (y+2)% —4.

A equagao da circunferéncia, apds o completamento dos quadrados, se escreve sob a forma reduzida:
(z =172+ (y+2)>=4 (3.5)

e comparando com (3.3), vemos que a circunferéncia (3.5) tem centro no ponto C(1,—2) e raio R = 2.

OBSERVACAO 3.1.3 Qualquer circunferéncia do plano xy pode ser descrita por uma equagdo do 2°

grau em x ey, da forma:

22 +y* +ax+by+c=0. (3.6)

Ressaltamos, contudo, que nem toda equagao do tipo (3.6) representa uma circunferéncia. De fato:

(i) A equacdo 2% + y?> —4x — 2y +5 =10 ¢ do tipo (3.6), com a = —4, b= —2 e c = 5, e representa o

ponto isolado C(2,1), jd que a equagdo é equivalente a:
(z—=2%+(y—-1)*=0,

de onde resulta © —2 =0 ey —1 = 0 (uma soma de quadrados é zero se, e somente se, cada

parcela € igual a zero).

(ii) Jd a equagdio 22 + y? + 6x — 2y + 15 = 0, também do tipo (3.6), coma =6, b= -2 e c = 15, é
equivalente a (x + 3)? + (y — 1)? = —5, a qual ndo tem solugdo real e, portanto, ndio representa

lugar geométrico algum do plano xy.
EXEMPLO 3.1.4 (Parametrizando a Circunferéncia) Dado um ponto P (x,y) na circunferéncia
(. —20)* + (y — v0)* = R?
deixe t representar o dngulo entre o raio CP e o eixo Ox, como ilustra a Figura 3.7.
Usando relagdes trigonométricas no triangulo retangulo, temos:

x —x9= Rcost

y—1yo = Rsent
e, assim, descrevemos a circunferéncia na forma parametrizada:

r =1x9+ Rcost

y=1yo+ Rsent, 0<t<2m.
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Figura 3.7: A Circunferéncia do Exemplo 3.1.4.

EXEMPLO 3.1.5 (Reta Tangente) Encontrar a reta tangente a circunferéncia (x—1)2+(y+2)% =1,
no ponto A(3/2,—2+/3/2).

Solugao A Figura 3.8 ilustra a situacao grafica e o raciocinio por

tras do método é a ortogonalidade entre a reta tangente T e a reta VA

que passa no centro da circunferéncia e no ponto de tangéncia. N

/]
><V

A reta r que passa no centro C' e no ponto de tangéncia A tem 7

declividade m, = /3 e a reta tangente, por ser ortogonal & reta r, 4]

tem declividade my = —1//3 e é descrita por:

y=—-2+V3/24 (-1/V3)(z —3/2) &y = —z/V3 -2+ 3.

A reta tangente T é governada pela equacao
Figura 3.8: Reta Tangente

T: x+V3y=3-2V3.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.1

1. Em cada caso, obtenha a equacao e esboce o grafico da circunferéncia.

(a) Centro C'(—2,1) e raio r = 5.

(b) Passa pelos pontos A (5,1), B(4,2) e C(—2,2).

(c) O centro esta sobre a reta y =z — 1 e corta o eixo Oz nos pontos A (—1,0) e B (3,0).
)

(d) Passa pelos pontos A(1,2) e B(1,—2) e tem raio R = 2.
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(e) Circunscrita ao triangulo formado pelas retas ¢ +y =8, 20 +y =14 e 3z +y = 22.

(f) Um didametro é o segmento que une os pontos A (0, —1) e B(—2,—3).
2. Determine a equagao da circunferéncia de raio 5, tangente a reta 3z + 4y = 16 no ponto A (4,1).
3. Determine a equagao da circunferéncia de centro C (1,2) e tangente a reta r : x — 2y + 8 = 0.
4. Calcule o comprimento da corda da circunferéncia 22 +y? = 25 que jaz sobre a reta z—7y+25 = 0.
5. O RAIO DA CIRCUNFERENCIA INSCRITA

A figura ao lado ilustra uma circunferéncia inscrita em um

tridngulo retangulo ABC. Mostre que:

— — — —_ — —
(a) [[AD[| = |[AF|[, [|BD||=|[BE|| e [|CE||=]|CF].

(b) O raio da circunferéncia é:

1 — — —
S UIAB[ + llACT = IBCI}

6. 0 INCENTRO Considere o triangulo determinado pelas retas y =z, t +y=2e y =0.

(a) Determine as equagoes das bissetrizes do triangulo.

(b) Encontre o ponto de intersegdo das bissetrizes. Este ponto leva o nome de Incentro do

triangulo.

(¢) Determine a equagao da circunferéncia inscrita no triangulo. O centro da circunferéncia é o

incentro do triangulo.

VOCE SABIA? Se A, B e C sao os vértices de um triangulo, o incentro é o ponto I, determinado

a partir da relagao:

— — —
O—>I_a-OA—|—b-OB+C-O
- at+b+c

—_— — —
sendo a = ||BC||, b=||AC|| e ¢ = ||AB]|.
7. Determine a equagao da circunferéncia inscrita no triangulo determinado pelas retas:

ry:4dx—3y =65, ro:Tx—24y+55=0 e r3:3x+4y=>.
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8. Uma haste de 30cm move-se com seus extremos apoiados em dois fios perpendiculares. Identifique

o lugar geométrico descrito pelo ponto médio da haste.

9. Determine o centro e o raio da circunferéncia descrita na forma paramétrica por:

r =2+ 3cost
y=—-14+3sent, 0<t<27.

CURIOSIDADE! A equagao da circunferéncia que passa por trés pontos nao colineares A (z4,y4,24),

B(zp,yB,2B) e C (zc,yc, zc) pode ser posta na forma de determinante:

z? + y2 T Y
2 2

Ty +Yy TaA YA

zt+y% Tp yB

g e —t
Il
(@}

vt +tyE Te Yo

e esta forma é muito 1til para testar se quatro pontos estao ou nao sobre uma circunferéncia.

3.2 A Elipse

Antes de formalizar o conceito de elipse como lugar geométrico, faremos uma interpretagao da

equacao modelo:

2 2
%+Z—2:1, a>b>0. (3.7)

Seja ¢ = va? — b? e consideremos os pontos Fj (¢,0) e Fy (—c¢,0). Se as coordenadas = e y de um ponto

mével P (z,y) satisfazem a equagao (3.7), vamos mostrar que a quantidade:
dist (F1; P) 4 dist (F2; P)

é sempre constante e igual a 2a. De fato, considerando que b = a? — ¢2, (3.7) resulta:

Va® +ay? = b e (o’ - )2 +a’y’ = a' — aPc?
& a®2® + P’ + 2d%cx + a*y? = 2dPcx + ot + Ao
2
& a? [(x—l—c)2+y2} = (a® +cx)”,

e da tultima igualdade, encontramos:

a\/(z+¢)* 4+ y2 = d® + cx. (3.8)
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Procedendo de forma similar, substituindo 2a%cx por —2a’cz, obtemos:

ar/(z —)* 4+ 42 = a® — ca. (3.9)

Adicionando membro a membro as equagoes (3.8) e (3.9), obtemos:

\/(a: +e) +y2+ \/(:L' )+ y2 =2 & ‘ dist(Fy, P) + dist(F, P) = 2a. ‘

3.2.1 Conceito & Equagao Reduzida

Uma FElipse no plano xy é o lugar geométrico constituido dos pontos P (z,y), cuja soma das

distancias a dois ponto fixos F; e Fy, denominados Focos da elipse, é constante.
[ ] =

Os raios F1 P e F5P s&o os Raios Focais do ponto P e o ponto médio dos focos é o Centro da elipse. A

distancia entre os focos recebe o nome de Distancia Focal da elipse.

Na deducao da FEqua¢ao Reduzida vamos considerar duas situacgdes dentro do mesmo modelo
padrao.
B MODELO 1 Neste primeiro modelo, vamos considerar os focos F} (¢,0) e F» (—c,0) sobre o eixo

Oz e admitir que a soma dos raios focais seja igual 2a, isto é:

(dist(Fy; P) + dist(F; P) = 2a. (3.10)

Com esses dados, mostraremos que a elipse é descrita pela equacao (3.7). Observando a Figura 3.9

VA

.
Ciod
o
.
.
.
o
.

®
\ 4

x
Q
.
Q
A 4

Figura 3.9: Os Focos da Elipse.
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vemos, como consequéncia da Desigualdade Triangular, que:
2¢ = dist (Fy; Fp) < dist (Fy; P) + dist (Fy; P) = 2a,
de onde resulta que ¢ < a. A partir da equagao (3.10) que traduz o conceito, obtemos:
dist (F1; P) +dist (F»; P) = 2a

Ve-o* 12+ @+ =2

Vie—o)?+y2=2a—\/(z+c)* 442

(cz + a2)2 = a? [(CL’ +¢)? + y2]

t ¢ ¢

3

et = (0 flar P +47)

(a2 B cz) 22+ a%y? = a? (az -~ Cz)

i3

2

e se fizermos b? = a? — ¢2, obteremos da ultima igualdade a equacio reduzida:

= 1. (3.11)

B MODELO 2 Agora, suponhamos que os focos sejam os pontos Fi (0,c) e F (0, —c) do eixo Oy,

e que a soma dos raios focais seja 2a. Procedendo como no primeiro caso, considerando b? = a? — 2,

obtemos a equagao reduzida:

=1 (3.12)

3.2.2 Graficos & Elementos Principais

No tragado do grafico devemos observar alguns {tens e como referéncia vamos adotar a elipse

descrita pela equagao (3.11).

» SIMETRIA Seem (3.11) trocarmos x por —z ou y por —y a equagao permanece inalterada. Grafi-
camente isto significa que a elipse é simétrica em relagdo aos eixos coordenados e em relagao a origem.
> INTERSEGAQ COM OS EIXOS

(a) A intersecao com o eixo Oz é determinada considerando y = 0 na equagao. Encontramos:

2 2

Z 2 2
—+ ==1&2z2°=0a¢" &z = +a.
a? b

Assim, a elipse intercepta o eixo Oz nos pontos: A; (a,0) e A2 (—a,0).
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(b) De modo similar, considerando = = 0, obtemos:

0* ¢ 2 2
?—Fb—zzlﬁy =b" & y==+b.
Assim, a elipse toca o eixo Oy nos pontos By (0,b) e By (0, —b) .

2 2
- s . €T P . .
> POSICAO DA ELIPSE A posicdo da elipse — + Z—Q = 1 é determinada comparando-se os denomi-
a

nadores dos termos z2 e y2. O maior denominador é associado & varidvel correspondente ao eixo sobre
o qual estao os focos.

» GRAFICOS A Figura 3.10 abaixo ilustra os graficos das elipses nas duas situagoes.

Figura 3.10: A Elipse: (a) Focos F (+¢,0) (b) Focos F' (0, £c).
» ELEMENTOS PRINCIPAIS Em uma elipse, os seguintes elementos devem ser destacados:
(a) Os Focos: F(£c,0) ou F (0,=+c).
(b) O Centro: ponto médio dos focos: C (0,0).
(c) Os Vértices: Aj(a,0)e Az (—a,0); B1(0,b) e B2(0,-b).
(d) O Eixo maior: A;Ay de comprimento 2a, onde estao localizados os Focos.

(e) O Eixo menor: BBy de comprimento 2b.
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(f) O Eixo Focal: reta que contém os focos.
(g) Os Raios Focais do ponto P (z,y): os segmentos de reta F1 P e FP.

(h) A Excentricidade: e = ¢/a. Observamos que 0 < e < 1, ji que b < a, e a excentricidade mede o

achatamento da conica. De fato:

(i) exlec~asb~0 (elipse é mais achatada).

(il) e~0< c~0«< b~a (elipse é menos achatada). Uma circunferéncia é uma elipse de

excentricidade e = 0.

3.2.3 Translacao da Elipse

Assim como ocorre com a circunferéncia, no caso em que o centro da elipse é o ponto C (xg, o),

sua equagcao assume a forma:

(z — 960)2 (y — yo)2

- + 7 =1 (3.13)

e as coordenadas dos focos e dos vértices também sofrem alteragoes. A mudanga de varidvel (translagao):

T=x—x9ey=y—yo leva a equagao (3.13) a forma padrao:

T Y
2!

de uma elipse com focos F (+c,0) e vértices A (£a,0) e B (0,+b). Imaginemos a > b, de modo que os

focos estarao sobre a reta horizontal y = yg, paralela ao eixo Ox, como ilustra a Figura 3.11.

Figura 3.11: Translagao da Elipse.
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Neste caso, a elipse tem os seguintes elementos:
Focos: F (xg £ ¢, y0) | Vértices: A(xg=*a,yo) e B(xo,yo+Lb)
No caso em que a < b, o que indica que o eixo focal é a reta vertical z = xg, teremos:
Focos:  F (xo,y0 £ ¢) | Vértices: A(xota,yo) e B(xo,y0=LD).

EXEMPLO 3.2.1 Suponhamos que certa elipse tenha centro C'(1,2) e que seus focos estejam sobre a
reta x = 1, distantes 4 unidades um do outro. Temos que 2c = 4, de modo que c = 2, e considerando

que g =1 e yo = 2, deduzimos que os focos sao Fy (1,4) e F5(1,0) e a equacdo é da forma:

(z-1?*  (y—2)?°
b2 + a2 L

Se, por exzemplo, a cénica tem um vértice no ponto Aj (3,2), entdo b = 2 e da relagdo a®> = b> + c2,

deduzimos que a®> = 8. A equacdo da elipse é:

@17 y-2°

=1.
4 8

Os outros vértices sio: Az (—1,2), B1(1,2++/38) e Ba(1,2 — /)

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.2

1. Encontre a equagao, os elementos principais (focos, vértices, excentricidade, centro e eiros) e

esboce o gréafico da elipse caracterizada por:

(a) Focos Fi (3,0), F5(—3,0) e soma dos raios focais igual a 12.
(b) Dois vértices em By (3,—4) e B2 (3,4) e distancia focal igual a 4.
(c) Vértices em A; (—5,0), A2 (5,0), By (0,—4) e B2 (0,4).
(d) Focos sobre o eixo y, distancia focal igual a 8 e excentricidade e = 2/3.
e) Centro C'(2,—1) e passa nos pontos A (—3,—1) e B(2,3).

)

(
(

f) Focos F1 (—2,—2), F5(2,2) e soma dos raios focais igual a 12.

2. Determine a equacao e a excentricidade da elipse que tem seu centro na origem, um dos vértices

no ponto Bj (0, —7) e passa no ponto A(v/5,14/3).
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2 2
3. Determine as retas tangentes a elipse — + L com declividade m = 1.

a b2
4. Um arco tem a forma de uma semi-elipse com 48 metros de largura na base e 20 metros de altura.

Determine o comprimento de uma viga colocada a 10 metros da base, paralelamente a mesma.

5. O teto de um corredor de 20 m de largura tem a forma de uma semi-elipse e a altura no centro
¢ 18 m. Se a altura das paredes laterais é 12 m, determine a altura do teto a 4 m de uma das

paredes.

6. Identifique o lugar geométrico dos pontos P (z,y) cuja soma das distancias aos pontos Fj (4, —1)

e Fy(4,7) é igual a 12.

7. Determine a equacao da elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados e que passa nos pontos

A(-6,4), B(-8,1), C(2,—4) e D(8,-3).
8. Determine o centro e os focos da elipse 922 + 16y? — 36z + 96y + 36 = 0.
9. Determine a intersecio entre a elipse de vértices (£5,0) e (0,+£1) e a circunferéncia 22 + y* = 4.
10. Determine os focos e o centro da elipse descrita pelo par de equagOes paramétricas

r = 3cost

y=4sent, 0<t<27.

11. Determine as retas tangentes tracadas do ponto A (3, —1) & elipse 222 + 3y% + 2 —y = 5.

12. Sejam F; e Fy os focos da elipse b%z2 + a?y? = a?b?, a < b, e seja | uma reta tangente & elipse.

Mostre que
dist (Fy;1) - dist (Fy; 1) = a?.

3.3 A Hipérbole

Assim como fizemos no estudo da elipse, agora faremos uma interpretacao da equacao modelo da

hipérbole:

.%'2 y2
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Seja ¢ = Va? + b? e consideremos os pontos Fi (¢,0) e Fy (—c¢,0). Se P (x,y) é um ponto mével

cujas coordenadas x e y satisfazem & equagao (3.14), mostremos que a quantidade:
|dist (Fy, P) — dist (Fy, P)]

é sempre constante e igual a 2a. Inicialmente observamos que a varidvel x que figura na equacao (3.14)

nao pode assumir valores entre —a e a. De fato, se |z| < a, entdo 22 < a? e terfamos:

2 2

x

que nao possi solugao real para y. Logo, devemos ter |z| > a e, portanto, ha dois casos a considerar:

(i) Se = > a, entdo cx > a2, j4 que ¢ > a, e considerando que b? = c? — a2, segue de (3.14) que:

2% — a2 = o2 e (02 _ a2) 22— a2y? = a2 (02 _az)

—a?z? — a®c? + 2d%cx — a®y? = 2a%cx — at — A2

o
o 2 [(x —¢)? + yﬂ = (a® - Cfﬂ)2,

e da udltima igualdade, resulta:

ay/(z +¢)> +y2 = |a® — cz| = cx — d®. (3.15)

Procedendo de forma similar, substituindo 2a?cx por —2a%cx, encontramos:

a\/(x —¢)? +y2 = ]aQ—I—cm] =a’ —cx (3.16)

e subtraindo membro a membro as equagoes (3.15) e (3.16), obtemos:

Jate?+y2 -z +y2 = -2 (3.17)

(ii) Se z < —a, entao a’?+cx <0 e, neste caso, encontramos:

\/(x+c)2+y2—\/(m—c)2+y2:2a. (3.18)

Combinando (3.17) e (3.18), obtemos: |dist (Fy; P) — dist (Fa; P)| = 2a.
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3.3.1 Conceito & Equacao Reduzida

Uma Hipérbole no plano zy é o lugar geométrico constituido dos pontos P (x,y), cuja diferenca das
distancias a dois ponto fixos Fj e Fb, denominados Focos da hipérbole, é, em valor absoluto, constante.
Os raios F1 P e F3 P sao os Raios Focais do ponto P e o ponto médio dos focos é o Centro da hipérbole.

A distancia entre os focos recebe o nome de Distancia Focal da hipérbole. Em simbolos, temos:

|dist(Fy; P) — dist(Fy; P)| = cte. | (3.19)

Vamos deduzir a Fquacao Reduzida em duas situacoes particulares.
B MODELO 1: Neste primeiro modelo, vamos considerar os focos Fj (¢, 0) e Fz (—c¢,0) sobre o eixo

Oz e admitir que a diferenca dos raios focais seja, em valor absoluto, igual a 2a, isto é:
|dist (F1; P) — dist (Fy; P)| = 2a. (3.20)
Inicialmente observamos que ¢ > a, tendo em vista que:
2a = |dist (F7; P) — dist (Fa; P)| < dist (Fy; Fa) = 2¢
e de (3.20), resulta:

|dist (F1; P) — dist (F»; P)| = 2a
dist (F1; P) — dist (F»; P) = £2a

Viz—e)? + 92 =420+ \/(z +¢)® + 12
(z—c)® +1y2 =4a® +4a\/(x 4+ c)* + 2 + (z + ¢)® + 1
—cx —a® = +ar/(z + ) + 2

(cz + a2)2 =a? {(a: + 0)2 + y2]

(Cz_az) 22— a2y? = a2 (02 —a2).

tr ¢ ¢ T 9

i3

2

Se fizermos b = ¢? — a?, obteremos da tltima igualdade a equacio reduzida:

.’L'2 y2

B MODELO 2: Agora, vamos considerar os focos Fj (0,¢) e F»(0,—c), sobre o eixo Oy, e dife-
renca dos raios focais, em valor absoluto, igual a 2a. Procedemos de forma similar ao caso anterior e

encontramos a equagcao reduzida:

EECETE A (3.22)
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com ¢? = a? + b2

3.3.2 Graficos & Elementos Principais

Assim como ocorreu com a elipse, para o tragado do grafico da hipérbole vamos observar algumas

caracteristicas da conica.

» SIMETRIA O grafico da hipérbole é simétrico em relacao aos eixos Ox e Oy e também em relagao

a origem. A equagado nao é alterada por uma mudanca no sinal das varidveis x ou y.

» INTERSEGAO COM OS EIXOS A hipérbole (3.21) nao intercepta o eixo Oy, tendo em vista que:

2
$:0:>—:Z—2:1

e esta 1dltima equagao nao tem solucao real para y. J& a hiperbole (3.22) nao intercepta o eixo Oz, ji

que a equagdao —z2/a? = 1 ndo tem solucio real para z.

(a) A intersecdo da hipérbole definida por (3.21) com o eixo Oz, é determinada considerando y = 0 na
equacao. Encontramos:

2 02 9 9

ﬁ—b—Q:I@x =a” & x = *a.

Assim, a hipérbole intercepta o eixo Ox nos vértices: Aj (a,0) e Ay (—a,0).

(b) Ja a hipérbole definida por (3.22) intercepta o eixo Oy nos vértices Bj (0,a) e Ba (0, —a) , determi-
nados considerando x = 0 na equagao:
02 2

_b72+y7:1<:>y2:a2<:>y::|:a.

a2

» POSICAO DA HIPERBOLE Em uma hipérbole pode ocorrer a > b, a < b ou a = b e a posigao é
determinada pelos sinais dos coeficientes nas varidveis x e y. A varidvel com sinal positivo corresponde
ao eixo sobre o qual estao os focos.

» GRAFICOS As Figuras 3.12 e 3.13 abaixo ilustram os graficos das hipérboles nas duas situagoes.

» ELEMENTOS PRINCIPAIS Em uma hipérbole, destacamos os seguintes elementos:
(a) Os Focos: F(£¢,0), no caso (3.21), e F'(0,%c), no caso (3.22).
(b) O Centro: C(0,0), nos dois casos. (ponto médio dos focos)

(c) Os Vértices: A (=%a,0), no caso (3.21), e B(0,+a), no caso (3.22).
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2 2 2 2
Figura 3.12: ol

(d) O Eixo Focal: O segmento F}F5.
(e) O Eixo Transverso: a por¢ao do Eixo Focal entre os vértices (o segmento A; Ay ou By Bjy).

(f) O Eixo Conjugado: segmento By By perpendicular ao Eixo Transverso, na hipérbole (3.21) e A1 A
na hipérbole (3.22).

(f) Os Raios Focais do ponto P (x,y): FiP e F»P.

(g) A Excentricidade: O nimero e = ¢/a é maior que 1 mede o achatamento da conica. No caso em

que e =~ 1, a hipérbole aproxima-se das semiretas com origem nos focos.

» COMPORTAMENTO NO INFINITO Para maior clareza, vamos nos concentrar na hipérbole (3.21)
e vejamos como se comporta o grafico, 4 medida que a varidvel x aumenta ou diminui arbitrariamente
(este comportamento do z é indicado simbolicamente por: © — +00, no deslocamento para a direita,

ou £ — —o0, no deslocamento para a esquerda). Temos:

Isto nos diz que o grafico da hipérbole jaz entre as retas y = £ (b/a) z. Além disso, se P (z,y), y > 0,
é um ponto mével sobre a hipérbole, se deslocando para direita (x — +00) e r é a reta de equacao

y = (b/a) x, entdo de acordo com a férmula (??), da distancia de ponto a reta, temos:

bx — 1 b 2y
i (ir) = P Ly | = o o =

1

_ . 3.23
x+ Va2 —a? ( )
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Um fato basico é que uma fragdo, com numerador constante, aproxima-se de zero a medida em que o
denominador cresce arbitrariamente; com isto em mente, deduzimos a partir de (3.23) que a hipérbole
aproxima-se da reta y = (b/a) z, quando z — +o00. Da mesma forma, quando x — —oo a hipérbole
aproxima-se da reta y = — (b/a) x. No caso em que y < 0, a hipérbole aproxima-se da reta y = (b/a) z,
quando x — —o0, e da reta y = — (b/a) z, quando © — +oo. Por esta razao, as retas y = £ (b/a)x
recebem o nome de Assintotas da Hipérbole. No caso da hipérbole (3.22), as assintotas sao as retas

x == (b/a)y, o que nos dd y = £ (a/b) z.

EXEMPLO 3.3.1 Qual a equagdo da hipérbole com focos Fy (2,0) e Fy(—2,0) e um vértice no ponto
Aq (1,0)?

Solucao: O centro da hipérbole é a origem e o eixo focal é o eixo Ox. Como a = 1 e ¢ = 2, segue que

b? = c? —a? =3 e a equacio é:
2y
3

— = 1.
1
EXEMPLO 3.3.2 Identificar a conica descrita pela equacdo:
—9z2 4 4y? + 18z — 16y = 29.
Solugao: O primeiro passo é escrever a equagao na forma padrao (3.21) ou (3.22). Efetuando o

completamento dos quadrados, encontramos:

(@+1)*  (y—27°_

2 2
—9(z+1)"+4(y—2)"=36 ou — 5t 22 =1
e atranslacio: T=xz+1ey =1y — 2, de centro O (—1,2), nos remete ao padrao (3.22):
=2 2
_% + yf =1
a? b2

com a =2 e b =3, ilustrada no Figura 3.14.
Temos ¢ = v/13 e na tabela abaixo mostramos os elementos da hipérbole no sistema auxiliar T 3 e no

sistema original zy. A passagem de um sistema para o outro é por meio das equacoes de translacio.

Elementos Sistema Ty Sistema zy

Centro C(0,0) C(-1,2)

Vértices V (0,£3) Bi(—1,5) e Bo(—1,—1)

Focos F (0, :l:\/ﬁ) Fy (—1, 2+ \/ﬁ) e By (—17 2 — \/ﬁ)
Assintotas y=+(3/2)T 3x—2y=-7 e 3x+2y=1

Eixo Focal =0 z=-1
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Figura 3.14: Hipérbole do Exemplo 3.3.2

111

EXEMPLO 3.3.3 (hipérbole transladada) O centro de uma hipérbole estd no ponto C (xo,y0) € a

distancia focal € igual a 2c. Considerando o comprimento do eixo transverso igual a 2a, hd dois casos

a considerar:

(i) O eixo focal é paralelo ao eixo Oz e, neste caso, a equacgao da hipérbole é:

(l‘ QIO) o (y beO) _ 1’ b= \/02_77
a

com assintotas:

+bxr — ay = +bxgy — ayg

obtidas de § = + (b/a) T, a partir da mudanca de varidvel: T=x—2pey=y —

(ii) O eixo focal é paralelo ao eixo Oy e, neste caso, a equacao da hipérbole é:

(- 360)2 (y — y0)2
B b2 + a?

=1, b=+vVc2—-a?

com assintotas:

taxr — by = +axg — byo

obtidas de ¥ = £ (a/b) T, a partir da mudanga de varidvel:

Yo-

T=2T—ToeyY=Y— Yo
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> HIPERBOLES CONJUGADAS As hipérboles:

2 2 2 2
z Y
2 e Tt

em que o eixo transverso de uma coincide com o eixo conjugado da outra denominam-se Hipérboles
Conjugadas. Flas possuem as mesmas assintotas e na Figura 3.15 ilustramos duas hipérboles conjugadas,
em que iniciamos a construcao desenhando o retangulo de lados 2a e 2b, cujas diagonais se encontram

ao longo das assintotas das hipérboles.

Figura 3.15: Hipérboles Conjugadas.

3.3.3 Hipérbole Equilatera

Agora, vamos considerar hipérboles descritas por uma equagao do tipo:
22—y =a> ou —a2?+y? =107 (3.24)

inserida no Modelo 1 ou Modelo 2, com a = b, e denominadas Hipérboles Equildteras.

Como motivagdo, vamos considerar a hipérbole de focos F1(v/2,v/2) e Fi(—v/2,—V/2) e vértices
Vi(1,1) e Vo (—1,—1), ilustrada na Figura 3.16, cujo eixo focal é a reta y = z e eixo conjugado de

comprimento 2a = 2v/2. A partir da definicdo obtemos, apds as simplicacoes:

|dist (Fy, P) — dist (Fy, P)| = 2a <
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A equagao zy = 1 pode ser inserida no modelo (3.24) por meio da mudanga de varidvel:

o - 2 ;s (3.25)
y=—0F)r+ 5y
: C g = V25 V25 V2= V2 . )
De fato, resolvendo (3.25) encontramos: = %5°Z — %y e y= %"T+ %*y e dai resulta:
wy=1e (Po-3y) (Fa+ ) =10 5 -2 =1 (3.26)

A tltima equacio em (3.26) é do tipo (3.24), com a = v/2, e a mudanca de varidvel (3.25) corresponde

a uma rotacao do sistema zy de um angulo de 7/4rad ou 45°, como ilustra a Figura 3.16.

Ny

Figura 3.16: Hipérbole Equilatera xy = 1.

Considerando como motivagdo a hipérbole equildtera xy = 1, vamos estudar o lugar geométrico

descrito pela equagao:

ar+b
= — 3-27
y cr+d’ ( )

sendo a, b, c e d parametros constantes e © # —d/c. Faremos uma anédlise do comportamento da conica

a partir da nocao intuitiva de limite. Adotaremos como modelo a equagao

yZi, z#0 (3.28)

sendo k uma constante nao nula. Ha dois casos a considerar, dependendo do sinal da constante k.
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» 1°cAso k> 0: Neste caso, e y tém mesmo sinal e isto indica que a hipérbole ¢ con-
stituida de um ramo no primeiro quadrante (z > 0, y > 0) e outro no terceiro quadrante (x < 0, y < 0).
Para esbocar o grafico com alguma precisao, é necessario estudar como se comporta a variavel y, & me-
dida que x se aproxima de zero (indicamos x — 0), quando z cresce arbitrariamente, com valores
positivos (indicamos x — +00) e quando x decresce arbitrariamente, com valores negativos (indicamos
x — —o00). A aproximgao de x para zero pode ocorrer com valores positivos, isto é, pela direita (z — 07)
ou pela esquerda, com valores negativos (z — 07).

Vejamos o comportamento da fragdo k/z em varias situagoes, levando em conta o sinal de z e da
fragao k/z, onde aproveitamos o momento para apresentar a notagao simbdlica para o limite.

(a) Como xz #0ey+#0, o grafico da hipérbole y = k/x nao toca o eixo Oz nem o eixo Oy.

(b) Quando x — +o00, entao y — 0F. Traduzimos esta afirmagio da seguinte forma: quando z

cresce arbitrariamente, com valores positivos, entao a fracdo y = k/x é positiva, mas, arbitrariamente

préxima de zero. Em simbolos, escrevemos:

(¢) Quando x — —oo, entdo y — 07. Aqui a fracdo y = k/x é negativa e préxima de zero.
k

lim () =0".
r——00 \ T

(d) Quando x — 07, entdo y — +00, ao longo do eixo vertical. Quando x é positivo e préximo

de zero, a fragao y = k/x é arbitrariamente grande.

. (2)
lim ([ —
z—0t \ T

= +o00.

(e) Quando x — 07, entdo y — —o0, ao longo do eixo vertical.

lim <
x—0~

9,
— | = —o0.
T

Com estas informagdes, vamos esbocar o grafico da hipérbole y = k/z,

x # 0, k> 0, que se assemelha

ao da hipérbole de equacao xy = 1, como ilustrado nas Figuras 3.17 e 3.18.
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Kb\ ALK

Y

v

B(~1,k)

O< k<1

Figura 3.17: zy =k, k> 0.

Figura 3.18: zy =k, k> 0.

Quando x — 0 ou x — +00, vemos que o grafico da hipérbole aproxima-se do eixo Oy ou do eixo

Oz e, portanto, o eixo Oz, de equagao y = 0, e o eixo Oy, de equacdo = = 0, s@o as assintotas da

hipérbole.

> 2°CcASO k< 0: Esteéocasoem que x ey tém sinais opostos e o grafico da hipérbole tem

um ramo no 2° quadrante (x < 0, y > 0) e outro no 4° quadrante (x > 0, y < 0). O comportamento

do y segue o mesmo ritual do 1° Caso, com algumas modifica¢Ges nos sinais.

(a) Como x # 0 ey #0, o grafico da hipérbole y = k/x nao toca o eixo Ox nem o eixo Oy.

(b) Quando x — 400, entdo y — 0~. Em simbolos, escrevemos:

lim <k> =0".
Tr—-+00 €T

(c) Quando z — —oo, entdo y — 0. Em simbolos, escrevemos:

lim <k> =0t.
T——00 €T

(d) Quando z — 0T, entdo y — —oo, ao longo do eixo vertical.

()
lim | — | = —o0.
z—0t \ T
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(e) Quando x — 07, entdo y — 400, ao longo do eixo vertical.

6
lim ( — | = 4+occ.
x—0— \ T

Os eixos Ox e Oy sao as assintotas da hipérbole e o grafico esta ilustrado nas Figuras 3.19 e 3.20.

' %
B(-1,~k) —k
“y
x -1 O 1 X
A1k
; (1,k)
Figura 3.19: zy =k, k <O0. Figura 3.20: zy =k, k <O.

CASO GERAL: O caso geral (3.27) se reduz ao Caso 1 ou 2, por meio de uma mudanga de varidvel
(translac@o). Vejamos o passo-a-passo até a equagao final 7 = k/z. Temos:

ax—i—b_a(a:—i—b/a) _a [(x—i—d/c)—i—b/a—d/c} :a(l_i_b/a—d/c)‘

x+d/c x+d/c ¢ x+dfc

cx+d ¢

Cc

y:

Dal resulta a equivaléncia:

Sy—-= 7=
cat+d YT ¢ x+d/c Y

ar +b a k E
T

comT=x+d/c,y=y—a/cek=(bc—ad) />

EXEMPLO 3.3.4 Vamos identificar a hipérbole governada pela equagdo:

20 — 4
y:

x—1"
Inicialmente observamos que x # 1 e que a equagdo da hipérbole € equivalente a:

-2
z—1
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e com a translagdo T =x — 1 ey =y — 2 a equagdo assume a forma do Caso 2, com k = —2:
_ 2
y=-—z.
T

As assintotas sdo as retas T=0eqy =0, isto é, x =1 e y = 2. As intersecdes com os eizos Ox e Oy

sao os pontos A(2,0) e B(0,4), respectivamente. O grdfico tem o aspecto da Figura 3.21.

A
A y

h\h
Assintota

..................... ..., Assintota
- / x

I x

20 —4

Figura 3.21: Hipérbole Equilatera y = T
x —_—

> SOBRE A NOTACAO DE LIMITE Vamos destacar alguns aspectos decorrentes da expressao:

lim y = b.

r—a

(i) Lé-se: ”limite de y, quando z tende para a, é igual a b.”

(ii) Na expressao nao estd especificado se = estd & direita ou a esquerda de a; ela relata que x estd

arbitrariamente préximo de a, sem contudo, atingir o valor a.

(iii) Para especificar que z tende para a da esquerda para a direita, isto é, com valores menores do que

a, anotamos: = — a~. A expressao lim y = b indica um limite lateral a esquerda. Da mesma
r—a
forma, lim y = b indica que y estard arbitrariamente préximo de b, quando x estiver a direita
r—at
(maior do que) e arbitrariamente proximo de a e indica um limite lateral a direita.
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(iv) Por fim, o limite de y quando z — a existe e tem valor b se, e somente se, os limites laterais no

ponto a forem iguais a b, isto é:

limy=b< lim y=>b e lim y=>0. (3.29)

T—a x—at r—a~

A equivaléncia (3.29) é um argumento bastante utilizado na investigagao da existéncia de limite.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.3

1. Encontre a equacao, os elementos principais (focos, vértices, excentricidade, centro, eizos e assintotas)

e esboce o grafico da hipérbole caracterizada por:

(a) Focos Fi (5,0), F» (—5,0) e diferenca dos raios focais igual a 6.
(b) Focos Fi (2,—T), F5(2,5) e diferenca dos raios focais igual a 5.

)
)
(c) Vértices em A; (2,—1), A3 (2,7) e excentricidade e = 3/2.
(d) Vértices em A; (0,—2), A2 (0,2), ndo corta o eixo x e tem assintotas y = +2z.
)

(e) Focos Fy (—2,2), F»(2,—2) e vértices V1(v/2, —v2) e Vi(—v/2,V2).

2. Calcule a area do triangulo determinado pela reta 9x + 2y = 24 e pelas assintotas da hipérbole

922 — 49% = 36.

3. Um triangulo tem a base fixa e o produto das inclinagoes dos lados varidveis é sempre igual a
4. Se a base é o segmento que une os pontos A (3,0) e B(—3,0), identifique o lugar geométrico

descrito pelo vértice oposto a base.

4. Determine a equagao da hipérbole com centro na origem, um vértice no ponto V; (6,0) e tendo a

reta 4 — 3y = 0 como uma das assintotas.

5. Ache a excentricidade, o centro, os focos e as assintotas da hipérbole 432 — 922 + 16y + 18z = 29.

2 2

x

6. Se e é a excentricidade da hipérbole — = 3;—2
a

da hipérbole tém comprimento |exo & a|. Determine os comprimentos dos raios focais do ponto

Py (6,5) sobre a hipérbole 522 — 4y? = 80.

= 1, mostre que os raios focais de um ponto Py (xg, o)

7. O centro de uma hipérbole esté na origem, seu eixo transverso jaz sobre o eixo y e um dos focos é o

ponto F (5,0). Se a excentricidade da hipérbole é e = 3, determine sua equagao e suas assintotas.
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2 2

x
8. Se a ¢ o angulo agudo de inclinagdo de uma assintota da hipérbole — — ‘Z—Q = 1, mostre que a
a

excentricidade da hipérbole é sec a.

9. Esboce no mesmo sistema de coordenadas as curvas 2 — y?> = k para os seguintes valores de
k:—=2, =1, 0, 1e?2.

2¢ +1

10. Esboce o grafico e encontre as assintotas da hipérbole equilatera: y = 3
x p—

3.4 A Parabola

Iniciamos com a pardbola de equacio y = ax?, a # 0, cujo grafico é tangente ao eixo Oz na origem.
A concavidade do grafico (para cima ou para baixo) depende do sinal do coeficiente a, como ilustram
as Figuras 3.22 e 3.23. No caso a > 0, temos y = az? > 0, V x, e a origem é um ponto de minimo do

grafico, enquanto no caso a < 0 ocorre y = az? < 0, V x, e a origem é um ponto de méximo do grafico.

Figura 3.22: y = ax?, a > 0 Figura 3.23: y = ax?, a <0

O caso geral y = ax? + bx + ¢, a # 0, serd reduzido ao caso apresentado por meio de uma simples
) b

translagdo. Vejamos um exemplo como modelo.
EXEMPLO 3.4.1 Esbocar o grdfico da pardbola descrita pela equacdo: vy = 2x? — 4x + 4.

Solugao: Efetuando o completamento do quadrado, obtemos a equagao:

y=2(z—1)2+2
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e por meio da mudanca T =  — 1 e § = y — 2 chegamos & equacio reduzida: 7 = 2z2. O ponto de
minimo do gréfico é a nova origem O(1,2) e para dar maior fidelidade ao gréfico ilustrado na Figura

3.24, é aconselhavel determinar as possiveis interse¢oes com os eixos Oz e Oy.

yu “)_/
h

=V

v

Figura 3.24: Pardbola y = 222 — 4z + 4.

(i) Intersegdo com o eixo Oy : Considerando na equagao original z = 0 (recorde-se que nos pontos do

eixo Oy tem-se z = 0), encontramos y = 4 e a intersegdo com o eixo Oy é o ponto A(0,4).

(ii) Intersecdo com o eixo Oz : Fazendo y = 0 na equagao original (recorde-se que nos pontos do
eixo Ox tem-se y = 0), chegamos & equacdo do 2° grau 222 — 4z + 4 = 0, sem raiz real, ji que o

discriminante é A = —16 < 0. Portanto, o grafico ndo toca o eixo Ox.

EXEMPLO 3.4.2 No caso geral da pardbola y = ax® + bx + ¢, imitando o que foi feito no Exemplo

b b\> A
= 2 — = e _ —
y=a <:n + a:c) +c=a (iB + 2a> " (3.30)

onde A = b? — 4ac é o discriminante. Se fizermos x = —b/2a em (3.30), obtemos y = —A/4a e

3.4.1, encontramos:

o ponto extremo (mdximo ou minimo) V (=b/2a,—A/4a) é o vértice da pardbola (nova origem). A
pardbola intercepta o eizo Oy no ponto B(0,¢) e com o eizo Ox pode haver interse¢io ou ndo. Se
o discriminante A < 0, nao hd intersecao com o eizo Ox; se A = 0 a pardbola intercepta o eixo
Oz no ponto A(—b/2a,0); se A > 0, a pardbola intercepta o eixo Ox nos pontos A(x,0) de abscissa

T = (—b + \/Z) /2a, que sdo precisamente as raizes da equagdo ax® + bx + ¢ = 0.

EXEMPLO 3.4.3 (Rotacdo da Parabola) A equagio x = ay?, a # 0, também representa pardbolas.
Houve uma permuta entre as varidveis © e y e, graficamente, essa permuta corresponde a uma rotacdo

de 90° (m/2 rad) no sistema de coordenadas. A Figura 3.25 ilustra os grdficos, nos casos a = £1.
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v

Figura 3.25: Pardbolas © = £3?2.

3.4.1 O Foco e a Diretriz da Parabola

Fixemos no plano xy um ponto F' e uma reta r. Denomina-se Pardbola de Foco F' e Diretriz r ao

lugar geométrico constituido dos pontos P (z,y) equidistantes do ponto F' e da reta r, isto é:

(dist(F; P) = dist(P;). | (3.31)

A reta que passa no foco e é perpendicular a diretriz recebe o nome de Eizo Focal. A partir da equagao
geral (3.31) vamos encontrar a equagao cartesiana da pardbola, em alguns casos especiais. Para isto,

fixemos um parametro real p > 0.

B MODELO 1: O foco é o ponto F (p,0) e a diretriz é a reta x = —p, ortogonal ao eixo Oz. A Figura
3.26 ilustra graficamente a situagao, onde destacamos os pontos:

(i) F(p,0) e P(x,y) respectivamente, o foco e um ponto genérico da pardbola.
(i) @ (—p,y) o pé da perpendicular baixada do ponto P & diretriz.

(iii) D (—p,0) ponto de intersegao do eixo da parabola (eixo Ox) com a diretriz.

O vértice da pardbola é o ponto médio do segmento DF' que, neste caso, coincide com a origem.

Notando que dist (P;r) = dist (P, Q), obtemos a partir de (3.31):

\/(x—p)2+y2= \/(arer)2
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e apds as simplificacoes chegamos a equagao cartesiana da parabola.

B MODELO 2:

Y a
P

0 /
e1xo / _ >

Dl v F x

N

=

o

&

Figura 3.26: Parabola y? = 4px.

y? = dpx

ylk

diretriz

eixo

D

v

Figura 3.27: Parabola 2% = 4py.

O foco é o ponto F' (0,p) e a diretriz é a reta y = —p, ortogonal ao eixo Oy.

A Figura 3.27 ilustra graficamente este caso, onde destacamos os pontos @ (z,—p) e D (0, —p). Mais

uma vez o vértice é a origem e a equacao (3.31) neste caso é:

\/w2+(y—p)2

Simplificando a ltima equacao, obtemos:

= \/(y+p)2-

z? = 4dpy.

Nas Figuras 3.28 e 3.29 ilustramos as variantes dos Modelos 1 e 2, onde trocamos p por —p :
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(i) Foco F (—p,0) e diretriz x = p. Neste caso, a pardbola é descrita por:
(ii) Foco F' (0, —p) e diretriz y = p. Neste caso, a pardbola é descrita por:

Y a

Q r © D diretriz

= x

diretriz
eixo

Figura 3.28: y2 = —4pz, p > 0 Figura 3.29: 22 = —4py, p >0

EXEMPLO 3.4.4 Olhando a pardbola y?> = x sob a forma padrao:

com p = 1/4, deduzimos que ela tem foco no ponto F (1/4,0), vértice estd na origem e a diretriz € a

reta vertical y = —1/4.

3.4.2 Translacao da Parabola

Com a mudanca de variavel

rT=x—x
’ (3.32)
Y=Y—"Y
a equacao quadratica:
(z — @0)* = £4p(y — yo), p>0 (3.33)

torna-se T2 = +4p7 e representa a parabola do Modelo 1 e sua variante, ilustradas na Figura 3.30 e

caracterizadas por:

(a) vértice V (xg,yo0), Foco F (zg,y0 + p) e diretriz r : y = yo + p.

(b) vértice V (x0,y0), Foco F (xg,yo — p) e diretriz r : y = yo — p.
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(2)

diretriz

diretriz

=V

Figura 3.30: Pardbola Transladada: (z — 20)* = +4p (y — vo).

Com a mesma mudanga de varidvel (3.32) a equagao:

(y — y0)® = 4p(z — z9), p>0

torna-se §> = 4pT e representa a pardbola do Modelo 2 e sua variante, ilustradas na Figura 3.31 e

caracterizadas:
(a) vértice V (zg,y0), Foco F (zo + p,yo) e diretriz r : © = xg + p.

(b) vértice V (zo,y0), Foco F (zg — p,yo) € diretriz r : = xo — p.

MY

(2) (b)

eixo

diretriz
diretriz

Figura 3.31: Pardbola Transladada: (y — o) = 4p (z — x0) .

EXEMPLO 3.4.5 Encontrar o foco e a diretriz da pardbola: vy = 2x? — 4z + 4.

Solugao: Vamos enquadrar a parabola em um dos modelos apresentados. Temos:

y—2=2(z—-12y5=22 ou |#Z=4(1/8)§
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Vemos que a parabola é do Modelo 2, com p = 1/8 e assim, no sistema T 7, a pardbola tem foco
F(0,1/8) e ditretriz 7 = —1/8. Notando que y =5+ 2 e x = T + 1, deduzimos que no sistema original
xy, a parabola tem foco F'(1,17/8) e diretriz y = —17/8.

EXEMPLO 3.4.6 (A diretriz nao é horizontal nem vertical) Determinar a equagio da pardbola

com foco F' (0,0) e diretriz r : x +y = 2. Qual o vértice da pardbola?

Solugao: A Figura 3.32 ilustra a situacgao gréfica, onde P (z,y) é um ponto genérico da parabola.

Figura 3.32: Pardbola do Exemplo 3.4.6

Usando a férmula da distancia (??) e o conceito (3.31), obtemos:

z+y—2| 2, o (w+y—2)°
Va2 + 5| Sty =
/ V2 ’ 2

e, apés as simplificacoes, encontramos:

‘x2+y2—2xy—|—4x—|—4y:4.‘

O eixo da parabola é a reta y = x, que intercepta a diretriz x +y = 2 no ponto D (1,1) e como o vértice

o ponto médio do segmento DF', encontramos V (1/2,1/2).

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.4

1. Encontre a equagao, os elementos principais (foco, vértice, excentricidade, eixo e diretriz) e esboce

o grafico da pardbola caracterizada por:

(a) Foco F'(3,0) e diretriz r: x +3 = 0.
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(b) Foco F (0,—2) e diretriz r : y = 2.

(c) Foco F (—2,0) e diretriz r : z = 4.

(d) Foco F (—4,1) e diretriz r : y = 3.

(e) Vértice V (2,0) e foco F' (0,0).

(f) Vértice V (4, —1), eixo focal r : y = —1 e passa no ponto P (3,—3).

(g) Foco F(0,0) e diretriz r : x +y = 2.

(h) Vértice V (—2,3) e foco F'(1,3).

(i) Eixo paralelo ao eixo y e passa nos pontos A (4,5), B(—2,11) e C'(—4,21).

(j) Vértice na reta 2y — 3z = 0, eixo paralelo ao eixo x e passa nos pontos A (3,5) e B (6,—1).

2. Mostre que a circunferéncia com centro no ponto C (4,—1) e que passa no foco da pardbola

z2 4+ 16y = 0 é tangente & diretriz da parabola.

3. Identifique a trajetoria de uma particula em movimento, em que a distancia da particula a reta

r:x+ 3 =0 é sempre duas unidades maior que sua distancia ao ponto (1,1).

3.5 Equacao Geral do 2° Grau em Duas Variaveis

A equacgao geral do 2° grau

A2z® + Bay+Cy? + Dz + Ey+F =0 (3.34)

pode representar qualquer uma das conicas (circunferéncia, elipse, hipérbole ou pardbola) mas, também,
pode representar um reta ou um par de retas. Tudo depende dos valores dos coeficientes A, B, C, D, E
e F. Para identificar a natureza da cOnica podemos usar a rega pratica do identificador A. De fato:
suponhamos que uma determinada conica seja descrita pela equacdo (3.1) e seja A = b* — 4ac.

(a) Se A =0, entao a conica é uma parabola,
(b) Se A <0, entdo a conica é uma elipse;

(c) Se A >0, entao a conica é uma hipérbole.
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A tnica informagdo que essa regra nos da é sobre a natureza da conica. Uma maneira mais eficiente
de identificd-la consiste em efetuar mudangas de coordenadas (translagdo e/ou rotacdo) e escrever a
equacao na forma padrao:
2 2
(z — o) (¥ — yo)
2 + 2
a b

x—0)° _ (y—1w0)
a? + b2

=1

Circunferéncia: (2 — z0)> 4 (y — yo)? = R? Elipse:

Paréabola: x?2 =4py ou y?=dpx Hipérbole: :l:( =1

De forma geral, podemos dizer que a translagao ”elimina” os termos Dz e Fy do 1° grau, enquanto
a rotacdo tem a finalidade de ”eliminar”o termo Bzy da equacdao. A seguir apresentamos, de modo
sucinto, como essas operacoes atuam na equacao da coOnica.

Do ponto de vista geométrico, sao necessarios 5 pontos para se determinar uma conica e, no caso
da pardbola, 4 pontos sao suficientes, tendo em vista que, nesse caso, B> — AC = 0. Se, por exemplo,

A # 0 entao a equagao (3.34) se reduz a
22+ Bay+C'y?*+ Dz +Ey+F =0,

onde B’ = B/A, C' = C/A ... etc, e essa tltima equagdo contém 5 coeficientes a determinar. No caso
em que a cOnica tem seus eixos paralelos aos eixos coordenados, temos B = 0 e, neste caso, quatro

pontos sao suficientes.

3.5.1 Translacao de Eixos

A Figura 3.33 ao lado mostra as coordenadas de um ponto

P(z,y) em dois sistemas de coordenadas: o sistema original zOy A A P(x,y)

e o sistema ZOY, obtido apds a translacdo. Considerando o ponto | [ ’

O (z0,10), é facil deduzir que as coordenadas T e 7 do ponto P, no Xo ‘;” J

novo sistema de coordenadas, sao determinadas pelas equagoes: o] 1o : 3
T=T— X 19) - :x
Y=Y — Yo

Figura 3.33: Translagao de Eixos

EXEMPLO 3.5.1 (Identificando uma Coénica) Consideremos a conica de equagao

922 + 4y — 18z 4 32y + 37 = 0.
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Completando os quadrados, a equacdo se escreve:

9(z? =22 +1) —9+4(y> +82+16) —64+37 = 0+

9(z—1)2+4(y+4)? = 36—

CED AL S

Portanto, a equagdo representa a elipse com focos F(0,4+/5) e centro no ponto O (1, —4).

Teorema 3.5.2 (Translagao da Elipse) Se A e C tém mesmo sinal e A\ = AE?+CD? —4ACF > 0,
a equacdo do seqgundo grau:

A2+ Cy? + Dz + Ey+ F =0 (3.35)

representa uma elipse com eizos paralelos aos eixos coordenados Ox e Oy.

Demonstragao Nao hé perda de generalidade em admitir que os coeficientes A e C sdo ambos posi-

tivos e, sendo assim, a equacao (3.35) é equivalente a:

D E
A<x2+Ax>+C’<y2+Oy>+F:O

ou ainda: ) ) ) ,
D E CD*+ AF* — 4ACF
A = —_ ) = ) .
<$+2A> +C<y+2c> 1AC (3.36)
A ltima equacao se expressa sob a forma padrao da elipse:
D2 E\2
(= + 3) +(y+@) 1
a? b2 N

considerando a? = \/4A2C e b> = \/4AC?. W

Teorema 3.5.3 (Translacao da Hipérbole) Se A e C tém sinais opostos, a equag¢ao do sequndo

grau:

A? +Cy? + D+ Ey+ F =0 (3.37)

ou representa uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados Ox e Oy ou representa um par

de retas concorrentes.

Demonstracao: Nao hé perda de generalidade em admitir A > 0 e C' < 0. Completando os quadrados
em (3.37) chegamos & equagao:

(x+ D/2A)  (y+ E/2C)*
N7 E—Te =\, (3.38)
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D? E?
A2 + ool F Supondo A > 0, a equagao (3.38) se escreve sob a forma:

com A =

(4+D/24)° (y+B/20°
a? B b2 o

com a? = \/A e b> = —)\/C e representa uma hipérbole do Modelo 1. Se A = 0, a equagdo (3.38)

representa um par dertas concorrentes. H

3.5.2 Rotagao de Eixos

A Figura 3.34 ao lado mostra as coordenadas T e 3 de um ponto

P (z,y) ap6s uma rotagao no sentido positivo (anti-hordrio) do sis- yt x  P(xy)
tema de coordenadas xy. Representemos por 6 o angulo de rotacao ~ AN /./4 ¥
e observando a figura, vamos determinar as relacées entre as coorde- x P rd ¢
\d i
nadas do ponto P nos dois sistemas. Temos: y N e y
. ./‘
B
t=0A=0B—- AB =7Tcostl —ysenf \\//‘) .
_ 97N, A B x
y=AP=AD+ DP =Tsenf + ycosf P \,
4 N

e invertendo o sistema, encontramos:
Figura 3.34: Rotacao de Eixos

T =xzcosf + ysend

7= —xsenb + ycosb.

Com a notacao matricial, o sistema se expressa sob a forma:

cos senf| |z

Sl

—senf cosf| |y

<

) cosf senf| ) _ N
onde a matriz Ag = é conhecida por Matriz de Rotagao.

—senf cosf

EXEMPLO 3.5.4 Apds uma rotagio de @ = /4, as coordenadas T ey do ponto P (1,1) sdo tais que:

g

V2/2 V22l 1| V2

—V2/2 V2/2| | 1 0

<

e dai resulta T =2 e = 0.
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EXEMPLO 3.5.5 (Uma Hipérbole Equildtera) Vejamos como atua uma rotagio de m/4 sobre a

equacgdo xy = 1. A Figura 3.16 ilustra o grdfico e usando a matriz de rotagdo, com 6 = w/4, encontramos:

IR R}
R A 2

T T+ —y

e a equacao xy = 1 se transforma em:
=2 2
2y
2 2

que representa, no sistema T Y, a hipérbole com focos F' (j:2\/§, 0) . No sistema zy, 0s focos sao:

Fl (2, 2) € F2 (—2, —2)

3.5.3 O angulo de rotacao

Analisemos a equacao geral do 2° grau (3.34) em duas situagoes.
B SITUAGAO1 B =0e¢ Aou C nao nulo

Neste caso, a equagao (3.34) se reduz a
A2 + Cy? + D+ Ey+ F =0 (3.39)

e uma simples translagdo (completamento de quadrados) leva a equagao a forma padrao. Note que em
(3.39) um dos coeficientes A ou C' é nao nulo, de modo que a equacao pode representar qualquer uma
das coOnicas.

B situagio2 B#0

Este é o caso onde é necessario efetuar uma rotacao no sistema de coordenados, de modo a eliminar o
termo Bxy da equacdo original. A partir dai, o problema se reduz ao caso anterior.

A rotacdo de um angulo # nos leva as relacgoes jé estabelecidas:

xr=7Tcost —ysenl

Tsenl + 7 cosb,

y =
e levando os valores de x e y na equagao (3.34), obtemos:
AR+ BT+ C 7P +R(0,%,7) =0 (3.40)
onde em (3.40) o termo R (6, 7,%) ndo envolve 72, 72 ouZ y e A’, B’ e C’ sido dados por:

A= Acos? 0+ Csin20 + Bsenfcosf
B'= —2Asenfcosf + B (C0829 — sin? 9) + 2C'sen 6 cos 0
C' = Asin?6 + C cos? 0 — Bsenfcos
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Para eliminarmos o termo misto T 7 na expressao (3.40) é suficiente considerarmos B’ = 0, isto é:
—2Asenfcosf + B (cos? 0 — sin®0) + 2Csenfcosf = 0 (3.41)
e usando as identidades sen (20) = 2senf cos@ e cos (20) = cos? § — sen? 6, segue de (3.41):
(—A+ C)sen(20) + Bcos(20) =0

e a partir dai deduzimos que o angulo 6 de rotacao ¢é tal que:

cotg(20) = % (3.42)

EXEMPLO 3.5.6 Quando consideramos no exemplo precedente o angulo de rotag¢do 6 = /4 para identi-
ficar a conica xy = 1, tinhamos em mente a expressao (3.42). Na equa¢do xy = 1, temos B =1, F = —1

e 0s outros coeficientes A, C, D e E iguais a zero e, portanto, cotg 20 = 0. Logo, 20 = /2 e 0 = w /4.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.5

1. Por meio de uma translacdo escreva a equacao da conica na forma padrao e identifique seus

elementos principais.

(a) 22+ y% + 22 — 4y = 20 ( a circunferéncia z2 + 32 = 25)
(b) y? —dx —6y+2=0 ( a pardbola % = 47)
(c) 322 —4y® + 122+ 8y =4 ( a hipérbole 3z% — 43% = 12)
(d) 222 + 3y% — 42z + 12y = 20 (a elipse 222 + 332 = 34)
(e) 22 +2y? —4x + 6y =8 (a elipse 272 + 43% = 33)
(f) 322 —4y? + 120+ 8y =4 ( a hipérbole 322 — 43% = 12)

2. Identifique as conicas abaixo, escrevendo suas equacoes na forma padrao.

(a) 322 — 102y + 3y + = = 32 (hipérbole)
(b) 1722 — 122y + 8y? — 68z + 24y = 12 (elipse)
(c) 22 +ay+y? -3y =56 (elipse)
(d) zy+2x—2y+3=0 (hipérbole)
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(e) zy=k k#0 (hipérbole)
3. Identifique a conica que passa nos pontos A(1,1), B(2,3), C(3,—-1), D(-3,2) e E(-2,—1).

4. Por meio de uma rotacao de § = arctg (4/3), simplifique a equacio 9224242y +16y%+802—60y = 0.

Identifique a conica e esboce seu grafico.

3.6 O Foco e a Diretriz de uma Codnica

No Exercicio 2 da Segao 3.6 consideramos aretal: x = 2 e o ponto F' (—1,0) e vimos que a equagao
—
HFPH = e dist (P; 1) (3.4)

descreve: uma pardbola, quando e = 1; uma elipse, quando e = 1/2; e uma hipérbole, quando e = 2.
De forma geral, dados uma reta [, denominada Diretriz, um ponto F' fora da reta I, denominado
Foco, o lugar geométrico dos pontos P (z,y) que satisfazem a equacao (3.4) representa:

(a) uma parabola, se e = 1;
(b) uma elipse, se 0 < e < 1;
(c) uma hipérbole, se e > 1.

O numero e denomina-se FEzxcentricidade da conica e, intutivamente, ele mede o achatamento da
curva. Por exemplo, em uma elipse quando e se aproxima de 0, a curva se aproxima de uma circunferéncia
(uma elipse sem achatamento).

Para identificar a natureza da conica descrita por (3.4), seja D o pé da perpendicular baixada do
ponto P a reta [, de modo que dist (P;l) = Hﬁ)“ Efetuando uma translagao seguida de uma rotacao,

se necessario for, podemos admitir que a reta [ é o eixo y e que o foco estd sobre o eixo x. Assim, o foco

é F (c,0) e a equacdo (3.4) nos da \/(z — ¢)® + y2 = e|z|, isto &,

(1—e*)a®+y* —2cx+c* = - (3.5)

De acordo com o valor de e, a equagdo (3.5) pode representar uma parabola, uma elipse ou uma
hipérbole. Por exemplo, a conica com um foco F' (0,0), diretriz [ : © = —5/2 e excentricidade e = 2/3 é

a elipse de equacao:

2
Va?+y? = §\ac+5/2y,
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isto é, 5x2 + 9y? — 20z = 25.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.6

1. Determine os valores de m e ¢ de modo que a equacio z2 + qy? + 2ma = 1 represente:

(a) uma circunferéncia (b) uma elipse (c) uma parabola (d) uma hipérbole

(e) uma reta (f) duas retas  (g) o conjunto vazio (h) um ponto

2. Seja | a reta de equagdo = = 2 e considere o ponto F'(—1,0). Identifique o lugar geométrico dos

pontos P (x,y) tais que ||F—]5|| = e - dist(P;1), sendo:

(a) e=1 (b)e=1/2 (c)e=2.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.1

1. (a) (z+2)° + (y—1)* = 25.
(b) (z—1)*+ (y+2)* = 25.
(c) (x—1) +92=4.
(d) (z—1)2+y2=4
() 22+ 9> —6z+4y=12 ou (z—3)*+ (y+2)*=25.
(f) (z+ 1>+ (y+2)° =2
2. (-7 +@w—-572=2 ¢ (z—1>%+(y+3)*=25.
3. 22 +9y? — 22— 4y =0.

4. 5v/2.

5. (a) Consequéncia direta do Teorema de Pitdgoras.
(b) Decorre de (a).

6. Os vértices do triangulo sao A (0,0), B(1,1) e C'(2,0).
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(a) As bissetrizes sao as retas: t =1, x— (1 + \@) y=0 e x+ (1 + \/ﬁ) y=2.
(b) O incentro do tridngulo é o ponto I (1,v2—1).

(c) A circunferéncia inscrita tem equacio: x2? + y? — 2z — 2 (1 — \/5) y+1=0.

7. Os vértices do triangulo sao A (23,9), B(11,-7) e C'(—1,2) e o incentro do triangulo é o ponto

1(10,0). A circunferéncia inscrita é governada pela equagao:

22 +y% — 20z + 75 = 0.

8. Se M (x,y) representa o ponto médio da haste, entdo as extremidades sdo os pontos A (2z,0) e

B (0,2y), como ilustra a figura abaixo.

Assim:
30 = (22)° + (2y)* = 4 (2® + ¢?)
e daf resulta que z? + 3?2 = 225. Logo, o ponto médio M descreve um arco da circunferéncia

z? +9? = 152
9. Centro C (2,—1) e raio R = 3.

VOCE SABIA? A circunferéncia que passa nos pontos A (v a,ya,24), B(zp,ys,z8) ¢ C(zc,yc,2c)
é governada pela equagao:

?2+y? oz oy
24 +y4 A ya

(3.43)
h+yh B YB

T = e
|
(e}

9620 +y2c Tc Yo

e esta equacao pode ser usada para testar se quatro pontos estdo sobre uma mesma circunferéncia.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.2
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1.

11.

12.

(a) 22/36 +y2/27=1; A(£6,0), B(0++/27), C(0,0); e =1/2.

(b) Considerando os focos sobre a reta z = 3, temos:

+ 2 =1; AB£V12,0), F(3,£2), C(3,0) e e=1/2

(c) 22/25+142/16 = 1; F(£3,0), C(0,0); e = 3/5.
(d) 22/20 4 (y —yo)* /36 = 1.
(e) (x—2)%/25+ (y+1)%/16 = 1; A (7,—1), Ay (=3,—1), B1(2,3), By(2,-5), Fi(5,—1),
Fy(—1,-1), C(2,—-1); e = 3/5.
) 4a? + 4y? — zy = 126.
v _ V40
- —

+—==1e=

(t
z
9 "1

Ne}

.y =z % Va2 + b2

—4)?  (y-3)?

. A elipse (@ + =1.

20 36

(z-27°  (y-17°
+ ~ 1
100 %5

. Centro C (2,-3) e Focos F (2 +/7,-3).

. Os pontos A (5/¢§, m) . B (_5/¢§, \/778) . C (_5/f, _m) ¢ A (5/f, _WTs) .

10.

Se a e B sdo os angulos determinados no vértice P pela normal, mostre que tan a = tan 3 = cyo/b?.
Focos Fy (0, \ﬁ) e (0, —\ﬁ); Centro C (0,0).

r+y=2e9z — 191y — 218 = 0.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.3

1.

1172 y2
() 5 =15 =L V(E3,0); C(0,0)5 e=5/3; y = +dz/3.
A(y+1)>° 4(z—2)°

(b) o o = LVi(2,2);v(2,-2) C@2,-1);e= 1*52% y = —145(z — 2) /V/119.
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(y—3° (z-2)°

() Fg—— "5 =L F2-3); B(29) C23); y=3+(z-2) /5.
(d) ¥ —42% = 4; F(0,+V5); C(0,0); e = /5/2
(e) zy= -2

2. A=12

3. A hipérbole 422 — y? = 36.

2 2
1.2 Y
36 64

5. e=+13/3, C(1,-2), F(1,—2 4 +/13) e assintotas: 3z +2y =—1e 3z —2y=717.

6. 13 ¢ 5.
922 9y?
7.2 Y . = 490
25 200 Y V2

8. Use a relagao V1 + tan? a = sec v, lembrando que tana = b/a.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.4
1. (a) y> =12z, V(0,0).
(b) 2? = -8y, V(0,0).

(c) > =—12(x—1), V(1,0).
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(d) (z+4)°=-4(y—2), V(-4,2).
(e) y? = —8(x —2), diretriz v = 4.
(f) (y+ 1) =—4(x—4), Foco F(3,—1), diretriz x = 5.
(g) a® +y? —2zy + 4z +4y —4 = 0.
(h) y? — 6y — 122 — 15 = 0.
(i) 22 —4x — 2y +10=0.
() y? — 6y — 4z +17=0.
2. O foco da parabola é F (0,—4) e a diretriz é a reta [ : y = 4. A equagao da circunferéncia é

(x — 4)2 + (y+ 1)2 = 25 e para concluir que esta circunferéncia é tangente a diretriz [, basta

observar que dist (C;1) = 5.

3. A pardbola (y — 1) = 4.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.5
1. Admita a conica sob a forma:
22 dbey+ ey’ +detey+f=0

e por substituicdo dos pontos na equacio obtenha a hipérbole 922 + 8zy — 13y? — z + 19y = 22.

4. A pardbola T2 = 47.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.6

1. (a) Se ¢ =1 a equacao representa a circunferéncia (z +m)* + y21 + m2.
(b) Se g > 0 a equacao representa a familia de elipses (z + m)2 +qy? = (1 + m2) .
(c) Fazer
(d) Se g < 0 a equacao representa a familia de hipérboles (x + m)2 —q|y? = (1 + m2) .

(e) Fazer
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(f) Se ¢ = 0 a equagao representa o par de retas t = —m + V14 m2.
Os lugares geométricos: reta, ponto e parabola, como também o conjunto vazio, ndo podem

ser representados pela equacao dada.

(a) a pardbola y? = —6z + 3.
(b) a elipse 3 (z + 2)? + 4y? = 12.

(c) a hipérbole 3 (z — 3)? — y? = 42.
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Introducao

No Capitulo 3 vimos que as conicas no plano xy sdo governadas por uma equacao do 2° grau:

Az’ + Bzy+Cy? + Dx+ Ey=F (4.1)

a qual pode ser posta na forma cartesiana implicita:

f(z,y) =0. (4.2)

Neste capitulo estenderemos ao espaco tridimensional R? alguns conceitos bésicos considerados em
conexao com a equacao (4.2) e abordaremos alguns lugares geométricos, conhecidos por Superficies,

descritos por uma equacao cartesiana implicita em trés varidveis:
(F(z,y,2) =0 (4.3)

em especial os lugares geométricos governados por uma equacao geral do 2° grau:

Az? + By? +C22 + Day+ Fxz + Fyz+ Ge + Hy + Iz = J. (4.4)

A equagao (4.3) de algumas superficies podem conter apenas uma ou duas varidveis, como é o caso
da equagdo = = 1, que representa um plano paralelo ao plano yz. Neste caso, temos F (z,y,z) =z — 1.
Ja a equacdo 2% + y? = 1, quando considerada no espaco R3, representa um Cilindro Circular Reto,
como veremos adiante. Alids, é oportuno ressaltar que no espaco tridimensional R? as equacdes que
descrevem as conicas do plano zy sao acompanhadas da informagao adicional z = 0. O mesmo ocorre
com as conicas do plano zz (y = 0) e do plano yz (z = 0). Assim, a equagao da circunferéncia do plano

xy de centro na origem e raio R é descrita, no espaco R?, por:
492 =RY z2=0. (4.5)
Nem toda equacao do tipo (4.4) representa uma superficie; por exemplo a equagao:

2+ +22+1=0
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nao é satisfeita para valores reais de x, y e z, de modo que ela nao representa superficie alguma do

espaco R3. J4 a equacdo:

22+ 22+ 522 =0

tem x = y = z = 0 como uma unica solucao real e tem como lugar geométrico um ponto isolado, a
origem. Dois problemas tipicos que serao abordados neste capitulo:
» PROBLEMA 1: Uma reta desliza sobre a circunferéncia z2 + y2 = R? do plano zy, paralelamente

ao eixo Oz, produzindo o cilindro de equacido: 2 + y? = R?, ilustrado na Figura 4.3.

~
<V

Figura 4.3: Cilindro: 2+ y? = R2.

> PROBLEMA 2: A superficie obtida por rotacdo, em torno do eixo Oz, do arco de circunferéncia

viyP+22=R2% y >0, x =0, éa Esfera de equacio z? + 32 + 22 = R?, ilustrada na Figura 4.4.

Figura 4.4: Esfera: 2+ y? 4+ 22 = R
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4.1 Superficie Cilindrica

Uma Superficie Cilindrica (ou simplesmente Cilindro) é a superficie gerada por uma reta que se
move ao longo de uma curva plana, denominada diretriz, paralelamente a uma reta fixa, denominada
geratriz. Se a geratriz é ortogonal ao plano que contém a diretriz o cilindro denomina-se Cilindro Reto;
além disso, se a diretriz é uma circunferéncia o cilindro diz-se Circular Reto.

Se U é um vetor paralelo a reta geratriz, entao para que um ponto P(z,y, z) esteja sobre o cilindro
S ¢é necessdrio e suficiente que a reta que passa por P, paralela ao vetor ¥, intercepte a curva diretriz

~v. Em simbolos, temos:

Plz,y,2) €S < QZ,5,2) ey e PQxv=0.

A Figura 4.5 ilustra uma superficie cilindrica S com diretriz «y e geratriz g.

cilindro

L 05,2 N

diretriz y

Figura 4.5: Superficie Cilindrica.

EXEMPLO 4.1.1 Suponha que a geratriz do cilindro S seja a reta g : x =1t, y =1, z =1, com vetor

2

diretor v = Z—i—j—i— E, e que a diretriz seja a pardbola v do plano xy dada por y = z*, z = 0, como

tlustra o Figura 4.6. Temos:
— L, =
P(x,y,2) € S < Q(T,5,0) €y e PQ x =0,
— — - f=d —_— -
de modo que PQ = (T —x)i+ (¥ —y)j — zk e a relagao PQ) x U =0 nos dd:
T=x—2 yY=y—2z e T—x—y+y=0. (4.6)

Como o ponto Q (Z,7,0) estd sobre a curva vy, seque que § = T2 e de (4.6) resulta (z — z)2 =y—2ze

assim, temos a equacdo do cilindro:

S:a?+22—2e2+2—y=0.
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Figura 4.6: Cilindro do Exemplo 4.1.1.

EXEMPLO 4.1.2 (Cilindro Reto) A diretriz v : f (z,y) =0, z = 0, € uma curva do plano zy e a
geratriz g € o eixo Oz. Neste caso, o cilindro S € gerado por uma reta paralela ao eixo Oz, que desliza

ao longo da curva v. Temos

‘P(m,y,z) €S e Qr,y,0) ey & flx,y) :0.‘

Logo, a equagdo do cilindro S € f (z,y) = 0. Observamos que a descrigdo do cilindro S e da diretriz g
parecem ser a mesma, mas, hd uma diferenca substancial. Enquanto no cilindro a varidvel z € livre e,
portanto, assume qualquer valor real, na curva g a varidvel z assume apenas o valor z = 0, jd que v €

uma curva do plano xy, como ilustra a Figura 4.7.

"1

Se—+t—cilindro S :f{x,y)=0

l‘P(x,y,Z)
~ geratriz g
7
/4.-“ . B B
. /—J ~7y :flx,y) =0,z=0

—0(x,,0)

Figura 4.7: Cilindro Reto.

Uma equagao onde figuram apenas duas das trés varidveis cartesianas define um cilindro reto, com

geratriz paralela ao eixo correspondente & varidvel que nao figura na equacao. Assim, temos:
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(a) aequagao F (z,y) = 0 ou y = f(x), na forma explicita, representa um clindro com reta geratriz

paralela ao eixo Oz e diretriz v : F (z,y) =0, z = 0;

(b) a equagao G (x,z) = 0 ou x = g (z), na forma explicita, representa um clindro com reta geratriz

paralela ao eixo Oy e diretriz v : G (z,2) =0, y = 0;

(c) aequacao H (y,z) = 0 ou z = h(y), na forma explicita, representa um clindro com reta geratriz

paralela ao eixo Oz e diretriz v : H (y,2) =0, x = 0.

EXEMPLO 4.1.3 A Figura 4.8 ilustra parte dos cilindros retos: (a) S1:x =y> (b) Sz : y = senz.

Observe a disposicao dos eizos coordenados.

ZAK

¥, / X

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.1

1. Esboce o grafico das seguintes superficies cilindricas:
(@) z=9> M) y=l2| ()2=2* (d)(z-2°+2"=1 (e)a®—y+1=0.

2. Considere no plano zy a curva 7 : y — 23 — 2 = 0. Sob que condi¢des o ponto P (z,v, 2) estd no

cilindro de diretriz v e geratriz paralela ao eixo 27

3. Em cada caso, determine a equacao da superficie cilindrica.

(a) Diretriz 22 = 4y; z = 0 e geratriz x = y = 2/3.

(b) Diretriz 22 +y = 1; 2z =0 e geratriz x = 2z; y = 1.
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2

(c) Diretriz 22 — 22 = 1; y = 0 e geratriz paralela ao vetor 7 = —j+ 2%k.

4. Os cilindros S; : 23 = x e Sy : 22 = y cortam-se segundo uma curva ~. Encontre a equacdo do

cilindro S5 com diretriz « e geratriz paralela ao eixo x.

4.2 Superficie Conica

Uma Superficie Cénica (ou simplesmente Cone) é a superficie gerada por uma reta (geratriz)
que se move de modo que sempre passa por uma curva plana fixa 7 (diretriz) e por um ponto fixo V'
(vértice) nao situado no plano da curva. Quando a geratriz for perpendicular ao plano que contém a
curva diretriz o cone serd denominado Cone Reto. Na Figura 4.9 ilustramos uma superficie conica S
com diretriz 7 e vértice V, onde vemos um ponto P(z,y, z) sobre a superficie S e a reta que passa por

P e V interceptando a diretriz v no ponto Q (Z, 7, Z) .

o, 7,2)~

Figura 4.9: Superficie Conica.

Assim, a equagao do cone S é deduzida observando que:

3
X

e
o

P(z,y,2) € S & Q(,9,2) €7 e

EXEMPLO 4.2.1 Se a diretriz de um cone S de vértice V (0,0,1) € a pardbola no plano xy dada por
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vy =x2, z=0, usando a relacio PV x W =0 e notando quey =72 e Z =0, chegamos ao sistema:
T(z—1)=0 (4.7)
e resolvendo (4.7), encontramos x* +yz —y = 0, que é a equagdo do cone S.

4.2.1 Cone de Revolucao

Uma superficie conica particular é aquela gerada pela rotacao de uma reta g (geratriz) em torno
de uma reta L (eizo), onde as retas g e L se interceptam em um ponto V que é o vértice do cone. A
Figura 4.10 ilustra um cone de revolugao S, onde observamos que a interse¢ao do cone com um plano
perpendicular ao eixo é uma circunferéncia. Representando por 97, e U, os vetores diretores do eixo L e
da geratriz g, respectivamente, entdo uma condi¢do necessaria e suficiente para que um ponto P(z,y, 2)

esteja sobre o cone S é que:

‘COS(UL,UQ)‘ = ’COS(UL, ﬁﬂ (4.8)

e a equacao (4.8) descreve o cone S.

0F 7.0 N,

Figura 4.10: Cone de Revolucao.

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.2

1. Determine a equacao do cone obtido por rotacao da reta y = ax + b, z = 0, em torno do eixo Oy.

2. Determine a equacao do cone de revolucao gerado pela rotacao da reta x =t¢, y = 2t, z = 3t em

torno da reta —z =y = z/2.
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3. Determine a equacao do cone de revolugao com eixo x, vértice na origem e geratriz formando com

o eixo um angulo de /3 rad.

4.3 Superficie de Revolugao

A Figura 4.11 ao lado ilustra uma superficie de revolucao

S obtida pela rotacdo de uma curva «y (geratriz), em torno
de um eixo L (eizo de revolugdo). Para chegar a equacao da

superficie S, deixe-nos considerar por um ponto P(z,y, z) de S

wnl 4

um plano perpendicular ao eixo de rotacao, cuja intersecao com

a superficie S é uma circunferéncia. Sejam C' e () as intersecoes

desse plano com o eixo L e com a geratriz -y, respectivamente,

de modo que a equagao que descreve a superficie S é:
Figura 4.11: Superficie de Revolugao

|CP|| = ||od)]. (4.9)

Do ponto de vista grafico, o que caracteriza uma superficie ser de revolugdo sdo as secOes circulares
determinadas nela por planos perpendiculares ao eixo de rotagao.

A equagao cartesiana de S serd determinada em um caso particular e deixaremos as variantes desse
caso para o leitor. Suponhamos, entao, que a geratriz seja uma curva v do plano yz descrita por uma
equagao do tipo F'(y,z) = 0 ou, como é mais comum, na forma explicita y = f(z), e que o eixo de
rotacdo seja o eixo Oz. Entao, as intersegoes C e @ sao: C(0,0,z) e Q (0,7, 2) e da equacdo vetorial
(4.9) resulta \/:zﬁy2 = |y|, isto é § = :l:\/m. Como o ponto @ (0,7, z) estd sobre a geratriz,

temos F' (7, z) = 0 e, conseqiientemente, a equacgao da superficie S é:

F(:xva?+y2,2) =0. (4.10)

4.3.1 Geratriz na Forma Explicita

Como consequéncia da equacao geral (4.10), vamos identificar a superficie de revolugdo S em

situacoes particulares.
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» SITUAGAO 1: A curva geratriz vy é o grafico de uma fungao continua y = f(2) e o eixo de
rotagdo é o eixo Oz, como ilustra a Figura 4.12. Pelo ponto P (z,y,z) da superficie consideramos o
plano « ortogonal ao eixo de rotacao Oz, o qual intercepta a superficie e o eixo de rotacao nos pontos @
e C, respectivamente. Os pontos P, Q e C estao sobre o plano « e, portanto, tém a mesma coordenada

z. Temos, entao, C'(0,0,z) e Q (0,7, 2), com § = f (2), e da equagao vetorial (4.9), resulta:

2

Sz +y? = [f(2)] (4.11)

que é a equacao que decreve, neste caso, a superficie de revolucao S.

Figura 4.12: Superficie S : 22 + y? = [f (2)]2.

> SITUAGAO 2: Se a geratriz 7 é o grafico de uma fungao continua z = f (y) e a rotagao é

processada em torno do eixo Oy, entao a superficie S é descrita pela equacao:

S:ax?42? = [f(y)]2 (4.12)

» SITUAGCAO 3: No caso em que a geratriz 7 do plano zy ¢ identificada com o grafico de uma
bijecao continua y = f (z), e o eixo de rotagao é o eixo Oy, primeiro invertemos a fungao f e escrevemos

a geratriz sob a forma v : x = f~1 (y) e, assim, a equacdo da superficie de revolucio S é:

S:a? 422 = [f_l(y)]2 (4.13)

EXEMPLO 4.3.1 Sejam S1 e Sy as superficies geradas pela rotag¢do da curva z = \/y, y > 0, z =0,

em torno do eizo Oz e em torno do eizo Oy, respectivamente, ilustradas graficamente na Figura 4.13.

(a) A geratriz da superficie S; € a curva v, 1y = f1(2) = 2%, x = 0, e, de acordo com (4.11), a
4

superficie S1 € governada pela equacdo: Sy : 2% + y? = 2%,
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- AZ - AZ y
// - 742_2 v2 M y=9
S~ |
S \71 ~ ~
; ST
x X g J
4

Figura 4.13: Superficies S; e Sy do Exemplo 4.3.1

A intersecdo da superficie S1 com o plano (horizontal) z = 2 € a circunferéncia x> + y* = 16, situada

no plano z = 2, de centro C (0,0,2) e raio R = 4.

(b) A geratriz da superficie So € a curva vy : z = f2(y) = /¥, © = 0, e, de acordo com (4.12), a

superficie So € governada pela equacdo: Sy : 2% + 22 =y.

A intersecdo da superficie Sy com o plano (vertical) y = 9 é a circunferéncia 2 + 2% = 9, situada no

plano y =9, de centro C(0,9,0) e raio R = 3.

OBSERVACAO 4.3.2 A equacio 3> + 2% = [f (m)]2 representa uma superficie de revolugdo em torno
do eixo Ox. O problema de encontrar uma geratriz consiste em ”zerar”’uma das varidveis do termo

quadrdtico y* + z2. Por exemplo, com z = 0, encontramos a geratriz y = +f (x).

EXEMPLO 4.3.3 A Figura 4.14 ilustra a superficie de revolucdo S gerada pela rotacao da curva -y :
z= f(y) =y>, em torno do eivo Oz. A teoria nos ensina que, neste caso, devemos inverter a fungdo
f e escrever a geratriz vy sob a forma vy : y = z'/3. De acordo com (4.13) aquagao ds superficie S
é& a4y’ =223

S:a4qy? =220

4.3.2 Quadricas de Revolugao
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— 7Y :z=Y

Figura 4.14: Superficie S do Exemplo 4.3.3

Denomina-se Quddrica a superficie que pode ser descrita por uma equagao do 2° grau nas variaveis
x,y e z,do tipo (4.4). Antes de apresentarmos as quadricas num contexto um pouco mais geral, vejamos

por meio de exemplos algumas quéadricas de revolucao.

EXEMPLO 4.3.4 (A Esfera) O arco de circunferéncia y> + 22 = R?, y >0, x =0, gira em torno do
eizo Oz produzindo a superficie S conhecida por Esfera. A geratriz é dada por~y:y = f(z) = VR? — 22

e usando (4.11) encontramos a equacao da esfera S :

? +y’ +22 =R

<V
|
\<VV

-
-------

Figura 4.15: A Esfera.

EXEMPLO 4.3.5 (O Elipsoide de Revolugao) A superficie S obtida pela rotagao da elipse

2 2
Y - _
;-‘-bﬁ—l’ x—(),
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em torno do eixo Oy recebe o nome Elipisoide de Revolugao e estd ilustrado na Figura 4.16.

Figura 4.16: O Elipsoide de Revolugao.

2 2

72 1 =0, de modo que a equacao do Elipsoide de Revolugdo é

A geratriz € a elipse F (y,z) = 3% +
a

F(y,£va? 4 22) =0, isto é:

2 2 2
R Ve
b2 a? b2 L (4-14)

Olhando a geratriz sob a forma z = 9\/a2 —y2 = f(y) usamos o modelo padrio x>+ 2% = [f (y)]2 e
a

chegamos a equagdo (4.14).

2 2
EXEMPLO 4.3.6 (Os Hiperboloides de Revolugao) A hipérbole y—Z — 2—2 =1, x = 0, do plano
a
yz, gira em torno do eixo Oz. A superficie resultante € conhecida por Hiperbolé;de de Revolucgao de
uma Folha, ilustrado na Figura 4.17. A geratriz g € descrita por F (x,y) = % — 1 =0 ou,

sob forma explicita y = (a/b) Vb? + 22 = f(z). A equagdo da superficie é F(x,++/y>+ 2%2) = 0, ou

2? + 92 = [f (2)]%. Uma substituicio direta nos dd:

22 2 22
a? a2 b2

=1.

No caso em que a rotagdo € realizada em torno do eixo Oy, a superficie resultante recebe o nome de
Hiperboloide de Revolugcao de duas Folhas, ilustrada na Figura 4.18. Neste caso, olhamos a geratriz

g sob a forma z = (b/a)\/y? — a® = f(y) e usamos a forma padrio 2 + 22 = [f (y)*e chegamos d

equacdo da superficie:

2 2 2
ey 2
b2 a2 b2

OBSERVAGCAO 4.3.7 (Sobre os Hiperboloides) Assim como no Elipsoide, nos Hiperboloides duas

das trés varidveis tém o mesmo denominador, o que indica se tartar de uma superficie de revolu¢do. No
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Figura 4.17: Hiperboloide de uma Folha. Figura 4.18: Hiperboloide de duas Folhas

Hiperboloide de uwma folha o termo com sinal negativo corresponde ao eixo de rotacdo; no Hiperboloide
de duas folhas, o eixo de rotagdo corresponde & varidvel com o sinal positivo. QOutra diferenca entre
0s dois hiperboloides diz respeito as intersecdes com os eixos coordenados. Enquanto o hiperboloide de
uma folha nao toca o eixo de rotagio (no Exemplo 4.3.6 o eizo Oz), o hiperboloide de duas folhas toca

o eizo de rotagio Oy nos pontos Vi (0,a,0) e V2 (0,—a,0).

EXEMPLO 4.3.8 (O Paraboloide de Revolucao) A superficie S obtida pela rota¢io da pardbola
y? =4pz, x =0, em torno do eizo Oz € conhecida por Paraboloide de Revolucdo, ilustrado na Figura

4.19. Neste caso, a geratriz é dada por: F (y,z) = y*> —4pz = 0, e a equagdo da superficie S €, portanto,

il A
ZA w

-------

X

Figura 4.19: O Paraboloide de Revolugao.

F(+y/a?2+y?,2) =0, isto &

22 4+ y? = 4pz.

EXEMPLO 4.3.9 (O Cone de Revolucao) A reta g : y = az, * = 0, gira em torno do eizo Oz

produzindo o Cone de Revolug¢do, com vértice na origem, ilustrado na Figura 4.3.9. A geratriz estd na
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Figura 4.20: Cone: z? 4 y? = a?22. Figura 4.21: Cone: a?z? + a?2? = 3.

forma explicita y = f (2) = az e a equacio do Cone é x4+ y* = [f (2) ]2, isto ¢é

Se a rotagao da reta g fosse em torno do eixo Oy, como ilustra a Figura 4.21, a equacdo do Cone

resultante seria 2 + 22 = [f~' (y) ]2, isto ¢, 12 4 2% = y?/a?, ou seja:

a2z 4 a22? = o2,

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.3

1. Em cada caso, determine a equacao da esfera que atende a condicao especificada.

(a) Diametro AB, sendo A(—1,3,4) e B(1,1,3).
(b) Centro C (4, —1,—2) e tangente ao plano xy.
(c) Centro C'(—2,3,4) e tangente ao eixo z.

(d) Centro C(1,0,4) e tangente ao plano x + 2y + 2z = 0.

2. Em cada caso, determine a equagdo e esboce o grafico da superficie de revolucao gerada pela

rotagao da curva v em torno do eixo indicado.

(a) y:2%2+2y =06, z=0; eixo Oy.
(b) v:9y% =2z, x=0; eixo Oy.

(c) v:y?—222+42=6, 2 =0; eixo Oz.



4. SUPERFICIES & QUADRICAS 153

viy=a3, z=0; eixo Ox.

v:z=¢" y=0; eixo Oz.

v:yz=1, x =0; eixo Oz.

cx? =4y, 2 =0; eixo Oy.

20 0

)

)

)
(g) v:y=R, x=0; eixo Oz.
(h)

) v x? +42°2 =16, y = 0; eixo Ox.

) v:y=senz, z=0; eixo Ox.
3. Em cada caso, encontre a geratriz v e o eixo de rotacdo L da superficie de revolugao S.

(a) S:a?+y?—22=4.

(b) S:2?+y%=|z|.

4. A superficie de revolucio S, gerada pela rotacdo da circunferéncia v : 22 +y> —4y+3 =0, z = 0,
em torno do eixo Oz, recebe o nome de Toro de Revolugdo. Encontre a equagao de S e faga um

esboco do gréfico.

5. Repita o exercicio precedente com a circunferéncia no plano yz de centro C (0,4,0) e raio R = 2,

que gira em torno do eixo z.

6. Identifique e esboce o grafico do conjunto dos pontos P (x, %, z) do R3, cujas coordenadas satisfazem

as condicoes sugeridas:

22 +422 =1, y=1.

22+ 22 =4, y=2.

)
)

c) 22 +y?=1.
Y2 —22=1, y=1.
)

24422 =y, 2=1.

7. Os eixos Oy e Oz sofrem uma rotacao de um angulo § = 7/4, no plano yz, enquanto o eixo Ox
permanece fixo. Determine as coordenadas dos pontos P(1,2, \/§) e Q(3, V2, —1) no novo sistema

de coordenadas.
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8. Determine os valores de k, de modo que a intersecao do plano = + ky = 1 com o hiperboléide de

2

duas folhas y? — 22 — 2% = 1 seja:

(a) uma elipse (b) uma hipérbole.

4.4 Equacgoes & Graficos

As quédricas de revolucao apresentadas nos Exemplos 4.3.4,..., 4.3.9 sdo superficies particulares
descritas por uma equacao do 2° grau nas varidaveis z, y e z. Para associarmos uma superficie a
uma equacgao ou vice-versa, é fundamental observarmos dois aspectos: primeiro a equacao padrao da
quéadrica e, segundo, a disposicao dos eixos coordenados. Na visualizagao grafica de uma dada superficie

S governada pela equagao:

‘S c F(x,y,2) = 0‘ (4.15)

devemos observar os seguintes itens:

» INTERSECAO COM OS EIXOS COORDENADOS: As intersecées com os eixos coordenados, se

houver alguma, sao os pontos:

(i) No eixo Oz : P (x,0,0), sendo x solugao da equacao F (z,0,0) = 0.
(ii) No eixo Oy : Q(0,y,0), sendo y solucao da equagao F (0,y,0) = 0.
(ii) No eixo Oz: R(0,0,z), sendo z solugao da equagao F (0,0, z) = 0.

» TRACOS SOBRE OS PLANOS COORDENADOS: Os tracos sobre os planos coordenados, se

houver, sao as curvas:

(i) v;: F(z,y,0) =0, no plano zy
(i) v : F (z,0,2) =0, o plano xzz

(iii) 73 : F(0,y,2) =0, mno plano zz.

» SIMETRIA EM RELACAO A ORIGEM, AOS PLANOS E EIXOS COORDENADOS: Dois pontos

no espago P e () sdo simétricos em relagdo a um plano « se, e somente se, o segmento P(@) é ortogonal

ao plano « e é dividido ao meio por este plano. Uma superficie S é simétrica em relacdo a um plano
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« se dado um ponto P na superficie, existe um ponto ) na superficie S, simétrico de P em relagao ao
plano a. A simetria em relagdo a uma reta e em relacao a origem se estabelece de modo similar. Por
exemplo, o ponto ) é o simétrico do ponto P em relacao a reta r se, e somente se, a reta r divide o

segmento P(@) ao meio e ortogonalmente.

(a) Os pontos Q1 (z,y,—2), Q2 (z, -y, 2) e Q3 (—z,y, z) sao os simétricos de um dado ponto P (z,y, z)

em relagao aos planos coordenados xy, xz e yz, respectivamente.

Se a equacdo de uma superficie permanece inalterada ao mudar o sinal de uma das varidveis, entdo a

superficie € simétrica em relacdo ao plano coordenado a partir do qual aquela varidvel é medida.

(b) Os pontos simétricos de um dado ponto P (z,y, z) em relagdo aos eixos coordenados Oz, Oy e Oz

sao, respectivamente, Q4 (z, —y, —2), Q5 (—x,y,—2) e Q¢ (—x, —y, 2)

Se a equagao de uma superficie permanece inalterada ao mudar os sinais de duas das varidvets, entdo

a superficie é simétrica em relacdo ao eixo coordenado correspondente a varidvel nao modificada.

(c) O simétrico do ponto P (x,y, z) em relagao a origem é o ponto Q (—x, —y, —z).

Se a equacdo de uma superficie permanece inalterada ao mudar o sinal das tres varidveis, entdo a

superficie € simétrica em relacdo a origem.

» SECOES POR PLANOS PARALELOS AOS PLANOS COORDENADOS: As se¢Ges por planos par-

alelos aos planos coordenados, por exemplo os planos z = k, paralelos ao plano xy, sao as possiveis
curvas descritas por:

F(z,y,k)=0, z=k.

> EXTENSAO DA SUPERFICIE: A extensado da superficie S descrita pela equacao (4.15) é esta-
belecida ao explicitar uma das varidveis, por exemplo z, em fungao de z e y. Obtemos uma equagao do

tipo z = f (z,y) e o dominio da fungdo f nos da os valores reais que as varidveis x e y podem assumir.
EXEMPLO 4.4.1 Vamos discutir a superficie S descrita pela equagdo:
S:x+22-1=0.

Jd sabemos se tratar de wm cilindro reto com diretriz v : x = 1 — 2%, y = 0, do plano zz, e geratriz
o eizo Oy. A equagio = + 2> — 1 = 0 ndo tem solugdo real, se x = z = 0, de modo que a superficie
nao toca o eixo Oy. As interse¢oes com os eizos Ox e Oz sao os pontos Q2(1,0,0) e Q1 (0,0,£1),

respectivamente. Os planos y = k, interceptam a superficie na pardbola

r=1-2% y=k
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e 0s tracos nos planos xy e yz sao, respectivamente, a reta x =1, 2 =0 e o par de retas x =0, z = 1.
A equagdo ndo € alterada ao trocar os sinais das varidveis y ou z e isto indica que a superficie é simétrica
em relagdo ao eizo Ox e em relacdo aos planos xy e xz. Por fim, vemos que ndo hd restri¢oes aos
valores assumidos pelas varidveis y e z, enquanto a varidvel x nao pode assumir valores matores do que
1, isto €, a superficie estd situada abaizo do plano r = 1 e ndo tem extensdo definida. A Figura 5.k

ilustra graficamente uma por¢do da superficie S.

X 4

'

Figura 4.22: Superficie S : z + 22 — 1 = 0.

As quédricas de revolucao dos Exemplos 4.3.4, 4.3.5 e 4.3.6 estao inseridas no modelo mais geral:

2 2 2
T Y z

onde a,b e ¢ sdo niimeros reais positivos, conhecidas por Quddricas Céntricas. A ilustracao gréfica de

cada quadrica serd, agora, consequéncia da discussao da respectiva equacao.

» O ELIPSOIDE: Todos os coeficientes em (4.16) sdo positivos. A forma padrao do Elipsoide é,

portanto:

2 2 2
R Ve
g‘i‘b*?-i-?:l. (4.17)

(i) Intersecao com os eixos coordenados: O elipsoide (4.17) intercepta os eixos Oz, Oy e Oz
nos pontos A (+a,0,0), B(0,+b,0) e C (0,0, +c), respectivamente.
(ii) Tragos nos planos coordenados: Considerando na equagao (4.17) z = 0, vemos que o trago

do elipsoide no plano xy é a elipse:
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Os tragos nos planos zz e yz sao determinados de forma similar e encontramos, com y = 0 e x = 0,

respectivamente, as elipses:

2 2 2 2
.x ¥4 N 'y z B

(iii) Simetria: A equagao (4.17) nao é alterada ao trocar o sinal de z, y ou z. Isto indica que o
elipsoide é simétrico em relacao a origem, aos planos e eixos coordenados.
(iv) Secoes por planos paralelos aos planos coordenados: As segoes pelos planos z = k, com

|k| < ¢, sao as elipses:

2 y2
=1, z=k
EO—12@) A —ke) !
As segoes pelos planos x = m, com |m| < a, sdo as elipses:
2 2
Yy z
=1, z=m
b2 (1 — m?/a?) Tz (1 —m?/a?) ’ ’
e pelos planos y = n, com |n| < b, sdo as elipses:
2 2
x z
=1, y=n.

Z0—n2/?) T E1 -5

A Figura 4.23 ilustra o elipsoide (4.17), o qual se assemelha ao elipsoide de revolugao (4.14).

Figura 4.23: O Elipsoide.
v) Extensao da Superfice: Da equacao (4.17), deduzimos que:
(v) P quag : q
lz] <a, |y|<b e |z]<c

e o elipsoide esta contido no paralelepipedo determinado pelos planos x = +a, y = *be 2z = tce a

superficie nao se expande além desses planos.
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> O HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA: Dois coeficientes em (4.16) sdo positivos e um é negativo.

Existem vérias possibilidades e vamos comentar o caso da equagao:

— = —-—==1 (4.18)

2 2 2 2 2 2
x z x z
P S E
c a b2 2

(i) Intersegao com os eixos coordenados: O hiperboloide (4.18) néo intercepta o eixo Oz, tendo

2 = —¢2, sem solucao real

em vista que a substituicad de = e y por 0 em (4.18) nos conduz a equagao z
para z. Por outro lado, com os eixos Oz, Oy as interse¢oes sdo os pontos nos pontos A (+a,0,0) e
B (0,+b,0), respectivamente.

(ii) Tracos nos planos coordenados: Considerando na equagao (4.18) z = 0, vemos que o trago

do hiperboloide no plano zy é a elipse:

Os tragos nos planos zz e yz sdo determinados de forma similar e encontramos, com y = 0 e x = 0,

respectivamente, as hipérboles:

.$2 22_ .y2 22_
’}/2?—§—1 € 73?—67—1

(iii) Simetria: A equagao (4.18) nao é alterada ao trocar o sinal de z, y ou z. Isto indica que o
hiperboloide é simétrico em relagao a origem, aos planos e eixos coordenados.
(iv) Secoes por planos paralelos aos planos coordenados: As segoes pelos planos z = k, com

k| < ¢, sao as elipses:
k| <c, D

LL’2 y2

ZO+I2A)  EarRe 0 P

As segoes pelos planos © = m, com |m| < a, sdo as hipérboles:

y? 52
— =1, xz=m
b2 (1 —m?/a?) 2(1—-m2/a?) ’
e pelos planos y = n, com |n| < b, sdo as hipérboles:
2 2
v : =1, y=n.

a? (L+n2/b?) e (1+n?/1?)
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Figura 4.24: O Hiperboloide de uma Folha.

A Figura 4.24 ilustra graficamente uma porgao do hiperboloide (4.18), o qual se assemelha ao hiper-
boloide de revolucao da Figura 4.17, onde se tem a = b.
(v) Extensao da Superfice: Da equacao (4.18), deduzimos que:
242 52
b2 c2’

de modo que, & medida que |z| — oo, o hiperboloide se expande arbitrariamente.

» O HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHA: Dois coeficientes em (4.16) sdo negativos e um é positivo.

Existem varias possibilidades e como forma representativa vamos comentar o caso da equacao:

oL o1 (4.19)

(i) Intersecao com os eixos coordenados: O hiperboloide (4.19) intercepta apenas o eixo Oz,
nos pontos A (+a,0,0).
(ii) Tracos nos planos coordenados: Considerando na equagao (4.19) z = 0, vemos que o trago

do hiperboloide no plano xy é a hipérbole:

2 2
=Y
a b2

Y1

O trago no plano xz é determinado considerando y = 0 na equacao (4.19). Encontramos a hipérbole:

2 22

S =
V2 ag CQ

Nao h4 trago sobre o plano yz, tendo em vista que considerando z = 0 em (4.19), a equagao resultante

nao tem solucao real para y e z.
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(iii) Simetria: A equacgao (4.19) nao é alterada ao trocar o sinal de z, y ou z. Isto indica que o
hiperboloide de duas folhas é simétrico em relagao a origem, aos planos e eixos coordenados.

(iv) Segoes por planos paralelos aos planos coordenados: As secoes pelos planos z = k, com
|k| > a, paralelo ao plano yz, s@o as elipses:

y2 2

z
b72+672:—1+]€2/a/2, l‘:k‘

Os planos = = k, com |k| < a, ndo interceptam o hiperboloide (4.19) e isto indica que o hiperboloide é

composto de duas partes distintas, as folhas.
(v) Extensao da Superfice: Vemos da tltima equagdo que a medida que k — oo o hiperboloide
de duas folhas se expandem arbitrariamente.

A Figura 4.25 ilustra graficamente uma porgao do hiperboloide de duas folhas (4.19), o qual se

assemelha ao hiperboloide de revolucao da Figura 4.18, onde se tem a = b.

Figura 4.25: O Hiperboloide de duas Folha.

> O CONE QUADRICO: A quéddrica descrita pela equacao:

T+ -5 =0 (4.20)

é conhecida por Cone Quddrico e a equacao (4.20) serd usada como modelo representativo para os

outros dois casos:

2 2 2 2 2 2
T Y z¢ T Y z°
2tetaTl e g ptatt

(i) Intersecao com os eixos coordenados: O cone (4.20) intercepta os eixos Oz, Oy e Oz na

origem, o vértice do cone.
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(ii) Tragos nos planos coordenados: Sobre o plano xy o trago é a origem. Considerando y = 0

na equacgao (4.20), vemos que o trago do cone no plano zz é o par de retas:

‘71 iz = :i:(c/a)m.‘

e no plano yz consideramos = = 0 na equagao (4.20) e encontramos o par de retas como trago:

212 =E(e/by |

(iii) Simetria: A equagao (4.19) nao ¢é alterada ao trocar o sinal de z, y ou z. Isto indica que o
hiperboloide de duas folhas é simétrico em relacao & origem, aos planos e eixos coordenados.
(iv) SecoOes por planos paralelos aos planos coordenados: As segoes pelos planos z = k,
paralelos ao plano xy, sao as elipses:

2

2
Yy
FtE= K/, z=kF. (4.21)

Os planos z = k e y = k interceptam o cone (4.20), respectivamente, nas hipérboles:

2 2 v 22
b S K2R, y=k e —b—2+c—2:k2/a2, r=k.

(v) Extensao da Superfice: A partir da equagao (4.21) deduzimos que a medida que k — oo a
elipse tem seus eixos aumentados e, consequentemente, o cone se expande arbitrariamente.
A Figura 4.26 ilustra graficamente uma porgao do cone (4.20), o qual se assemelha ao cone de

revolucao da Figura 4.3.9, onde se tem a = b.

Z A

Figura 4.26: O Cone Quédrico.
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OBSERVACAO 4.4.2 (Cone x Hiperboloide 1) Vamos fazer uma comparacao entre a equagao (4.18)
do hiperboloide de uma folha com a equagdo representativa do Cone Quddrico (4.20). A se¢do no cone

pelo plano « : y = mx € o par de retas concorrentes:

V(1 a2+ m?2/b?) x = +z/c, y=mz (4.22)

que sdo as assintotas da hipérbole v cortada do hiperboloide de uma folha (4.18) pelo plano «. Em
relagdo ao hiperboloide o cone (4.20) desempenha o mesmo papel das assintotas (4.22) em relag¢io a
hipérbole v, de modo que o hiperboloide aproxima-se cada vez mais do cone, & medida que as superficies

aumentam de tamanho, como sugere a Figura 4.27. A equagdo (4.18) pode ser fatorada e vista sob a

Figura 4.27: O Cone Assintotico.

forma:

E+DE-D-0-00-1 2

e recuperada por eliminacdo do parametro A em qualquer dos sistemas sequintes de equacdes lineares:
2e2oa(1+Y) e a(B53)=1-L
a c b a c b
OBSERVACAO 4.4.3 (Cone x Hiperboloide 2) Como ocorre com o hiperboloide de uma folha, o

hiperboloide de duas folhas (4.19) também possui um cone assintdtico, descrito por:

2 2 2
x Y z
A Figura 4.28 ilustra o hiperboloide de duas folhas (4.19) e o respectivo cone assintdtico (4.24) .
As quédricas nao céntricas sao aquelas governadas por uma equacao canodnica do tipo:
2 2
x Y




4. SUPERFICIES & QUADRICAS 163

Figura 4.28: O Cone Assintotico.

com cada um dos coeficientes a, b e ¢ nao nulo. Identificamos em (4.25) dois planos de simetria (plano

xz e plano yz) e um eixo de simetria (eixo Oz), mas, a quidrica ndo tem um centro de simetria.

> O PARABOLOIDE ELiPTICO: Os coeficientes dos termos quadréticos em (4.25) tém mesmo sinal.

Como caso representativo, vamos discutir a quadrica de equagao:

372 y2

em que c e z sdo positivos. As outras formas candnicas sio:

22 22_ y? z2_
+b—2—cy e E—Fﬁ—cx

a2

e cada forma tem duas vari¢oes a depender do sinal do coeficiente c.

(i) Intersecao com os eixos coordenados: O paraboloide eliptico (4.26) intercepta os eixos
Oz, Oy e Oz na origem, o vértice do paraboloide eliptico.

(ii) Tracos nos planos coordenados: Considerando z = 0 na equagao (4.26), encontramos = = 0
e y = 0 e, assim, sobre o plano zy, o traco é a origem. Fazendo y = 0, vemos que o traco do paraboloide

eliptico no plano xz é a parabola:

vy 2% = (a%c)z.

O trago no plano yz é determinado considerando x = 0 na equacao (4.26) e encontramos a parabola:

vy 1 y? = (bPc)z.

(iii) Simetria: A equagdo (4.26) nao é alterada ao trocar o sinal de x ou y. Isto indica que o

paraboloide eliptico é simétrico em relacao aos planos zz e yz.
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(iv) Secoes por planos paralelos aos planos coordenados: As segoes pelos planos z = k, k > 0,

paralelos ao plano xy, sao as elipses:

—+5=ck, z=k. (4.27)

(v) Extensao da Superfice: De (4.27) deduzimos que a medida que k& — oo a elipse tem seus
eixos aumentados e, consequentemente, o paraboloide eliptico se expande arbitrariamente.
A Figura 4.29 ilustra graficamente uma porcao do paraboloide eliptico (4.26), o qual se assemelha

ao paraboloide de revolucao da Figura 4.19, onde se tem a = b.

Z“

|

Y1 i)

Figura 4.29: O Paraboloide Eliptico.

> O PARABOLOIDE HIPERBOLICO (SELA): Os coeficientes dos termos quadréticos em (4.25) tém

sinais opostos. Como caso representativo, vamos discutir a quadrica de equacao:

2 2
z Y
S-S =cz (4.28)
a b
em que c é negativo. As outras formas canonicas sao:
22 2 y? 22
— —5=cy| e |HZS—5=cx
a? b2 a? b2

e cada forma tem duas vari¢oes a depender do sinal do coeficiente c.

(i) Intersegao com os eixos coordenados: O paraboloide hiperbdlico (4.28) intercepta os eixos
Oz, Oy e Oz na origem.

(ii) Tragos nos planos coordenados: Considerando y = 0 na equagao (4.28), vemos que o trago

do paraboloide hiperbélico no plano xz é a parabola:

vy 2% = (a®c)z, y=0.
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O trago no plano yz é determinado considerando x = 0 na equagao (4.26) e encontramos a parabola:

vy i y? = (=b%c)z, x=0.

Sobre o plano xy, o trago é o par de retas concorrentes:

‘73:bx+ay:0, z2=0 e ~vy:bx—ay=0, z=0.

(iii) Simetria: A equagdo (4.28) nao é alterada ao trocar o sinal de x ou y. Isto indica que o
paraboloide hiperbdlico é simétrico em relagao aos planos xz e yz.
(iv) Segoes por planos paralelos aos planos coordenados: As segoes pelos planos z = k, k > 0,

paralelos ao plano xy, sao as hipérboles:

2 2
2—2 - 32—2 =ck, z=k. (4.29)

As secoes por planos paralelos aos planos xz e yz sdo, respectivamente, as parabolas:

k2 k2
3:2:((120)2—1-?, y=~k| e y2:(—b20)z—|—b—2, r=k

(v) Extensao da Superfice: A medida que k — 0o, deduzimos de (4.29) que os ramos da hipérbole
afaztam-se do eixo Oz e, portanto, o paraboloide hiperbdlico (4.28) se expandem arbitrariamente.

A Figura 4.30 ilustra graficamente uma por¢ao do paraboloide hiperbdlico (4.28).

Figura 4.30: O Paraboloide Hiperbdlico.

OBSERVAGAO 4.4.4 Nas Figuras 4.31 e 4.32 apresentamos a mesma quddrica (Sela) correspondendo

as equacoes z = x2 —y? e z = xy. No caso da Figura 4.31, poderimaos ter girado a quddrica de 45°, que
¢ o dngulo de rotacdo que transforma a equacdo z = xy em 2z = T2 —75>. Para uma melhor visualiza¢do

grdfica, deizamos a quddrica e o eixo Oz fixos e giramos os eixos Ox e Oy de 45°.
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Figura 4.31: A Sela z = xy

Figura 4.32: A Sela z = 22 — ¢?

Como fonte de referéncia, exibimos abaixo as formas representativas das principais Quddricas,

sendo as quatro primeiras céntricas e as duas ultimas nao cénctricas.

o 2 2 52
(a) Elipsoide: e + ‘Z—2 + 2= 1.
. .. o2ty 2P
(b) Hiperboléide de Uma Folha: 2t 2= 1
2 .2 2
(c) Hiperboloide de Duas Folha: S -

(d) Cone Quadrico: % + 32—2 = 22
22 42
(e) Paraboloide Eliptico: ol + 2=
2 2
(f) Paraboloide Hiperbdlico (sela): S ——
Coa? b2

(Figura 4.23)

(Figura 4.24)

(Figura 4.25)

(Figura 4.26)

(Figura 4.29)

(Figura 4.30)

Agora, como parte do processo de treinamento, faca a associagao entre o grafico e a equacao. Note

que efetuamos mudangas no posicionamento dos eixos coordenados.

72 52 y? 22
( ); Y gzk ( )x—bﬁ—cg_o (
2 2 2 2

2 2
Y
et a0
2 2
xr 2 z
2 vra=?
r  yr 22

1,2 y2
) a’? b2
1,2 y2
)2t e
I172 y2
e
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(1) Y A (2) X ‘F

4) ©) (6)

©)

<y
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ESCREVENDO PARA APRENDER 4.4

1. Determine o vértice e o foco da parabola intersecao do plano y = 2 com o paraboloide hiperbdlico
9y? — 3622 = 162.

2. Determine os vértices e os focos da elipse intersecao do plano y = 3 com o elipsoide

2 2 2
x y z
—+ =+ — =1
9 + 25 + 4
3. Determine a intersecdo do paraboléide 4y? — 922 = 362 com o plano 3z + 2y — 2z = 0.
2 —2

4. Identifique o lugar geométrico dos pontos P (z,y,z), tais que HAPH + HBPH = 9, sendo
A(1,-1,2) e B(2,1,0).

5. Determine a equacao da esfera de centro C (3,2, —2) e tangente ao plano x 4+ 3y — 2z + 1 = 0.

6. Determine a equacao do paraboldide eliptico com vértice na origem, eixo sobre o eixo z e que
passa nos pontos A (1,0,1) e B(0,2,1).

7. A reta 2z — 3y =6, z =0, gira em torno do eixo y. Determine a equagdo do cone resultante, seu
vértice e sua intersecao com o plano yz.

8. Considere um sistema de coordenadas onde os eixos T, 7 e Z sao as retas suportes dos vetores
U= 22—}— E, T=7— kew= Z+j+ k. Escreva a equacao da superficie S : zy +yz +xz =0
no novo sistema de coordenadas e identifique-a.

9. Considere um sistema de coordenadas Oz, Oy e Oz determinado pela origem e pelos pontos
A(1,-1,1), B(2,1,-1)eC (0,1,1) . Descreva a superficie S : 5z2+y%+224+2xy—2x2—6yz+8 = 0
nesse sistema de coordenadas e identifique-a.

10. Identifique as seguintes quadricas.

2y 422 -2 +4y+4=0.

2?2 4+y?P—2y—2+1=0.

)
)

(c) —2% —3y% + 22 =0.
) 222 +3y? — 22 — 12z + 12y + 22 + 28 = 0.
)

822 — dxy + 5y + 2% = 36.



4. SUPERFICIES & QUADRICAS 169

(f) 322 =2y + 22.
(g) 2% — 22y + 2z +2y —42=0.
(h) z = =xy.

2 2
. . ~ P Y .
11. Determine e esboce as intersegoes do cone quadrico — + -5 = 2% com os seguintes planos:

a b2

(a) z=2 (b)y=2 (c)y—bz=0.

12. Seja 7 a curva intersecdo do plano x +y + z = 0 com a esfera x? + y? + 22 = R?. Identifique a

curva 7 e sua projecao no plano zy.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.1
1. Fazer
2. Fazer

3. (a) 922 + 22 — 62y — 36y + 122 = 0.
(b) 22 +42%2 —daz+y=1.

(c) 2% — 2% — 4y —dyz = 1.

4. S3:y =25

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.2
1. a? (2% 4 2?) = (y—b)>.
2. 5(x2+y2)—22+4xy+8xz—8yz:0.

3. y? 4 2% = 322

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.3

1. (a) 22+ (y — 22+ (2 —3)%2 =3.
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(b) (—4)%+ (y+1)2+ (2 +2)? =4.
(c) (x—1)2+(y—3)*+ (2 —4)? =13.

(d) (z—12+y2+(z—4)?=0.

2. (a) 2%+ 22 + 2y = 6.
(b) y* — 422 - 422 =0.
(c) 22 +y? —222 +42 =6.
(d) 28 —¢y2 —22=0.
(e) z—exp(y/22+y2) =0.
(£) (@*+y%)? =1L
(8) v*+y* = R*
(h) 22 + 22 = 4y.
(i) 2%+ 4y* + 422 = 16.

(G) y? + 2? =sin?z.

3. (a)y:22—22=4,y=0; eixo z.
(b) v:y=+/|z|, z=0; eixo z.
() v:y? =yl —z=um, 2 =0; eixo 2.
4. (22 + 92 + 22+ 3)2 = 16(y2 + 22)
5. (22 + 9% 4 22)2 — 40(2® 4+ y?) + 2422 + 144 = 0
6. (a) Uma elipse.
(b) A circunferéncia de centro C(0,2,0) e raio R = 1.
(c¢) Um cilindro circular reto.

(d) Uma hipérbole.

(e) Uma parabola.

T P(L1+v2,1-V2); e Q(3,1-%2,1-%2)

8. (a) 1< |kl <v2; (b) |k <1
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ESCREVENDO PARA APRENDER 4.4
1. V(0,2,9/4); ; F(0,2,77/36).
2. V(£12/5,3,0) e V(0,3,4£8/5); ; F(£4v5/5,3,0).
3. As retas concorrentes ry :x = 2t, y =3t, z =12t erg : x = 2t, y = 18 — 3¢, z = 36.
4. A esfera de centro C(3/2,1,3/2) e raio R = v/15/2.
5. (=324 (y—22+(z+2)?%=14.
6. 472 +y? = 4z.
7. 422 — 9(y — 2)%; V(0,2,0); 3y + 22 = 6.
8. O cone z2 4 % = 272,
9. o hiperboloide 372 + 6% — 222 + 8 = 0.

10. (a) Esfera.
(b) Paraboloide de Revolugao.
(c) Cone Quadrico.
(d) Hiperboloide de uma Folha.
(e) Elipsoide.
(f) Cilindro.
(g) Hiperboloide de duas Folhas.

(h) Paraboloide Hiperbdlico (sela).
11. (a) Elipse (b) Hipérbole (c) Parabola.

12. A curva v é uma circunferéncia e sua projecao no plano xy é uma elipse.




) A
VETORES & ALGEBRA LINEAR 5. ESPACOS VETORIAIS

Introducao

Na construcao do corpo R dos nimeros reais, as seguintes propriedades sao estabelecidas:

l.z4+y=y+z, Vr,yelR (comutativa)
2. (z+y)+z=z+Wy+z2), Vr,y,z€eR (associativa)
3. x4+ (—z)=0, VzxeR (existéncia do simétrico)
4. 0+z=x2+0, VreR (elemento neutro da soma)
5. 1-z =2, VreR (elemento neutro do produto)
6. x-(y-2)=(x-y) -z Vr,y,zeR (associativa)
7.2 (y+z)=x-y+z-2, Vr,y,z€R (distributiva)
8. (x4+y)-z=z-24+y- -2z, Va,y,zeR (distributiva)

No Capitulo 1, quando estudamos vetores geométricos no espaco tridimensional R3, tivemos opor-
tunidade de estabelecer as propriedades para soma e produto por escalar, semelhantes aquelas para

nimeros reais. Por exemplo:
U+v=04+u, u+0=0+u=4u, z-(U+V)=x-Uu+z-U, -etc

No tocante & notacao, os vetores serao identificados com pontos do espaco e, neste contexto, os
vetores bdsicos 7, j e k serdo identificados com os pontos A (1,0,0), B(0,1,0) e C'(0,0,1), respectiva-

mente, e o vetor genérico U = zi + yj+ 2k identificar-se-4 com o ponto P (x,y, z). Assim, temos:
3 —
R> ={v=(x,y,2) : x,y,z € R}
e as operacoes soma e produto por escalar no espaco R3 assumem a forma algébrica:

SOMA: (z,y,2) + (@9, 2) = (@ + 2",y +¢, 2+ 7).
PRODUTO: - (z,y,2) = (Az, Ay, z), A€ER.
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O que temos em mente a partir de agora é a busca por conjuntos (os Espacos Vetoriais), cujos
elementos serdao denominados vetores, com propriedades semelhantes ao R3, isto é, equipado de uma
operagao soma de vetores e uma operagao produto de vetores por nimeros reais, atendendo as mesmas
propriedades estabelecidas para o R3?, como conjunto de vetores geométricos. Embora os escalares
considerados neste texto sejam nimeros reais, a teoria pode ser formulada para conjuntos mais gerais,
por exemplo o conjunto C dos numeros complexos = + iy, com x e y nimeros reais. Os conjuntos
numéricos R e C sdo conhecidos na literatura algébrica por Corpo dos Numeros Reais e Corpo dos

Numeros Complezos, respectivamente.

5.0.1 Corpos Numéricos

Por corpo numérico, ou simplesmente corpo, entendemos um conjunto F de mimeros (reais ou com-
plexos), o qual goza das seguintes propriedades:

(i) Os ndmeros 0 e 1 estao F.
(ii) Se z,y € F, entdo = +y e x - y pertencem a F.
(iii) Se = € F, o simétrico —z também pertence a F.

(iv) Se z € F e z # 0, entdo o inverso multiplicativo 2! também estd em F.

E claro que o conjunto R dos nimeros reias e o conjunto C dos niimeros complexos sao corpos numeéricos.

Qual é o inverso multiplicativo do nimero complexo nao nulo z = a + ib?

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 5.0

1. Por que o conjunto N = {1,2,3,...,n,...} ndo é um corpo? Seria o conjunto Z dos nimeros

inteiros um corpo?
2. O conjunto Q dos nimeros racionais é um corpo. Seria o conjunto dos irracionais um corpo?
3. Verifique se o conjunto F = {a +bV2, a,be Q} ¢ um corpo.

4. Mostre que qualquer corpo numérico contém o corpo Q@ dos mimeros racionais. Por essa razao, Q

é conhecido como o menor corpo numérico.
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x
5. Dados dois polinémios p (x) e ¢ (x) com coeficientes em um corpo F, o quociente p(@) recebe o

q(x)
nome de fun¢ao racional. Se x € F e p(x) é um polinémio com coeficientes em F, mostre que
p (z) € F. Dada uma fun¢ao racional

anx” 4+ ap_12" M+ -+ a1z + ag
b @™ + byy_qxm L+ by 4+ by

f(l‘): bm#oa

mostre que se z € F e ¢ (z) # 0, entao f (x) € F.

5.1 Construindo Espacos Vetoriais

Fixemos um corpo F e consideremos um conjunto nao vazio V', cujos elementos u,v,w, etc. deno-
minaremos vetores. Para tornar o conjunto V um espac¢o vetorial sobre F é necessario definir uma soma
(+) entre os vetores (elementos) de V' e um produto (e) dos escalares (nimeros) de F pelos vetores de
V', de modo que as propriedades (EV1)-(EV8), andlogas aquelas (1)-(8) estabelecida para nimeros reais,

sejam atendidas. Formalmente, definimos duas operacoes:

+:VxV —V e o . FxV —V

(uw) Ut (zw) T Y

com as seguintes propriedades validas para u,v e w em V e x e y no corpo F :

(EV1) u+v=v+u.

(EV2) (u+v)+w=u+ (v+w).

(EV3) Existe em V um tnico vetor 0, tal que 0 +u=u, YVueclV. (0 & o vetor nulo de V)
(Ev4) Dado u em V, existe um tinico vetor w em V, tal que u 4+ w = 0. (anota-se w = —u)
(EV5) 1-u = u.

(EV6) - (y-u) = (zy) - u.

EVT) z-(u+v)=z-ut+z-0.

(EV8) (z+y) - u=z-ut+y-u.
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E claro que R é um espago vetorial sobre R. Alids, qualquer corpo numérico F é um espaco vetorial

sobre F. O corpo C dos nimeros complexos com as operagoes

SOMA: (a+1ib) 4+ (c+id) = (a+c)+i(b+d)

PRODUTO: z-(a+1ib) = (za)+i(zb), xzeR

é um espago vetorial sobre R.

Um espago Vetorial real é um terno {V,+, e} constituido de um conjunto nao vazio V de vetores e

duas operagoes: (i) soma (+) de vetores e (ii) produto (e) de vetores por nimeros reais.

EXEMPLO 5.1.1 (O Espago Vetorial R".) Representamos por R™ o conjunto constituido das n-uplas

ordenadas (x1,2,...,xy,) de nimeros reais, isto é:
n .
R" = {(z1,2z2,...,2n), z; €R, j=1,2,3,...n},

equipado com as operacoes usuais:

SOMA: ($17$27--w$n)+(ylvaau-vyn):(371+y17132+y27--~,37n+yn) (5 1)
PRODUTO: A (21,29, .., xp) = (AT, AZ2, .., Axy) AeR
é um espago vetorial sobre o corpo R. O wvetor 0 = (0,0,0,...,0), com as n coordenadas nulas, é o
vetor nulo do espago R™. De fato, dado v = (x1,x2,...,2,) um vetor do R™, temos:
O+v = (0,0,0,...,0)—|—(£L'1,£L‘2,...,.%'n)

= (0—'—$1,O+$2,+...,0+mn):($1;$27--‘71‘n):v'

O simétrico do vetor v é o vetor —v = (—x1, —x2,...,—Zyp), € temos:

v+ (—v) = (21, 22,...,20) + (—21, —T2, ..., —Tp) = 0.

Como parte do processo de treinamento, verifique as demais propriedades do elenco (EV1)-(EV8), que
comprovam a estrutura de espaco vetorial do R™. No caso n = 2, temos o espago R? (o plano xy), com
as operacoes:

soMa: (my)+ (@ y) = (@ + 2y + )

PRODUTO: \-(z,y) = (Az, \y)
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EXEMPLO 5.1.2 FExistem subconjuntos de um dado espago vetorial que herdam a estrutura de espaco

vetorial e outros nio. Por exemplo, o subconjunto S do espaco R dado por:
S =A{(z,y,0) : z,y € R},

com as operacoes herdadas do R3, é, ainda, um espaco vetorial, denominado subespaco vetorial do

R3. O subespaco S é o plano xy ( R? ) imerso no R3, ilustrado na Figura 5.1, onde notamos que:

(i) o vetor nulo 0 = (0,0,0) do R? jaz no subconjunto S;
(ii) se v = (z,y,0) é um vetor de S e A é um escalar, entdo A -v = (Az, A\y,0) é um vetor de S,
(iii) se v = (z,9,0) e u = (2/,y,0) sao vetores de S, entao u+v = (z+2',y+y',0) também o é.

Como veremos adiante, estas sdo as condicdes necessarias e suficientes para wm subconjunto S de um
espaco vetorial V. herdar a estrutura de espaco vetorial. Jd o subconjunto U do R3 constituido dos
vetores v = (x,y,1), x,y € R, nao contém o vetor nulo e nao pode ter estrutura de subespago vetorial

do R3. Ele é um subcojunto, mas, nio um subespaco vetorial do R3.

Z“

R3

Figura 5.1: Subespaco do R3.

EXEMPLO 5.1.3 O subconjunto S do espaco R*, dado por:
S = {(:L‘,y,z,t) eR*:t> 0}

embora contenha o vetor nulo 0 = (0,0,0,0) ndo é um subespago vetorial do R*. De fato, o vetor

v =(0,0,0,1) estd em S e, contudo, o seu simétrico —v = (0,0,0,—1) ndo pertence a S.
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EXEMPLO 5.1.4 (O Espacgo P, [t| de Polindémios ) Seja P, [t] o conjunto de todos os polinémios

reais de grau < n, isto é:
P, [t] = {p(t) = ao + a1t + ast® + -+ - + ant", teR}
com coeficientes aj, j =1,2,3,...,n, reais. Dados dois polinomios (vetores)
p(t) = ag + art + agt®> + -+ ant™ e q(t) = by + byt + bot® 4 - + bt
definimos a soma p+ q e o produto A - p pelas relagées:

SOMA: (p—i—q)(t): (ak+bk)tk:a0+b0+(a1+b1)t+---+(ak+bk)tk.

0

= Trvs

PRODUTO: (A-p)(t) = 3 (Aap)tF = Xag + (Nar)t +--- + (Aag) tF, N eR.

k

Il
o

Considerando para vetor nulo 0 o polinémio identicamente nulo:
0(t)=04+0-t+0-t>4---+0-t", teR,

temos 0 +p=p, VY p€P,[t]; por outro lado, o simétrico do vetor p(t) = ag + art + agt? + - - + apt™

é o vetor —p, definido por:
(=p) (t) = —ag + (—a1) t+ (—a2) > + -+ + (—an) t", tER.
Comprove que P, (t), equipado das operagdoes sugeridas, é de fato um espago vetorial sobre R.

EXEMPLO 5.1.5 (O Espago F de Fungoes Reais) Seja X um subconjunto do corpo R dos nimeros
reias, por exemplo um intervalo [a,b], e designemos por F (X;R) o conjunto constituido de todas as

funcoes reais f: X — R, equipado das operacoes:

SOMA: (f+9)@®)=ft)+g), teR.
PRODUTO: (A-f)(t)=A-f(t), AeR, teR

Considerando o vetor nulo 0 como sendo a fun¢do identicamente nula f (t) =0, Y t, e o simétrico do

vetor g como sendo o vetor —g, definido por (—g) (t) = —g (t) é facil verificar que o terno {F,+,e} é

um espaco vetorial. Comprove!

EXEMPLO 5.1.6 (O Produto Cartesiano U x V') Dados dois espagos vetoriais reais U e V, o pro-

duto cartesiano:

UxV={(u,v):uelU e veV}
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COM as 0Peragoes UsuaLs:

SOMA: (ur,v1) + (u2,v2) = (u1 +ug,v1 +v2), u; €U ev; €V, j=1,2.

PRODUTO: z-(u,v)=(z-u,z-v), zeR uelevelV

é um espaco vetorial sobre R. Cada espaco vetorial possui o vetor nulo, que é tunico, e se Oy e Oy sdo
os vetores nulos de U e V, respectivamente, o vetor nulo de U x V é 0 = (0y,0y). De fato, dados

ueU ev eV, temos:
0+ (u,v) = (0y,0v) + (u,v) = (Oy + u, 0y +v) = (u,v).

Normalmente, o vetor nulo de qualquer espago vetorial é representado por 0. Agora, comprove as pro-

priedades (EV1)-(EVS).

OBSERVAGAO 5.1.7 E preciso ficar atento as operagées de soma e produto por escalar. Se conside-

rarmos o R3 com as operagdes:

(z,y,2) + (2/,y,2)) = (z+2/,y+y.2-2) e
A(z,y,2) = (Az, Ay, Az2) AER

vemos que a propriedade (EV2) ndo é satisfeita para todos os vetores do R3. De fato, considerando os

vetores u = (0,0,1), v=(0,0,—1) e w = (0,0,2), temos:
(u+v)+w=(0,0,—4) e u+(v+w)=(0,0,-2)

e, portanto, (u+v) +w # u+ (v+w). Assim, o R3, com as operacdes sugeridas, nio é um espaco

vetorial sobre o corpo R.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 5.1

1. Com as operacdes usuais do R?, o conjunto V = {(a:, y) ERZ:y > 0} é um espago vetorial sobre

R?
2. Seria o corpo Q um espago vetorial sobre R? E o corpo R é um espago vetorial sobre Q7

3. Em um espago vetorial V', mostre que:

(a) —(—v)=v,VveV (b)seu+v=u+w, Vu,veV,entdov=w.
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4. Dados u e v em um espaco vetorial V', mostre que existe um tnico w em V, tal que v + w = v.

5. Comprove as propriedades (EV1)-(EV8) para o produto cartesiano U x V do Exemplo 5.1.6.

5.2 O Espacgo Vetorial M,, .,

Uma matriz real A de ordem m x n (1&-se "m por n") é uma colegdo de m X n nimeros reais a;;
dispostos em uma tabela com m linhas e n colunas, representada simbolicamente por A = (a;;), .., ou
A = [aij], ., onde os indices i e j sdo inteiros positivos, 1 < i < m, 1 < j < n, que determinam,
nessa ordem, a posicao linha x coluna do elemento (ou entrada) a;; na tabela. O conjunto de todas as

matrizes reais m X n, representado por M, xy, serd equipado com as operagoes usuais:
SOMA: (@) mn T Oi)msen = (@5 4 i) e -
PRODUTO: T - (@if) um = (T - aij)

que tornam M, »,, um espaco vetorial, cujos elementos (Vetores) sao matrizes m X n e o elemento neutro

da soma (o vetor nulo) é a matriz nula m x n, com todas as entradas iguais a zero, isto é:

0=

mxn

A i-ésima linha L; e a j-ésima coluna C; da matriz A = (a;;) sao matrizes 1 x n e m x 1, dadas por:

mXxn

alj
agj
L = ( a1 Q2 ... Qip ) e ()=
am]‘

e podem ser visualizados como vetores do R™ (n-upla) e do R™ (m-upla), respectivamente.

EXEMPLO 5.2.1 Deize-nos considerar o espaco Maxo das matrizes reais 2 X 2, isto é:

a b
Moo = ca,b,c,d €R
c d
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equipado com as operagos usuals:

a b a v a+a b4V
SOMA: —+ =
c d cd d c+c d+d
a b xTa xb
PRODUTO: T - =
c d rc xd

Comprove as propriedades (EV1)-(EV8), considerando que o vetor nulo de Mayy €

EXEMPLO 5.2.2 No espago Maxs, das matrizes reais com 2 linhas e 3 colunas, se A, B e C sdo os

vetores (matrizes 2 X 3) :

0 2 3 1 0 3 1 -1 4
A — B = [ C:
-1 2 1 -1 0 -1 0 0 1

entio A — 3B + 2C ¢ o vetor de Mays, dado por:

0 2 3 -3 0 -9 2 -2 8 10 2
A-3B+20C = + + _
-1 2 1 3 0 3 0 0 2 2 2 6

5.2.1 Outras Operagoes com Matrizes

Além das operacdes usuais de soma e produto por escalar que fazem de M., «x, um espaco vetorial,

outras operagbes com matrizes sao relevantes em dlgebra linear.

> PRODUTO MATRICIAL
Matrizes de mesma ordem sempre podem ser somadas, mas, nem sempre podem ser multiplicadas.
Sejam A = (a;;) e B = (bji;) duas matrizes de ordem m x n e n x p, respectivamente. O produto da

matriz A pela matriz B é a matriz AB, de ordem m X p, cuja entrada c;, que ocupa a posigao (i, k) , é:

n
Cik =Y aij-bir, i=12...m k=12..p.
j=1
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O elemento ¢;; da matriz AB é obtido efetuando o "produto" da i-ésima linha da matriz A pela j-ésima

coluna da matriz B, como ilustra o esquema abaixo:

a1 ai2 e Q1n C11 T Clk e Cip
bii -+ by -+ by
bot -+ bag -+ by

L7 R 75 B 1) . . . . . = Gi Gk ot Cip
bt o bpk o bup

aGml am2 -  amn Cm1 " Cmk " Cmp

E oportuno ressaltar que o produto AB s6 ¢ possivel quando o nimero de colunas (n) da matriz A for
igual ao nimero de linhas (n) da matriz B. As vézes o produto AB ¢é possivel e o produto BA nao.
Quando as matrizes A e B forem quadradas (o mimero de linhas igual ao nimero de colunas) e de

mesma ordem, os produtos AB e BA sdo possiveis, mas, ndo necessariamente iguais.

PROPRIEDADES DO PRODUTO MATRICIAL Admitindo que os produtos envolvidos sejam possiveis,

temos as seguintes propriedades:

(Pl) A- (B : C) = (A : B) -C. (associativa)
(P2) A-(B+C)=A-B+A-C. (distributiva)
(P3) A (A : B) = ()\A) -B=A- ()\B) , AeR. (associativa)

» REDUCAO A FORMA ESCALONADA

Para ilustrar o processo de escalonamento, deixe-nos consideremos a matriz 3 x 3 :

0 2 4
A= 0 00
-1 0 3

e efetuemos nas linhas de A as seguintes operagoes, sempre observando a matriz resultante:

(i) Permutar a linha L; com a linha L3 (L; < Lg3).
(ii) Permutar a linha Ly com a nova linha Lz (Lg < L3).

(iii) Multiplicar Ly por —1 (Lj <> —Lq).
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(iv) Multiplicar Lg por % (Ly < %Lg).

0 2 4 10 3 10 3 10 -3
0000 ™= 0 0o | 0 24|02 4
10 3 0 2 4 0 00 00 0

1 (1] o -3

gty BT

0 0 o0

Observamos que a matriz final tem o formato escada e, por isso, diremos que a matriz A foi reduzida

a forma escalonada. Neste processo, as operagoes permitidas nas linhas da matriz sao:
e Permutar duas linhas. (L; < Ly).
e Multiplicar uma linha por uma constante A # 0. (L; < AL;)
e Adicionar a uma linha um multiplo escalar de outra. (L; < L; + \Lg)
Para reconhecer uma matriz na forma escalonada, veja se ela atende aos seguintes requisitos:

(a) As linhas nulas, caso exista alguma, ocorrem abaixo das linhas nao nulas.
(b) O primeiro elemento nao nulo de cada linha nao nula ¢ igual a 1. Este é o elemento pivo.

(c¢) Uma coluna que contém o elemento pivd de alguma linha, conhecida por coluna pivé, tem os outros

elementos iguais a zero.

(d) Se L1, Lo, ... L, sao as linhas nao nulas da matriz e o elemento pivd da linha L; ocorre na coluna

de ordem k;, entao k1 < kg < ---kp.

A condi¢do (d) impde & matriz o formato escada; ela nos diz que o nimero de zeros precedendo o

elemento pivd de uma linha aumenta linha apds linha; das matrizes abaixo, apenas a matriz C estd

escalonada:
1 0 0 -1
0 2 1 0 0
0 0 1
A=10 -1 |, B=|0 -1 0|, C= o o [EE
1 0 1 0 0
0 0 0 0
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EXEMPLO 5.2.3 Ao reduzir a matriz

0 2
A= 4 -1
-3 4

a forma escalonada, encontramos a sequinte matriz equivalente:

0

Ag = 0

0 O
OBSERVAGAO Ao escalonar uma matriz A, surge um novo ente matemdtico, denominado posto da
matriz A e representado por p (A), que é precisamente o niimero de linhas nao nulas da matriz reduzida.
A matriz A do Exemplo 5.2.3 tem posto p(A) = 2. Qual o posto da matriz identidade I, = (aij;),, .,
caracterizada por: a; = 1 e a;; = 0, © # j7 Qual a importancia de conhecermos o posto de uma matriz?

Veja a discussdo na Secao 5.2.4 sobre a resolugao de sistemas lineares e tire suas conclusoes.

> INVERSAOQ POR ESCALONAMENTO

Uma classe importante de matrizes quadradas é a das matrizes invertiveis. Uma matriz quadrada
A de ordem n é invertivel, ou tem inversa, quando existir uma matriz quadrada B, de mesma ordem,
tal que AB = BA = I,,. Tal matriz B, quando existir, ¢ tnica e é representada por A~!'. As matrizes
invertiveis sao precisamente aquelas com determinante nao nulo e podemos usar o escalonamento para
encontrar a inversa A~!. O processo consiste em escalonar a matriz ampliada {A, I, } para chegar &

matriz [In ,A_l} .

EXEMPLO 5.2.4 Como ilustracao, vamos inverter a matriz

2 1 1
A= 1 -1 2
0 2 1

Escalonando a matriz ampliada [A, I3 }, encontramos

4 1 1

2 1 110 0 100 ¢ -1 -1
A=l 1 12010 |[—| 010 & -2 1 |=[a

2 4 1

0 2 1.0 0 1 001 -2 4
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Logo, a inversa da matriz A é a matriz

W= W= W=

AT =

Ol O Ol

O Ol Ol

e pode-se fazer a comprovacao verificando que AA™Y = I5.

5.2.2 Resolvendo Sistemas Lineares
Consideremos o sistema linear de m equagOes e n varidveis

1171 + a1ox2 + -+ + a1pxy = b1
a9171 + ag2s + -+ - + a2,y = by

Associadas ao sistema (5.2) destacamos as seguintes matrizes:

(1) a matriz dos coeficientes A = (Gij)mxn§

(ii) a matriz das varidveis X = (%‘)nxﬁ

(iii) a matriz independente B = (b;),, 1 ;

(iv) a matriz ampliada A = [A, B] de ordem m x (n + 1), dada por:

air a2 - aip b1

a1 G2 - G2, b
4Bl =

Aml Am2 **° Amn bm

185

(5.2)

Com a notacao matricial, o sistema (5.2) se escreve sob a forma AX = B e quando escalonamos a

matriz A encontramos um novo sistema, equivalente ao sistema original.

> USANDO O POSTO DA MATRIZ

Usaremos o posto das matrizes A e A para determinar a existéncia ou néo de solugdes do sistema (5.2).

Neste contexto, temos o seguinte resultado:
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1. O sistema linear (5.2) admite solugao se, e somente se, as matrizes A e A tém o mesmo posto.
(recorde-se que o posto p (A) de uma matriz A é o nimero de linhas nao nulas da matriz reduzida

escalonada)

2. Se p(A) = p(A) = n, entdo a solucdo de (5.2) & tnica. (n é o nimero de varidveis)

3. Se p(A) = p(A) = p < n, entdo o sistema (5.2) tem uma infinidade de solugdes e o grau de
liberdade & n — p. Neste caso, podemos escolher n — p varidveis (livres) e expressar as outras p

varidveis em funcao destas.

EXEMPLO 5.2.5 Como primeiro exemplo, vamos considerar o sequinte sistema:

r—y=20
r+y—2z=2

com duas equagoes (m = 2) e trés variqueis (n = 3). Escalonando a matriz ampliada do sistema,

encontramos:
- 1 -1 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 0 0 -1 1
A= ~ ~ ~

1 1 -2 2 0o 2 -2 2 0o 1 -11 0 -1 1

e vemos que p (A) = p(ﬁ) = 2, de onde concluimos que o sistema tem uma infinidade de solugdes e grau
de liberdade igual 1. Escolhendo x como varidvel livre, obtemos y = x e z = x — 1; ao atribuirmos um

valor o x, digamos x = X\, obtemos y =X ez=1—\.

EXEMPLO 5.2.6 FEscalonando a matriz ampliada do sistema

rT—y+z+t=1
T+y+2z—1t=0 (5.3)
20 +y—2+2t=-1

encontramos:
1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 1
1 1 2 -1 0 ~ 0 2 1 -2 -1 ~ 0 1 % -1 —1/2 ~
2 1 -1 2 -1 o 3 -3 0 -3 0 3 -3 0 -3
10 32 0 1/2 1032 0 1/2 0 0 1 0
o1 1/2 -1 -1/2 ~ o1 1/2 -1 -1/2 ~ 0 0 -2/3 -2/3

[an}

0 —9/2 3 —3/2 00 1 -2/3 1/3 0 0 —2/3 1/3
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e vemos que p (A) = p(A) = 3 e, sendo o nimero de varidveis n = 4, deduzimos que o sistema tem uma

infinidade de solugoes e grau de liberdade igual a 1. O sistema (5.3) é equivalente ao sistema escalonado:

r+t=0
2 2
y—3t=-3
S~ 3=}
e escolhendo t como varidvel livre, obtemos x = —t, y = %t - % ez = %t + % e a cada valor atribuido a

t encontramos uma solucao do sistema.

OBSERVACAO 5.2.7 Como as matrizes A e A tém m linhas, deduzimos que p(A) < p(A) < m e,
caso o numero de varidveis n seja maior do que o numero de equagoes m, entdo ou o sistema nao tem

solucao ou ele tem uma infinidade de solugoes.

EXEMPLO 5.2.8 (Sistemas Lineares Homogéneos) Um caso particular interessante ocorre quando
a matriz independente B for zero (a matriz nula m x 1). Neste caso, X = 0 é uma solugao e, caso o
sistema tenha uma infinidade de solugdes, o conjunto S de todas as solugdoes do sistema tem a sequinte
propriedade: se X1 e Xo sdo solugdes do sistema e A é um escalar (nimero real), entio A - X1 + Xo

também é solugdo. De fato, se X1 e Xo sdo solugoes de AX =0, entdo AX1 = AXo =0 e assim:

Logo, A\ - X1 + X9 € S, isto é, \- X1 + Xo ¢é solugdo. Neste caso, se p(A) = p(A) =n, entdo a unica

solugao do sistema é 0 = (0,0,...,0).

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 5.2

1. Calcule o produto AB, sendo

1 0 3
0 2 3
A= e B=| -1 0 -1
-1 2 1
1 1 2

O produto BA é possivel, nesse caso? Por qué? Dé exemplo de duas matrizes quadradas A e B,

de ordem 2 x 2, tais que AB # BA.
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2. MATRIZ TRANSPOSTA Dada uma m x n matriz A = (a;;), denomina-se transposta de A a

matriz A, de ordem n x m, definida por A’ = (aji). Do ponto de vista prético, para determinar
a transposta de uma dada matriz, permutamos linhas e colunas da matriz; é claro que (At)t = A.

Por exemplo:

0 -1
0 2 3 ;
A= = A" = 2 92
-1 2 1
2%x3 3 1

3Ix2

Em cada caso, encontre a matriz transposta:

1 0 3 a 0 0
(a B=| -1 0 -1 mc=|01b 0
1 1 2 00 c

3. Se A e B sdo matrizes de mesma ordem e z ¢ um escalar, mostre que (zA + B)" = zA' + B'. Se

A e B s@o matrizes quadradas de mesma ordem, entao (AB)t = B'A!; comprove no caso 2 x 2.

4. 0O TRACO DE UMA MATRIZ Dada uma quadrada A = (a;;) o traco da matriz A, represen-

mxXm

m
tado por tr (A), é definido por tr (A) = Z a;;. Em outras palavras, temos:

i=1
a1 a2 - Qi
a1 Gy - G2;, Ui
A= : : : :>tr(A):Zaii:a11+a22—|—--~amm.
: : 08 : i—1
Gml Am2 - Omm
mXxXm

(a) Determine o trago das matrizes B e C' do Exercicio 2.

e A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem e x ¢ um escalar, mostre que:
b) Se Ae B sa i dradas d d 1
(i) tr(A+B)=tr(A)+tr(B) (ii) tr(zA) =aztr(A)
(ili) tr (A) =tr (At) (lV) tr (AB) =1tr (BA) . (faga no caso 2 x 2)

5. MATRIZ SIMETRICA & MATRIZ ANTISSIMETRICA Uma matriz quadrada A denomina-se simétrica

quando A = A!. Se A = —A!, diremos que a matriz A é antissimétrica. Mostre que a matriz
% (A + At) é simétrica e % (A — At) ¢é antissimétrica e conclua que toda matriz quadrada se escreve
como soma de uma matriz simétrica com uma antissimétrica. Qual a matriz que é, a0 mesmo

tempo, simétrica e antissimétrica?
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6. MATRIZ IDENTIDADE A matriz quadrada n X n :

1 0 0

0 1 0
I, =

00 1

em que os elementos diagonais sao iguais a 1 e os demais sao nulos, recebe o nome de matriz

identidade de ordem n.

(a) Se A € My xn, mostre que Al, = [,A = A. A matriz identidade I,, desempenha o papel do

nimero 1 em um corpo numérico: 1-x = z.

1
(b) Dada a matriz A = , determine a matriz quadrada B de ordem n = 2, tal que

01
AB = BA = I, (B=A™1

7. MATRIZ NILPOTENTE Uma matriz quadrada A, ndo nula, diz-se Nilpotente quando existir um

inteiro positivo k, denominado indice de nilpoténcia, tal que A* = 0.

(a) Construa duas matrizes nilpotentes de ordem 2 x 2.

(b) Se k ¢ o indice de nilpoténcia da matriz A, mostre que a matriz transposta A também &

nilpotente, com indice k.

(c) Se A é uma matriz 2 x 2, simétrica, com indice de nilpoténcia k = 2, mostre que A = 0.

5.3 Subespacos Vetoriais

Vimos no Exemplo 5.1.2 que um dado subconjunto S de um espago vetorial V', pode ou nao ser
um espago vetorial, com as operagoes herdadas de V. As propriedades (EV1)-(EV8) sendo véalidas para
os vetores de V serao, naturalmente, vdlidas para os vetores de S e para o subconjunto S ser um espago
vetorial, com as operagoes de soma ou produto por escalar herdadas de V', é necessdrio e suficiente que

S seja nao vazio e fechado com relagao a essas operagoes, isto é:

S#*T e Aut+veS VuveS VIeR
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No caso em que o subconjunto nao vazio S é, também, um espago vetorial, diremos que S é um subespaco
vetorial de V. E claro que S = {0} e S = V sdo subespacos vetoriais de V' (os subespacos triviais de V')
e um dado subconjunto nao vazio S de V' é um subespaco vetorial de V se, e somente se:

(i) o vetor nulo de V estd em S, isto ¢, 0 € S.
(ii) se u e v s@o vetores de S, entdo u + v estd em S.

(iii) se u estd em S e A ¢ um escalar, entdao A - u estd em S.

As condigoes (i)—(iii) podem ser compactadas da seguinte forma:

ATALHO: Afim de que um subconjunto W de V', nao vazio, seja um subespaco vetorial de V' é necesséario

e suficiente que A - u + v esteja em W, sejam quais forem os vetores u e v de W e o escalar .

EXEMPLO 5.3.1 O conjunto W = {(z,0) € R*} é um subespago vetorial do R* (W ¢ o eizo Oxz).

Na verdade, além de W = {0} e W = R? os demais subespacos do R? sdo as retas pela origem:

W ={(z,y) : y = ax}.

EXEMPLO 5.3.2 O conjunto W = {(x,x2) 1 x € R} contém o vetor nulo 0 = (0,0), mas, nao é um
subespaco vetorial do R%. De fato, os vetores u = (1,1) e v = (2,4) pertencem a W e, contudo, a soma

u+v = (3,5) nao pertence a W.

EXEMPLO 5.3.3 Por que o subconjunto S = {(aij)QXQ € Maxo i a1 + asg = 1} nao é um subespago
vetorial de Maxa? O vetor nulo (a matriz nula 2 X 2) nao estd no suconjunto S e isto é suficiente para

deduzir que S nao é um subespaco vetorial de Maoxs.

EXEMPLO 5.3.4 O subconjunto S = {X = (a;;) € Maxa : det X = 0} ndo é um subespago vetorial de

Moya. De fato, embora os vetores:

10
0 0 01

estejam em S, a soma A+ B = Iy nao estd em S, porque det (A+ B) = 1.

EXEMPLO 5.3.5 O subconjunto W = {(a:, y,2,t) € RY:z4+y+t= O} é um subespaco vetorial do R.

De fato, dados u = (z,y,2,t), v=(2',y,2',t') em W e um escalar \, notamos que:

Au+tv= ()\x+$',)\y+y',)\z+z’,)\t+t')
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pertence a W, porque:

(e +a) + Ay +y) + (M +8) =A@ +y+ )+ @+ +1) =0.
=0 =0

EXEMPLO 5.3.6 No Exemplo 5.2.8 verificamos que o conjunto S das solugoes do sistema linear ho-
mogéneo AX = 0 é um subespago vetorial do R™. No caso em que p(A) = p(fT) =n, o subespaco S se

reduz ao subespago nulo S = {0}.

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.3
1. Por que o subconjunto W = {(a:, y,2) ER3 iz +y—2= 1} nao é um subespaco vetorial?

2. Mostre que o conjunto W = {(:B,y) eER?:ax+by= 0} ¢ um subspaco vetorial do R2. Observe
que W & uma reta que passa pela origem (passar pela origem significa 0 € W). Como vimos no
Exemplo 5.3.1, os subespacos do R? sdo precisamente W = {0}, W = R? e as retas que passam

pela origem. Descreva todos os subespacos do R3.
3. Mostre W = {(z,y,0) € R*} & um subespago vetorial do R?.
4. Seria W = {(m, y,2) ER3 2?2 + 92 = 1} um subespaco vetorial do R3? Por qué?

5. OPERACOES COM SUBESPACOS Se W; e Wy sao subespacgos vetoriais de V', mostre que:

(a) A intersecao W1 N Wy é um subespago vetorial de V.
(b) A soma Wi+ Wy ={u+v:uecW;eve Wy} éum subespago vetorial de V.
(c) O produto Wi x Wy = {(u,v) : w € Wp e v € Wa} é um subespaco vetorial de V' x V.

(d) Mostre, com um exemplo, que a uniao Wi U Wy pode néo ser um subespago vetorial de V.

6. Mostre que W = {A € M,,»p, : tr (A) = 0} é um subespaco vetorial de M, xp,.

7. Mostre que os subconjuntos das matrizes simétricas e das matrizes antissimétricas sao suespagos
vetoriais do espago M, x, das matrizes quadradas. Veja o Exercicio 5 da Secao Escrevendo para

Aprender 5.2.

. 20 x4+ 2y
8. Seja W o subespaco de Moo dado por W = cx,y € R 3. Qual dos vetores

0 z—vy

2 0 2
A= ou B = pertence a W7
3 1
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9. Mostre que W = {(z,y) € R*: (zx — 1) (y — 1) = 1} ndo é um subespago vetorial do R?.

10. Mostre que W = {p € P3 : p(0) = 2p (1)} ¢ um subespago vetorial de Ps.

5.3.1 Conjunto Gerador de um Subespacgo
No espaco R? o plano gerado pelos vetores v = (1, —1,0) e v = (0, —1,1) é o subespaco vetorial:
W= {w=(z,y,2) ERS:aH—y—i-z:O}

o qual é caracterizado por:

weWsw=t-ut+s-v, stek (5.4)

A expressao t - u + s - v que aparece em (5.4) é conhecida por combina¢ao linear dos vetores u e v e
normalmente dizemos que o plano gerado pelos vetores u e v é constituido das combinacoes lineares
desses vetores.

Fixemos um espaco vetorial V' sobre um corpo F. Dados os vetores vy, ve,...,v, de V, a expressao
T1-V1+ T2 U2+ 0+ Ty Up,

onde os coeficientes x1,x2,...,x, estdao no corpo FF, recebe o nome de combinacdo linear dos vetores
v1,V9,...,U,. O conjunto de todas as combinacoes lineares de vy, vo,...,v, serd representado por
[7}1,1}2, - ,vn], isto é:
n
[UI,UQ,...,UTL] = {2&:@-%, v, eF, i= 1,2,3,...n}. (5.5)
i=
LEMA 5.3.7 O conjunto W = [vl,vg, e ,vn] definido em (5.5) é de fato um subespago vetorial de V,

denominado subespaco gerado por vi,vs,..., V.

n
Demonstragao: E claro que 0 € W, porque 0 =0-v1 +0-vy +---+0- vy, e dados u = ) zjv; e

i=1
n
v =Y y;v; no conjunto S e um escalar A, um célculo direto nos dé:
i=1
n n n
Aut+v=AYzi-vi+ > yi-vi=Y, (Az;i+y)- v (5.6)
i=1 i=1 i=1
e vemos em (5.6) o vetor A - u + v escrito como combinagao linear de vy, vs,...,v, e isto nos diz que

Au+veW. [ |
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Nao devemos confundir o subconjunto G = {vy,vs,...,v,} de n elementos (vetores) com o subespago
W = [v7v2, . vn} constituido de todas as combinacoes lineares x1-vy +xg-v9+ - - -+ Ty, - v, dos vetores
V1,09, ...,U, €, portanto, com uma infinidade de elementos.

EXEMPLO 5.3.8 E claro que os vetores e; = (1,0,0), ez = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) geram o espaco
R3, tendo em vista que:

(x,y,2) =x-e1+y-ex+ z-e3.

Jd o conjunto G = {1, tt2, 83, ... ,t”} gera o espaco P, dos polinémios de grau < n.

EXEMPLO 5.3.9 Se W é o subespaco do R3 gerado pelos vetores u = (1,—1,0) e v = (1,1,2), entdo

dado um vetor w = (x,y, z) de W, existem escalares s e t, tais que:

r=a+b
(z,y,2)=t-(1,-1,0)+s-(1,1,2) = (t +s,t —5,25) & | y=a—>b
z=2b

de onde reulta que z = x +y. Assim, o subespaco W é o plano é o plano gerado por u e v :

W = [u,v] = {(m,y,z) €R3:x+y—z:0}.
EXEMPLO 5.3.10 Seja W = [v1,v2] 0 subespaco de Maya, gerado pelos vetores:

10 (00

Se A = (aij)y,, ¢ um vetor de W, entdo a;; = 0, sei # j, e dai seque que W ¢ o subespago das matrizes
diagonais 2 x 2. Uma matriz quadrada A = (a;j) diz-se matriz diagonal se a;; =0, com i # j.
EXEMPLO 5.3.11 Para expressar o polinémio p (t) = —3t+2t> como combinacao linear dos polinémios:

pr(t)=1, p2(t) =1+t e ps(t)=t—1t
procuramos escalares r y e z, tais que:

—3t+2=x-1+y - (1+t)+2-(t—¢), VteR (5.7)

A equagao polinomial (5.7) é equivalente a:

0-3t+2> =x+y+ (y+2)t— 2t?
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e igualando os coeficientes, encontramos:
z+y=0, y+z=-3 e z=-2

e, por consequinte, x = 1, y = —1 e z = —2. Logo, p = p1 — p2 — 2p3 e com isto mostramos que o

polinémio (vetor) p (t) = —3t + 2t2 jaz no subespaco de P [t] gerado pelos vetores p1, p2 e ps, isto é:
=3t +2t° € [1,1+t,t—t7].
EXEMPLO 5.3.12 (Encontrando um Conjunto Gerador) Seja W o subespaco do R*, dado por:
W={(x—y,y+20,z—2z2): 2,9,z € R}.

Para construir um conjunto de geradores de W, expressamos um vetor genéricov = (x —y,y + 2,0,z — 22)

de W sob a forma:

v = (x—y,y+20,x—22)
= z(1,0,0,1)+y(-1,1,0,0) + 2(0,1,0,—-2) =z -v1 + y - va + 2 - v3

sendo v1 = (1,0,0,1), vo = (—1,1,0,0) e v3 = (0,1,0,—2). Dessa forma, identificamos {vi,va,va}

como sendo um conjunto de geradores de W, isto é:
W =[(1,0,0,1),(-1,1,0,0),(0,1,0,-2)]
EXEMPLO 5.3.13 Identifiquemnos o subespaco W de Maxa, gerado pelos vetores:

10 0 1 0 0
V1 = 5 Vo = € V3 =

Um vetor genérico v = (a;j)y, ., de W € da forma:

onde vemos que a1z = ag1 €, portanto, v é uma matriz simétrica.

EXEMPLO 5.3.14 (Um conjunto gerador de W; + W) Sejam Wy e Wy dois subespagos do espago

vetorial V, gerados por G1 = {uy,ug,...,ux} e Go = {v1,v9,...,v,}, respectivamente. O subconjunto

g:glug2 = {U17U27...,Uk,'l)l,'l)z,...,’l)n}
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é um conjunto gerador do subespaco W1 + Ws. De fato, um dado vetor w de W1 + Wa é da forma:
w=u+v, comu€ Wy eveW,
e, sendo assim:
k n
W= wiuit ) yiv
i=1 j=1

onde vemos w escrito como combinacao linear dos vetores de G.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 5.4

1. Expresse o vetor v = (1,1,2, —1) como combinagao linear dos vetores

v1 = (1,0,0,0), vy = (0,1,1,0), v3 = (0,0,1,0) e vs = (1,0,0,1).

2. Identifique o subespago W de Mo gerado pelos vetores:

01 00 10
U1 = y V2= € U3 =

0 0 01 10
3. Em cada saso, identifique o subespaco W do R? gerado pelo conjunto:
(a) G ={(1,0,0), (1,0,1)} e (b) G ={(1,1,0),(0,2,1)}.
4. Encontre um conjunto gerador do subespaco: W = {(m, y,2) ER3 o +y+ 2= O} .
5. Repita o exercicio precedente com o subespaco do R*: W = {(:L‘, y,2,t) ER* 1z —y=2—t= 0} .
6. Verifique que os vetores 1, 1 —¢, (1 — t)2 e(1— t)3 geram o espaco Ps.

7. Se o conjunto G = {v1,va,..., v} gera um espago vetorial V' e um dos vetores de G, digamos vy,
é combinacao linear dos demais, mostre que {vs, ..., v} ainda gera o espago V. E este o processo

usado quando desejamos construir um conjunto gerador minimal.

8. Seja W o subespaco de M3yx2 gerado pelos vetores:

00 0 1 01
vi=11 11|, v2a=1] 0 -1 e v3=10 0
00 1 0 00
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0 2
Verifique se o vetor v = | 3 4 | pertence ou nao ao subespago W.
5 0

9. Seja W = [vl, V3, ’03] o subespaco do R3, gerado pelos vetores:
v1 =(2,1,0), wvy=(-1,0,1) e wg=(1,1,1).

(a) Determine o valor de A para que o vetor u = (A, 2, —2\) pertenca a W.

(b) O vetor v = (—1,2,—2) jaz no subespago W?

10. Verifique que:
[(_17 17 1) ) (Oa ) 17 _1) ) (27 _17 3)] = [(2707 _4) ) (07 2> _2) ] .

11. Se W = {(z,y,x — y) : 2,y € R}, encontre dois subespacos W; e Wa, nio triviais, do R?, tais que:

W =Wy + Wa.

5.3.2 Soma Direta

No Exercicio 5 da se¢ao Escrevendo para Aprender 5.3, apresentamos a interse¢do e a soma de
dois subespacos Wy e W5 de um dado espaco vetorial V. A soma W7 + W5 pode coincidir com o espaco
inteiro V', mas, pode ser um subespago préprio de V'; quanto a intersecao Wi N Wa, esta pode se reduzir
ao vetor nulo, como ocorre no caso em que Wi é o eixo = e W é o eixo y, mas, pode ser W1 "Wy # {0} .
Quando V = Wy + Wy e, além disso, W1 N Wy = {0}, diremos que V' é soma direta de Wy e Wy e
anotamos V = Wy & Wa.

EXEMPLO 5.3.15 O espaco R? se decompde em soma direta dos subespacos:
Wiy ={(z,0):ze€R} e We={(0,y):yecR},

isto é, R? = W1 ® Wa. De fato, tendo em vista que (z,y) = (z,0) + (0,y), obtemos R? = Wy + W> e,
como é ébvio, W1 N Wy = {0}. (W1 € o eizo x e Wy é o eixo y)
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EXEMPLO 5.3.16 Considere os sequintes subespacos do R3 :
Wi ={(z,y,0) : 2,y € R} e Wao={(z,2,2):2,2¢€R}.

Temos que W1 é o plano xy e Wa é o plano © =y, ilustrados na Figura 5.2, e a interse¢cao W1 N Wy é
a reta do R? gerada pelo vetor v = (1,1,0), isto é, Wi N Wy = [(1, 1,0)]. Neste caso, R3 = Wy + W,
mas, a soma nao é direta, porque W1 N Wy # {0}.

A

Figura 5.2: R¥ =W, + Wy e WiNWy=[(1,1,0)].

Finalizamosesta secao com uma caracterizacao da soma direta.
LEMA 5.3.17 As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
(A) V=W oW,
(B) Todo vetor de V' se expressa de modo unico sob a forma v = wy + wa, com w1 € W1 e wy € Wh.

Demonstracao:  Suponhamos que V' = W1 @ Ws, e que um dado vetor v tenha duas representacoes:

v=w, +wy e v:w’1+w’2, com wy, w’lerewg, w’QEWg.

Entdo, w1 — w] = wy — wh € W1 N Wy = {0} e daf resulta w1 = w} e wy = w) e temos a unicidade da
representacao. Reciprocamente, seja v € W7 N Wy e suponhamos védlida a unicidade de representacao

v = w1 + wo, com wy € W1 e we € Ws. Temos, pela unicidade:

v = v+0=witwr=>wi=vewr=0

v = 04+v=witwr=>w; =0ewy =0
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e, assim, w; = wg = 0 e v = 0. Logo, Wi N Wy = {0} e a soma é direta. [ |

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.5
1. Encontre dois subespacos W1 e Wy do R3, tais que dimW; =1, dim Wy =2 e R3 = W) & Wh.

2. DECOMPONDO O ESPACO DE MATRIZES Decomponha o espago das matrizes reais M, x, como

soma direta de dois subespagos nao nulos W; e Wa. (veja o Exercicio 5 da Secao 5.2)
3. DECOMPONDO O ESPAGO DE FUNCOES Uma funcdo f : [—a,a] — R denomina-se func¢ao par
quando f (z) = f(—z), seja qual for o x do intervalo [—a,a]. Quando ocorrer f (z) = —f (—z),

para todo z do intervalo [—a,a], a fun¢do f denominar-se-& funcao impar. Seja F ([—a,al]) o

espago de todas as fungoes reais f : [—a,a] — R.

(a) Mostre que o conjunto das fungoes pares Fp é um subespago vetorial de F ([—a,a]). Idem

para o conjunto das fung¢oes fmpares Fj.
(b) Identifique o subespago Fp N Fr.

(¢) Mostre que toda funcao f do espago F ([—a, a]) se escreve como soma de uma fungao par com

uma fungao mpar.
(d) E verdade que F ([—a,ad]) = Fp ® Fr?
4. Mostre que R3 = [(1,0,0)] & [(17 1,0),(0,1,1),(1,0, —1)].
5. No espaco R3, selecione trés subespacos vetoriais Wy, Wy e W3, com Wy # W, tais que
Wy @ W3 =Wy @ Ws.
A Lei do Cancelamento é valida para soma direta?

6. Se W = {(w,y,x—y) X,y € R}, encontre dois subespacos Uy e Us do R3, com Uy # Us e
UeW=UW.

7. Uma matriz A = (a;j),,,.,, diz-se Triangular Superior se a;; = 0, para i > j, isto é, os elementos
abaixo da diagonal sao nulos; se a;; = 0, para ¢ < j, a matriz A diz-se Triangular Inferior.
Considere os subespacos Wi e Was constituidos, respectivamente, das matrizes n x n triangular

superior e triangular inferior. Mostre que:

Man - Wl + WQ.
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Quando é que a soma ¢é direta?

8. O espaco vetorial V' & soma direta dos subespacos Wi, Ws e W3, isto é, V = Wy & Ws & W3, se:

(i) V=W + Wy + Ws.

(ii) A intersecao de qualquer um dos subespagos com os outros dois é {0} .

Se Wi, Wy e W3 sio, respectivamente, os eixos Oz, Oy e Oz, mostre que R3 = W, @ Wy @ Wi.

5.4 Base & Dimensao

Recordemos que no espaco R3 os vetores 7 = (1,0,0), j= (0,1,0) e k= (0,0,1) sdo nao coplanares
e geram o espaco R?, no seguinte sentido: todo vetor do R? se expressa de modo unico como combinacio
linear dos vetores Z, fe k. O conjunto B = {;, j, E} recebeu a denominacio de Base Candnica do R3 e

essa nocao se generaliza naturalmente para o espago R” considerando os n vetores:

e; = (1,0,0,...,0), ey =(0,1,0,...,0), es=(0,0,1,...,0),...,e, =(0,0,0,...,1).  (5.8)

-

Os vetores definidos em (5.8) possuem as mesmas caracteristicas dos vetores i, j e k, isto é:

(i) Sao vetores LI: A tnica solugdo da equagao vetorial:

T1-e1+x2-€+ - +xp-€,=0

éxri1=29=---=2, =0.
(ii) Geram o R": Todo vetor v do R"™ se expressa como combinagao linear dos vetores eq, ez, - , €.
De fato, dado v = (x1,z2, ..., 2,), temos:
V==T1-€ +Tg-€+ -+ Ty €.
DEFINIGCAO 5.4.1 Em um espago vetorial V diremos que os vetores vi,va, ..., v, sio LI (Linearmente

Independentes) quando a equagdo vetorial
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possuir apenas a solu¢do nula x1 = xo = -+ = x, = 0. Quando v1,vs,...,v, nao forem LI, eles serdo
denominados LD (Linearmente Dependentes). Neste caso, ao menos um dos coeficientes xj da equagdo

vetorial (5.9) é diferente de zero.

EXEMPLO 5.4.2 No espaco R* o0s wvetores v = (1,—1,0,0) e vy = (0,—1,2,1) sdo LI. De fato, a
equagao (5.9), neste caso, se reduz a:
TV + 2202 = 0& x4 (1, —1,0, 0) + X2 (0, —-1,2, 1) = (0, 0,0,0)
= (:El, —x1 — T2, 2T, :EQ) = (0, 0,0, 0)
e da ultima equacao, seque que x1 =0 e x3=0.
EXEMPLO 5.4.3 No espaco P3, dos polinomios de grau < 3, os vetores vi =1, vo =1t, v3=1+1% ¢
vy =t —t3 sdo LI De fato, considerando que o vetor nulo do espago P3 é o polindmio identicamente
nulo0=0+0-t+0-t24+0-t3, encontramos:
T1V1 + Tov2 +x3v3 + 1404 = O0& x1-1429-t+ 23 (1+t2) + x4 (tft?’) =0
& xFazt (wytag)t+ast? —agtP =0+0-t4+0-t2+0- £
Igualando os coeficientes, obtemos: x1+x3 = 0, 20 +x4 = 0, z3 = 0 e x4 = 0 e daf resulta
Ty =29 =x3 =24 =0.
EXEMPLO 5.4.4 No espaco Mayo, das matrizes quadradas 2 X 2, os vetores:
1 1 -2 1 -1 2
-10 ) 0 3 -1 3
sao LD. Com efeito, sex-u+vy-v+z-w =0, entao:

r—2y—z x+y+2z 0 0
—r—z 3y + 3z 00

e chegamos ao sistema linear homogéneo:

r—2y—z=0
r+y+22=0
—x—2=0
3y+32=0
cujo espago solugao é S = {(xz,x,—x):x € R}. Por exemplo, x =1, y =1 e z = —1 nos dd uma

solucao nao nula da quacdo vetorial x-u+y-v+ z-w =0.



5. ESPACOS VETORIAIS 201

EXEMPLO 5.4.5 No espaco R", para que os vetores vi,va,...,v, sejam LI é necessdrio e suficiente
que a n X n matriz A com colunas vi, va,...,v, tenha posto p(A) = n. O sistema linear homogéneo
decorrente de (5.9) tem solugao tnica X = (x1,z2, -+ ,xy) =0, isto é, 1 =29 =+ =2, = 0.

Antes de formalizar os conceitos de Base e Dimensdo de um espaco vetorial é necessario estabelecer
alguns resultados preliminares, em forma de Lemas, para dar consisténcia aos conceitos. No que se segue,

V representa um espago vetorial sobre R ou C.

LEMA 5.4.6 Todo subconjunto S de V' contendo o vetor nulo é um subconjunto LD (de vetores LD).

Prova: Se S ={0,v1,v2,...,v,} temos a equagao (5.9) atendida:
1-0+0-v74+0-v24+---4+0-v, =0,

com um dos escalares (o nimero 1) nao nulo. [

LEMA 5.4.7 A fim de que n vetores vi,va,...,V, sejam LD é necessdrio e suficiente que um deles seja

combinacao linear dos demais.

Prova:  Se vi,v9,...,v, sao LD, existem escalares x1,xa,...,2,, com ao menos um deles, digamos

T, nao nulo e tais que:

T1U1 + TV + -+ + TRVE + - Tpvy = 0. (5.10)

Resolvendo (5.10), encontramos:

X X Tl — X X
Uk=<1)U1+<2>U2+"'<k1>1}k1+<k+1>vk+...+<n>vn
Tr Tr Tk Tk Tk

onde vemos o vetor v, como combunagao linear dos demais. Reciprocamente, se um dos vetores, digamos

v1, é combinacao linear dos demais, entao v; = xovg + T3v3 - - - + T, v, € temos:
(1) v1 + 2202+ + Ty, = 0

onde vemos uma combinagao linear nula dos vetores vy, ve, ..., v,, com um dos coeficientes (o primeiro)

nao nulo. Isto nos diz que os vetores vy, vs, ..., v, sao LD. |

LEMA 5.4.8 Se S é um conjunto LI (de vetores LI), entdo qualquer subconjunto de S também o é.
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Prova: Seja S = {v1,v2,...,v,} um conjunto LI e seja S* = {v;,, vi,,..., v}, k <n, uma parte do

conjunto S. Para mostrar S* é um conjunto LI, basta observar que:

T1V; + Vi, + ...+ TR0, = 0 21U + T2, + .o+ xR0, 0V 1+ + 00, =0

e como vi,vs, ..., U, sao LI, deduzimos que x1 = x5 = --- =z, = 0. |
LEMA 5.4.9 Se v1,v9,...,v, Sao vetores LI e v = x1-v1 + X2 -v2 + -+ + x5 - v,, entdo os escalares
T1,T9,...,Ty SG0 Unicos. Em outras palavras, a forma de expressar um vetor como combinacgao linear

de vetores LI é unica.

Prova: Basta observar que:

T1-v1+ T2 V2FF TV = Y1V FY2:V2+ -+ Yn-Up

S (r1—y) v+ (r2—y2) - v2+- -+ (Tn—Yn) v, =0

S T1—y1=T2—Y2=""+Tp—Yp =0
e daf resulta z; = y;, 7 =1,2,3,...,n e, por conseguinte, a unicidade da representacao. |
» SOBRE BASE & DIMENSAO Um conjunto B = {v1,vs,...,v,} de vetores LI, que geram o espago V/,

¢ denominado Base de V. Neste caso, todo vetor de V' se expressa, de maneira tinica, como combinacao
linear dos vetores v1,vo,...v,. Ao expressar v = x1-v1+ T2 Vo + -+ -+ Xy Uy, OS escalares x1, x2,..., Ty

sa0 as coordenadas do vetor v na base B e anota-se:

1
T2
MB: : ou [U]B:(xl Ty -+ T )1Xn~

In
nx1

Para associar ao espago vetorial V' uma dimensao, ressaltamos que qualquer base do espago V' tem o
mesmo nimero de vetores e esse niimero é o que denominamos dimensao do espaco V, anotado dim V. Por
exemplo, o espago R" tem dimensao n, tendo em vista que o conjunto de vetores B = {ej,es,...,e,},
definidos em (5.8), é uma base do R™; no espago P [t] de todos os polindmios reais (de qualquer grau) o

conjunto

B, = {1,t,t2,...,tk}, k=1,2,3,4,...
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¢ um conjunto LI, mas ndo ¢ um conjunto gerador de P[t]. Note que o vetor p(t) = t**! nio &

combinagao linear dos vetores de Bj. Uma base de P [t] é o conjunto:
[e9]

B= {l,t,tz,...,tk,...} = U B
k=1

com uma infinidade de vetores e, portanto, dimP [¢{] = oc.

Na sequéncia, aparesentamos alguns coroldrios de suma importancia para o restante do capitulo.

COROLARIO 5.4.10 De um conjunto gerador S = {v1,va,...,v,} do espago V' pode-se extrair uma
base de V.

Prova:  Se os vetores vy, va, ..., v, sa@o LI, nada hé a provar! Se vq,v9,...,v, sao LD, um dos vetores,
digamos v, é combinagao linear de vy,vg,...,v,—1 € 0 conjunto S1 = {vy,v,...,v,_1} ainda gera o
espago V. Repetindo esse processo um niimero finito de vezes, sacamos do conjunto .S todos os vetores

que sao combinacoes lineares dos demais restando apenas vy, va, ..., v vetores LI que geram V. |

COROLARIO 5.4.11 Se S = {v1,va,...,v,} é um conjunto gerador do espago V, entao qualquer sub-

conjunto de V. com n + 1 vetores é um conjunto LD.

Prova: SejaB = {v;;, iy, ...,0i, }, k < n,umabase de V extraida do conjunto gerador {vq,v,...,v,}
e mostremos que se m > n, entao m vetores ui, us, ..., Uy, Uy de V sao LD. De fato, sendo B um con-

junto gerador, existem escalares a;j, tais que:

Ul = 11V + @12V + -0+ A1V,
U2 = Q1104 + 12V, + -+ alkvik
Um = (1Y + am2aVi, + - + amivi,

e a combinacao linear nula:

T1u1 + Taug + -+ Ty, =0

nos conduz ao sistema linear homogéneo AX = 0, com A = (a;j) de k equagoes e m varidveis

mxk’
T1, T2,...,%Tm € sendo k < m o sistema possui uma infinidade de solucoes e, claro, dentre elas uma
solucao nao nula. |
COROLARIO 5.4.12 Um subconjunto {v1,va,...,v} de vetores LI de V pode ser completado a uma

base de V. Uma base é um conjunto LI mazximal !
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Prova: Suponhamos dim V' = n, de modo que £ < n. Do Coroldrio 5.4.10 deduzimos que:

(a) se v1,v,...,v; geram V entdo k =n e {vy,va,...,v;} € uma base de V.
(b) se V nao é gerado por {v1,va, ..., v}, existe em V um vetor vy fora do subespaco [v1,ve, . . ., vg]
e, portanto, os vetores vy, v, ..., v, Vg1 sao LI. Repetimos o processo para encontrar vg4o, ..., v, tais
que B = {v1,v2, ..., Uk, V41, Vkt2, -+ Up} € um conjunto gerador de vetores LI de V. |
Conjunto Gerador }ﬁ
‘ Base |

T—‘ Conjunto LI

Figura 5.3: Gerador x LI

COROLARIO 5.4.13 Se uma base de V' tem n vetores, qualquer outra base também tem n vetores. O

numero n de vetores de uma base de V recebe o nome de dimensao de V e anota-se n = dimV.

Prova: Sejam B = {v1,v2,...,v,} e B/ = {v1,v9,...,v;} duas bases de V. Se k > n, pelo Coroldrio
5.4.11 os vetores v1,vs, ...,V seriam LD o que nao é possivel, tendo em vista que B’ é uma base. Da
mesma forma, nao pode ocorrer n < k. |

COROLARIO 5.4.14 Se W é um subespaco vetorial de V e dimV < oo, entdo dimW < dimV e:
dmW =0&W ={0} ¢ dmW=dmV & W ="V.

Prova: Sejan =dimV e B = {vy,v2,...,v,} uma base de V. Como W C V, segue que B gera o

subespaco W e uma base de W pode ser extraida de B. Daf resulta dim W < n. |

COROLARIO 5.4.15 Se dimV = n, entdo:

(a) qualquer subconjunto {vi,va,...,v,} com n vetores LI é uma base de V;
(b) qualquer subconjunto {vi,va,...,vy} com n geradores de V é uma base de V.
Prova:
(a) Se o conjunto LI {vy,va,...,v,} nao fosse base de V, poderia ser completado a uma base e

terfamos dim V' > n, contradizendo a hipétese.
(b) Se o conjunto gerador {v1,vs,...,v,} nao fosse base de V', dele poderia ser extraida uma base

e terfamos dim V' < n, contradizendo a hipdtese. |
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EXEMPLO 5.4.16 Os vetores vy = (1,1,1,0), vo = (1,-2,1,1) ewvs = (2,—1,1,1) nao geram o espago
R*, embora sejam LI. Um conjunto de geradores do R* deve conter, no minimo, quatro vetores, porque
dimR* = 4. Os vetores u; = (1,0,0), uz = (0,1,0), uz = (1,0,2) e ug = (1,1,1) geram o R3, mas,

néo sio LI, porque dimR® = 3.
EXEMPLO 5.4.17 Dada uma base B = {v1,v2,v3,v4} do espago R*, consideremos o0s sequintes subespagos:
Wo={0}, Wi=lwn], Wy J[v1,ve], Wsz=[vi,ve,v3] e Wy=lv1,v2,03,0v4].
Temos dim Wy =0, dim W =1, dim W, =2, dim W3 =3 e dim Wy = 4, com a cadeia de inclusoes:
Wo C Wi C Wa C W3 C Wy=R"Y
EXEMPLO 5.4.18 Encontrar uma base do subespaco W do R*, dado por:
W = {(m,y,z,t) eR*:z=y ez:t}.
Solucao:  Um vetor genérico v = (z,x, z,z) de W pode se expressar sob a forma:
v=x-(1,1,0,0) 4+ z-(0,0,1,1)

e isto nos diz que os vetores v; = (1,1,0,0) e v2 = (0,0,1,1) geram o subespago W e sendo vy e vy
vetores LI, deduzimos que B = {v1,v2} é uma base de W e dim W = 2. Para construir uma base do R*
a partir dos vetores v; e vg, consideramos dois vetores vz e v4, de modo vy, v9,v3 € vg sejam LI e isto
ocorre se, e somente se, a matriz A com colunas vy, v9,v3 € v4 é tal que det A # 0. Podemos escolher,

por exemplo, vz = (1,0,0,0) e v4 = (0,0,0,1) e temos:

, com det A =1.

S O =
_ = O O
o O O
- o o o

EXEMPLO 5.4.19 Encontrar uma base e a dimensao do subespaco W1NWs, sendo W1 e Wy 0s sequintes

subespagos do R* :

le{($,x,y,y) €R4:x,y€R} e Wgz{(m,y,z,t)€R4::c—y—z+2t20}.
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Solucao: O subespago Wi N Wy é dado por:
WinNWy = {(:v,y,z,t) eR*:z =y, z:tex—y—z+2t:0}
e um vetor genérico de W7 N Wy é, portanto:
v=(x,2,0,0) =z-(1,1,0,0), x€R.
de onde resulta que v = (1,1,0,0) é um gerador LI de W3 N Ws. Logo, B = {(1,1,0,0)} é uma base de

WinNnWse dim(W1 QWQ) =1.

EXEMPLO 5.4.20 Sejam Mg e M 4 os subespagos de Maxo das matrizes simétricas e antissimétricas,

respectivamente. Encontrar bases de Mg e My.

Solugao:  Para mostrar que os vetores LI:

10 0 1 0 0
00 10 0 1

geram o subespago Mg, basta notar que uma matriz simétrica 2 x 2 é da forma:

a b
A= =a-v1+b-ve+c-uvs.
b c

Logo, B = {v1,va,v3} ¢ uma base de Mg e dim Mg = 3. Se B ¢ uma matriz antissimétrica, entao:

0 b 0 1
B = =b-
-b 0 -1 0
. 0 1 .
e o conjunto B = é uma base de M4 e dim My = 1.
-1 0

EXEMPLO 5.4.21 Se F ([0,7]) o espago vetorial das fungoes reais definidas no intervalo [0, 7], definido

no Exemplo 5.1.5, qual a dimensao do subespaco W gerado pelos vetores v1 = cost e vy = sent?

Solucao: Mostremos que os vetores v; e vy sdo LI e, sendo assim, B = {vy,v2} é uma base de

W e dimW = 2. A combinagao linear nula:
x-v1+y-v2=0
dever ser entendida como igualdade funcional:
x-cost+y-sent=0, 0<t<m. (5.11)

e para concluir que x =0 e y = 0, basta considerar em (5.11) ¢ = 0 e em seguida ¢t = 7/2.
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EXEMPLO 5.4.22 (Construindo uma Base de W + W) Vimos no Ezemplo (5.3.14) que dados
W1 e Wy dois subespagos do espago vetorial V, gerados por Gi = {u1,ug, ..., u} e Go = {v1,va,...,0,},

respectivamente, o subconjunto:
g - gl UgZ = {ulau%--- y Uk, V1,02, ... ,’Un}

é um conjunto gerador do subespaco W1 + Wo. Ao eliminar a dependéncia linear dos vetores de G,

extraimos uma base de W1 + Wao. Por exemplo, sejam W1 e Wo os subespagos do R*, dados por:
Wi = [u,ug] e Wa= [v1,v2,03]

onde v = (1,1,0,0) uwp = (0,0,1,1), v; = (1,0,1,0), vy = (0,1,-1,0) e w3 = (0,0,2,1). O
subespago Wy + Wo é gerado por G = {uy,uz,v1,v2,v3} € o vetor vy pode ser sacado do conjunto

gerador, jd que vo = uy — vy, € temos:
Wi+ Wy = [ul, U9, V1, Ug] .

Como {u1,u2,v1,v3} é um conjunto gerador de W1 + Wa, de vetores LI, seque que B = {uy,uz,v1,v3}

é uma base de Wy + Wo e dim (Wy + Wa) = 4. Logo, W1 + Wo = R4
Sobre a soma de subspagos de V, ressaltamos que:
(1) dim (W + Wa) = dim W; + dim Wy — dim (W1 N Wa).
(2) dim (W; @ Wa) = dim Wy + dim W3, porque dim (W N Ws) = 0, j& que Wi N Wy = {0}.
(3) A fim de que W7 @ Wy =V €& necessdrio e suficiente que:
(a) dim (W +Wy) =dimV e (b) dim (W3 NWy) =0.

(4) SeV=W1@&Wse By = {v1,v2,...,0n} e Ba = {wi,wy, ..., w,} sdo bases de W; e Wy, respectiva-
mente, entdo B = {v1,v2, ..., Un, W1, W, ..., w,} ¢ uma base de V. De fato, como V = Wj + Wy
segue que o conjunto B gera o espaco V e para comprovar que B é um conjunto de vetores LI,

notamos que se:

TV +ToV2+ ...+ T U+ Y1 w1+ Y2 wa .o+ Yycwy, =0

v €Wy w €Wq

entdao v,w € Wi N Wy = {0}. Logo, v =0 e w = 0 ¢, portanto, z; =0ey; =0, i =1,2,...,me
j=1,2,...n. Vale ressaltar que se a soma nao fosse direta, o resultado nao seria valido, como no

Exercicio 20 da secao Escrevendo para Aprender 5.6.
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EXEMPLO 5.4.23 (Construindo uma base por escalonamento) Dada uma matriz A € Mpxn,
deize-nos representar por Ag a matriz reduzida de A por escalonamento. Cada linha da matriz A é
combinacdo linear das linhas da matriz escalonada Ag e vice-versa. Assim, os subespacos gerados pelas
linhas de A e pelas linhas (nao nulas) de Ag coincidem. Também nos parece dbvio que as linhas ndo
nulas da matriz escalonada Ag sdo vetores LI do R™ e isto nos conduz & sequinte conclusdo: a dimensdo
do subespago do R™ gerado pelas linhas da matriz A € igual a p (A), o posto da matriz A, e as linhas nao
nulas da matriz reduzida Ag formam uma base do subespago gerado. Recorde-se que p (A) é o numero de
linhas nao nulas da matriz escalonada Ag. Vamos construir, por escalonamento, uma base do subespago

W do R? gerado pelo conjunto de vetores:

G ={(1,0,2), (0,-1,2), (2,1,1), (2,2,2)} = {v1,v2,v3,v4} .

Escalonando a matriz cujas linhas sao os geradores de W, encontramos a matriz

0 0

0 0
Ag =

0 0

0 0 0

e dai resulta que B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de W e temos W = R3. Ressaltamos
que o gerador vy é combinacdo linear dos demais e pode ser sacado do conjunto gerador, restando trés

geradores LI vy, vy e vs, de modo que B' = {v1,va,v3} €, também, uma base de W.
EXEMPLO 5.4.24 Seja W o subespaco do R*, gerado pelos vetores:
v =(1,-1,0,0), vo = (0,0,1,1), vs=(—-1,2,1,1) e wv4=1(1,0,0,0).

Imitando o que foi feito no exemplo precedente, vamos construir uma base do subespago W. Nesta caso,

temos:
1 -100 0 0 0
A 0 0o 0 0 _ 4,
-2 2 11 0 0 1
1 0 00 0 0 0 0

e as linhas nao nulas uy = (1,0,0,0), u; = (0,1,0,0) e ug = (0,0,1,1) formam uma base para W e

dimW =3 =p(A). Como subconjunto do R*, temos:

W: {($7y7z7z)'$7y7z GR}'
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EXEMPLO 5.4.25 (Extraindo uma base do conjunto gerador) O processo de escalonamento tam-
bém pode ser usado para extrair uma base de um conjunto gerador de um subespaco W do R™. Para
descrever o método, deixe-nos representar por W o subespago do R™, gerado pelos vetores vy, va,. .., v,
e seja A anxk matriz, cuja j-ésima coluna é o vetor vj, 1 < j < k. Seji,j2,...,Jm 840 as colunas-pivd

da matriz Ag, reduzida de A & forma escalonada, entdo o conjunto:

B = {vjuvjz?' . .,Ujm}

¢ uma base de W, extraida do conjunto gerador {vi,ve,...,vx}. Como ilustragao, seja W o subespago

do R*, gerado pelos vetores:
U1 = (17 -1, 170)a V2 = (_173> 1>2)7 U3 = (07 1,1, 1) € U4 = (_1>2707 1)

e seja A a matriz 4 X 4, com colunas v1,v2,v3 e v4. Escalonando a matriz A, encontramos:

0 1/2 0
0 1/2 0
0 0 0

0O 0 0 O

Ag

a

onde destacamos as colunas-pivé j1 = 1, jo = 2 e j3 = 4 (1%,2% e 4% colunas) e concluimos que o0s

vetores geradores vi,ve € vg formam uma base de W.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 5.6

1. Mostre que os vetores v = (a,b) e w = (c,d) do R? sdo LI se, e somente se, ad — bc # 0.

2. Em um espago vetorial V', mostre que dois vetores sao LD se, e somente se, um deles é miiltiplo

escalar do outro.

3. No espago F das fungoes f : R — R, mostre que os seguintes pares de fungdes sao LI:
(a) 1, t (b)sent, e (c)t, e (d)t, t3.

4. Se G = {v1,v9,...,v,} € um conjunto gerador de V, mostre que os vetores vy, va, ..., Uy, v sdo LD,

seja qual for o vetor v do espaco V.
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5. Em cada caso, exiba uma base para o espaco vetorial V indicado e determine dim V.

(a) V = Mayxs (espago das matrizes 2 x 3)

(b) V ¢é o espago das matrizes 3 x 3, triangular superior.
(c) V é o espago das matrizes simétricas 3 X 3.

(d) V é o espago das matrizes antissimétricas 3 x 3.

(e) V é o espago das matrizes diagonais n X n.

(f) V é o espago das matrizes A = (a;;), de ordem 2 X 2, tais que a1 = as1 € a12 = a1 + ag.

6. No espago vetorial Py = {at2 +bt+c:a,b,ce R} dos polinémios de grau < 2, verifique se os

vetores p1, p2 e ps sugeridos sao LI ou LD.

(@) p1(t) =1+2t+1t%, po(t) =2+ 4t + 2t

(b) pi(t) =t+t* pa(t)=2 e p3(t)=1+2t%

() pi(t) =14t pa(t)=2+t e p3(t)=2t%
7. Mostre que B = {(0,2,2),(0,4,1)} é uma base do subespago W = {(3;, y,2) ER3 1z = ()} .
8. Se By = {v1,v2,...,u5} € Ba = {w1,ws,...,w,} sdo bases de Vj e V, respectivamente, entao:

B ={(v1,0),(v2,0),...,(vg,0),(0,w1),(0,wa),...,(0,w,)}

é uma base do espago V =V} x Va. Em particular, deduza que dim (V7 x V) = dim V; + dim V5.

9. Seja W = [vl, Vg, U3, 214] o subespaco do R* gerado pelos vetores:
v =(1,-1,0,0), va = (0,0,1,1), v3 = (-2,2,1,1) e wy=(1,0,0,0).

(a) Exiba uma base do subespaco W.
(b) O vetor v = (2,—3,2,2) estd em W?

(c) W =TR* ou W é um subespaco préprio do R*?

10. Encontre uma base para o subespaco W de May2, gerado pelos vetores:

1 -5 1 1 1 -4 1 -7
1= y V2= y U3 = € Vg =
-4 2 -1 5 -5 7 -5 1
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11.

12.

13.

Verifique se os vetores
vy =(1,1,1,1), voe =(1,2,3,2), vs =(2,5,6,4) e wvg=(2,6,8,5)
formam uma base do R%. Se ndo, encontre a dimensao e uma base do subespaco gerado por eles.
Considere os seguintes subespacos do R3 :
W1 =1[(1,0,1),(0,1,1)] e Wy=[(1,1,0),(0,0,1)].
Encontre uma base para: Wy, Wy, WinNnWs e Wip+ Ws.

BASE DO ESPAGO SOLUGAO Se W é o espaco solucdo do sistema linear homogéneo AX = 0,

entdo dimW =n—p(A), onde n é o nimero de varidveis e p (A) ¢ o posto da matriz A. Na forma
escalonada, o sistema AX = 0 tem exatamente n — p (A) varidveis livres e os vetores bésicos sao
construidos atribuindo um valor constante (por exemplo 1) a cada varidvel livre e valor zero as
demais e calculando as varidveis dependentes a partir do sistema. Por exemplo, o subespaco W

do R* dado por
W:{(x,y,z,t)€R4:x—y:x—y—z—|—t:z—t:0}

é o espago solucao do sistema linear com 4 varidveis e 3 equacoes:

z—y=20
r—y—z+t=0 (5.12)
z—t=0.

Escalonando a matriz A dos coeficientes, encontramos:

1 -1 0 0 -1 0 0
A=1 -1 -1 1 [~] 0 o0 —1 | =4
00 1 -1 0 0 0 0

e vemos que p(A) = 2 e o grau de liberdade é 2. Assim, dimW = 2 e a partir das varidveis
livres = e z vamos construir uma base de W considerando os valores z = 1, z = 0 e, depois,
x =0, z = 1. Os valores de y e t sao calculados pelo sistema (5.12) e encontramos os vetores
bésicos v; = (1,0,1,0) e v = (0,1,0,1). Em cada caso, encontre uma base para o espago das

solugoes dos sistemas lineares. Reduza a matriz dos coeficientes a forma escalonada.
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z+y—2=0 r+2y—4z4+3r—s=20 z+y+2=0
@) |z—y—2=0 (b)|z+2y—22+2r+s5=0 (¢) |20 —y—22=0
—2x+22z=0 20 +4y — 22+ 3r+4s=0 r+4y+52=0

14. Sejam Wy e W os subespacos do R? dados por:
Wy ={(z,9,0): 2,y eR} e Wo={(z,y,2—y):z,y €R}.

(a) Calcule dim (W1 NWy) e dim (W; + Wa).

(b) O conjunto Wy U Wy é um subespaco vetorial do R3? Se for, qual a dimensio?
15. Considere os seguintes subespacos do R3 :
Wy = {(m,y,z,t) ER4::U—|—y:z—t:()} e Wy= {(x,y,z,t) €R4:m—y—z—|—t:0}.
Determine bases dos subespagos Wi, Wy, WiNWy e Wi+Wo. E correto afirmar que Wi+Wy = R%?

16. No espago Maxa, considere os subespagos
a b Y
Wy = ca,beR e Wy = cx,y €R
(a) Determine bases de Wy, Wa, W1 N Wy e de Wy + Wa.
(b) Exiba um vetor do espago Maxa, que nao pertenga a Wiy + Wh.
17. Seja W = [vl, V3, 113] o subespaco de Ps, gerado pelos vetores
v =1, va=1—t+t* e wg=1-—2t+2t%

(a) Os vetores v1, vz e vz sao LI ou LD?
(b) Determine uma base e a dimensao de W.

(¢) Construa uma base de P, da qual fagam parte os vetores vy e vs.

. . . . . n(n+
18. Mostre que o subespaco Mg das matrizes reais simétricas n X n tem dimensao (2) Qual a

dimensao do subespaco M 4 das matrizes antissimétricas? Lembre-se que:

Mnxn - MS %) MA-
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19.

20.

21.

22.

23.

Seja V = My xn, n > 2, 0 espaco vetorial das matrizes reais n x n.

(a) Quantos vetores (matrizes) simétricas LI um subconjunto de V' pode ter?

(b) E possivel uma base de V ser construida a partir de um subconjunto de V, de matrizes

simétricas?

Sejam Wi e Wa os subespacos do R3, ilustrados na Figura 5.2, em que R? = Wy 4+ Ws. Verifique
que By = {(1,0,0),(0,1,0)} e B» = {(1,1,0),(0,0,1)} sao bases de W, e Wy, respectivamente, e,

ainda assim, B = B; U By ndo é uma base do R3.

Se Wi = {(:B,y,z) ER3:x 42y + 2= 0}, encontre um subespagco Ws, de dimensao 1, tal que
R3 = Wy & W,. Por que dim W5 deve ser igual 17

Mostre que qualquer espago vetorial de dimensao n = 3 é a soma direta de trés subespagos.

No espago M, xn, das matrizes quadradas de ordem n, sejam Wj o subespaco das matrizes com

diagonal nula e W5 o subespago das matrizes diagonais. Mostre que:
Mnxn =Wy @ Wy

e, com auxilio da férmula, dim M, «, = dim W7 + dim W5, calcule dim W7 a partir de dim Whs.

5.4.1 Mudancga de Base

Nesta Secao construiremos uma matriz quadrada n X n para relacionar as matrizes coordenadas

[v]g e [v]g de um dado vetor v, em relagdo as bases B ¢ B’ de um espago vetorial n-dimensional V.

Como ilustracdo, seja V = R? e fixemos as bases ordenadas:

B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} = {uy,us us}
B'= {(1, —1, 2) y (O, 1, 1) s (1, 3, 0)} = {01,02’1)3} .

Expressando cada vetor v; da base B’ como combinacao linear dos vetores u; da base B, encontramos:

vp=1-u;+(—1) ua+2-us
vo=0-ur+1-us+1-us
vg=1-u1 +3 -us+0-us.
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e com os coeficientes das combinagoes llineares, construimos a matriz de mudancga de base:

1 01
e =1 -113
2 10

e, , . . B
cuja j-ésima coluna ¢é [v;];. Como o préprio nome sugere, a matriz de mudanga de base [I ] 5 estabelece
a relagao entre as coordenadas de um dado vetor v nas duas bases. Por exemplo, se v = (2, —4,6), um

célculo direto nos da:

v=2-u+(—4) - us+6-u3 e v=2-v1+2-v2+0-0

e temos:
2 2
MB =1 —4 e [v] B = | 2
6 0

Por outro lado, usando as matriz de mudanca de base, obtemos a relacao:

vl = [ - [v]s-

Um célculo similar nos conduz a seguinte relagao:

wlg = (15 - [vlg-

/

. L opss . B, . , . B
Também é fécil comprovar que a matriz [I } 5 € invertivel, com inversa [I ]

B isto é:

B’ B
s - [ =15
Em um espacgo vetorial V, de dimensao n, fixamos duas bases ordenadas:

B={vi,v9,...,v,} e B ={wi,we,...,w,},

e escrevemos cada vetor w; da base B’ como combinacao linear dos vetores vy, v, ..., v, da base B:
n
w; = a1;v1 + agv2 + -+ + anjvp = E ai;vi, j7=12,3,...n.
=1

A matriz:

aix a2 -0 aly vt Qin

a1 Q22 - Q25 - A2n

Gpl Ap2 *++ Gpj - Gpp
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cuja j-ésima coluna é [vj]B, j=1,2,3,...n, é conhecida por matriz de Mudang¢a de Base (mudanga da
base B’ para a base B) e relaciona as matrizes coordenadas [v] B € [v] 5 de um dado vetor v de V' nas

duas bases ordenadas B e B’, por meio da identidade:

[U]B = [I]g, - [v] B (5.13)

Se x1,x2, -+ ,xy sa0 as coordenadas do vetor v na base B e y1,ys, - - - yn as coordenadas do mesmo v na

base B, temos a relagdo (5.13) na forma explicita:

T ailp a2 -+ Qaiy . Qlp n
e | 510
T, Gni Gng -+ Gnj -+ Gpp Un
Procedendo de forma similar, chegamos a relagao:
g = [1]5 - - (5.15)

EXEMPLO 5.4.26 No espago Ps [t] dos polinomios de grau < 3, sejam as bases ordenadas:

B={1,t,2,¢*} e B={-1,1+tt* 2t}

/

(a) Encontrar a matriz de mudanga [I]g .

(b) Sabendo que [v]g = ( 2 -1 3 1 ), encontrar o vetor v.

(a) Expressando os vetores de B’ como combinagao linear de B, encontramos:
~1 =(-1)-1+4+0-t+0-t2+0-83
1+t =1-1+1-¢t4+0-¢>+0-13
2 =0-140-t+1-t2+0-¢3
2 —t3 =0-142-t+0-t24+(-1)-83

e assim, obtemos:

-1 1 0 O
y 0O 1 0 2
B
[I]B =
0O 01 0
0O 0 0 -1
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(b) Usando a relagao (5.14), obtemos:

110 0 2 3
. 0 10 2 1 1

g =1z Vg = =
5= U - lls 0 01 0 3 3
0 00 —1 1 1

e, portanto, v = (—=3) - 1+ 1-t+3 -2+ (=1)#3 = -3 + ¢ + 3t — 3.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 5.7

1. Em R3 considere as bases

B={(1,1,1),(-1,1,0),(1,0,-1)} e B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

B/

P [I]g, e verifique que [I]Z ° [I]B = I3.

(a) Encontre as matrizes de mudanga de base [I]

(b) Determine as coordenadas do vetor v = (1,2, —1) nas bases B e B'.
2. No espaco dos polindmios Py considere as bases
B={L1+tt*} e B ={2,—t1+¢}.

(a) Encontre as matrizes de mudanga de base [I ] gl e [I ] g, e verifique que [I ] g, ° [I ] s =13

(b) Determine as coordenadas do vetor v = t2 +t — 2 nas bases B e B'.

3. Determine [v], sabendo que as coordenadas do vetor v do R? na base B e a matriz de mudanca

[I ]Z sao dadas, respectivamente, por:

—1 1 1 0
Ws=| 2 | e Up=|0 -1 1
3 1 0 —1

4. No espaco P3, dos polinomios de grau < 3, considere a base B = {1,t,t2 t3}.

(a) Se f(t)=(1- t2)2, mostre que B’ = {f'(t), f"(t), f"(t), f*(t)} ¢ uma base para Ps.

(b) Determine a matriz [I] Z de mudanca de base de B’ para B.
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5. Sejam B = {(1,0),(0,1)} e B’ = {v1,v2} duas bases do R%. Determine v; e vz, de modo que

, 11
e =
1] s

6. MATRIZ DE ROTACAO Seja B = {e1, e} a base candnica do R? e deixe-nos representar por B’
J ) p p

a base {v1,v2} obtida rotacionando a base B, de um angulo 6, como ilustra a Figura 5.4.

yl

rEam oo

Figura 5.4: Rotacao de um angulo 6.

Dado um vetor v = (x,y) do R?, temos que

X

S
=
oy

V=x-€+Yy-e=T -0V +7Y- U= =

<

Y

B
B

e, como combinagao linear de vy e v9. Observando a Figura 1.2, vemos que

Para encontrar a matriz de mudanca de base [I ] devemos expressar os vetores candnicos e e

e; = (cos®)v; — (senf)wvy
ez = (senf) vy + (cosh) vy
e, consequentemente,
B cosf senf
[I] B —

—senf cos6

Assim, temos a relac@o entre as coordenadas (x,y) e (Z,7)

8l

cosf senf T T =xcosf+ ysenb
- & (5.16)
—senf cosf Y y=—xsend + ycosf

<Y
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Por exemplo, efetuando uma rotagao de § = 7/3, a matriz de rotagao é

[I]B: /2 V3/2
o —V3/2 1/2

e as coordenadas do vetor v = (2,4) na nova base é, portanto,

8|

/2 V3/2 2 1+2V3
—/3/2 1/2 4 2—-4/3

<

Resolva o sistema (5.16) para expressar e y em fungdo de T e § e obtenha:

x =Tcosf —ysenf B cos) —send

)
—
~
i
I

y==Tsend + ycosl senf)  cost

7. A matriz

—_
|

—_

[\

—_

[\)
|

[

pode ser uma matriz de mudanca de base?
8. Se B={(1,2),(—2,4)}, encontre a base B’ do R?, tal que:

-1 4
-5 1

9. Seja B = {v1, vy, v3} uma base de um espago vetorial V', de dimensao n = 3.

(a) Verifique que B’ = {v1,v1 + v9,v1 + v2 + v3} € uma base de V.

(b) Encontre a matriz de mudanga [I ]g e verifique que esta matriz é triangular superior.
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5.4.2 Extraindo uma Base do Conjunto Gerador

Seja A = |v1,v9,...v,|, v; € R™ uma n x k matriz e seja Ag a matriz |v], v}, ..., v:|, reduzida

J 9 9 y Y7 9 .] 12> Y2 ' Ykl

linha) de A A forma escalonada. As colunas de Ag que contém o primeiro elemento ndo nulo (elemento
q p

pivd) de uma linha nao nula, recebe o nome de coluna-pivé.

LEMA 5.4.27 Com a notagao descrita, temos:

k k
Z)\j’l}j =0& Z)\jv}‘ =0.
j=1 j=1

Prova:  Decorre do fato dos sistemas homogéneos
A-X=0 e A"-X=0
possuirem as mesmas solugoes. H
LEMA 5.4.28 As colunas-pivé de Ag sao vetores LI do R™.
Prova:  Se as colunas-pivo v}, v3, ..., vy, de Ag fossem LD, existiria um indice j, 1 < j <m, tal que:
v; = A7+ Aus 4 Ajo1vig. (5.17)

Se o elemento-pivo 1 da coluna v}‘ ocorre na ¢—ésima linha, entao todos os elementos da i—ésima linha

das colunas v7,v3,...,v; sao nulos e isto contradiz (5.17). N

LEMA 5.4.29 Uma coluna vy, 1 < ¢ < k, que nao contem um pivd, jaz no subespago gerado por

* * *
v, V5, ., U
Prova: Seja B a matriz de ordem n x (i — 1), cujas colunas sao v}, v3, ..., v} ;, e deixe-nos considerar
o sistema:
_ *
B-X =uv;. (5.18)
Se X = (A1, A2,...,\i—1) é uma solugao do sistema (5.18), entao:
i—1
* ¥
v; = E AU,
=1
isto é, v € [Uf, V3, ... ,fuf_l]. A matriz B estd escalonada e o sistema (5.18) s6 nao terd solugao se a

matriz B possuir alguma linha nao nula, na qual algum elemento da coluna v} é nao nulo. Este elemento

nao seria um pivo de v}, o que seria uma contradicao. W
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TEOREMA 5.4.30 Se v}, v}, ...,v} s@o as colunas-pivé da matriz Ag , entao B = {vi1,vi2, ..., vik}

é uma base do subespaco gerado [vﬂ,vn, e vik].

Demonstracao:  Basta observar que:

(a) {vfz"l,v;;, e v;‘k} ¢ um conjunto de vetores LI.
(b) De (a) e do Lema 5.4.27, resulta que os vetrores vj,, vi,, . . ., v, sao LI
(c) O conjunto {vj,,vi,,..., v} gera o subespaco [vi,va,...,v;]. W

5.5 Revisando o Conteudo

1. Se {u,v,w} & um conjunto LI, o que dizer do conjunto {u + v + 2w, u + v,u — v — w}? E o conjunto

{u+v—3w,u+v,u+3v—w} é LI ou LD?

2. Mostre que W = {(z,y) € R? : cos (z + y) = 1} ndo ¢ um subespaco vetorial do R?. Idem para o
subconjunto U = {(z,y, 2) € R : sen(z + y + z) = 0}. Note que em ambos os casos o vetor nulo

pertence ao conjunto!

3. Um corpo F é um espago vetorial de dimensao 1 sobre F. Exiba uma base de F. Sobre R o corpo

C dos nimeros complexos é um espago vetorial de dimensao 2. Exiba uma base.
4. Mostre que [v1,va,...,v;] € 0 menor subespago de V' contendo os vetores vy, va, . .., Ug.

5. Se W1 e Wy sao subespagos vetoriais de V', mostre que Wi U Ws é um subespaco vetorial de V' se,

e somente se, W1 C Wy ou Wy C Wi.
6. Mostre que os seguintes subespacos do R?* coincidem:

Wi =1[(1,2,-1,3),(3,6,3,-3),(2,4,1,0)] e Wa=[(1,2,-4,9),(2,4,—4,10)].

7. CONSTRUINDO UMA BASE DE W; + W, Sejam Wj e W5 subespacos vetoriais de V' e suponha que

dim Wy = 3 e dim Wy = 4. Dada uma base B = {wy,ws} de W1 N Wa, complete B com um vetor
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

u1 de W1, para formar uma base de W1, e com os vetores v e vo de Wo, complete B a uma base
de Ws. Mostre que

B/ = {w1>w27 ’LL1,’U1,’U2}

é uma base de W; + Wj. Conclua que dim (W; + Wy) = dim Wi + dim Wy — dim (W7 N Wa) .

. Mostre com um exemplo que se By e By sao bases de W7 e Wa, respectivamente, a uniao B1 U By

pode nao ser uma base de W7 + Wh.

. Se Wy e Wy s@o subespagos de V, tais que dim W7 + dim Ws = dim V, é correto afirmar que

V = Wi & W57 Se nao, ilustre com um contra-exemplo.

Se B = {v1,v2,...,v,} € uma base de certo espaco vetorial V' e k é um niimero inteiro entre 1 e

n, mostre que V = [111,’1}2, . ,Uk] P [vkﬂ,ka, el vn].

Considere os seguintes subespacos do R3 :

Wi =A{(z,y,2) 2,y €eR}, Wo={(z,y,2):2=y=0} e Wz={(z,9,2):x+y+2=0}.
E verdade que Wi + Wy =W, + W3 = Wa + W3 = R3? Em qual dos casos a soma é direta?

Seja V' um espago vetorial de dimensao n = 7 e sejam W; e Wy subespagos de V, tais que

dim Wi = 4 e dim W5 = 5. Determine os possiveis valores para dim (W; N Ws).

Sejam Wi e W subespacos do R3, tais que dim W7 = 1, dim W5 = 2 e o subespaco W; nao estd
contido em Ws. Mostre que R? = W; @ Wh.

Determine uma base do subespago W = {p € Py : p/ (t) = 0}.

x
No espaco vetorial V' das matrizes Y , T,Y, 2 € R, considere as bases
z
0 1 00 , 10 11 11
B = ) ) e B = ) b
0 0 0 0 01 00 00 01
. B B

Encontre as matrizes de mudanca [I ] 5 € [I ] B
Em um espaco vetorial V', mostre que os vetores vy, va, ..., v, sao LD se, e somente se, para algum

indice k, 2 < k < n, o vetor vi jaz no subespaco [vl,vg, . ,vk_l].
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RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.0

1. O conjunto N nao é um corpo, porque nao contém o nimero zero. Embora o conjunto Z contenha

o niimero zero, ele também nao ¢ corpo. Note que 2 € Z, mas, 271 = 1/2 ¢ Z.

2. Sim, o conjunto Q das fragdes m/n, com m e n nimeros inteiros e n # 0 é um corpo. E claro que

0e1estdo em Q e dados © =m/n e y = p/q em Q, entao:

(a) =" x_lzﬁ,m;ﬁo, estdo em Q.
n m

(D) gy P _TEETR o m o p_mp
n q nq n q nq

Para justificar que o conjunto I dos irracionais ndo é um corpo, basta observar que 0 € I. (zero é

um numero racional).

3. Observando que 0 =0+0-+v2 e que 1 =1+ 0-+/2, vemos que os nimeros 0 e 1 estdo em F. Se
r=a+bv/2ey=d +2estdo em F, entdo:

(a) s+y=a+by/2+d +¥V2=(a+ad)+(b+V)V2 €T, porque a+a e (b+ ) estdo em Q.
(b) z-y=(a+bV2) - (a/ +VV2) =ad +2bV + (abl +a'b) V2 =1+ sy2 €F.

(r =ad + 2bb e s = ab/ + a'b)
(c) —z = (—a) + (~b) V2 € .
(d) a7t = (a+bv2) " =a(a®=2%) "+ |(-b) (- 2?) [ V2 =r+sV2€F,

(r=a(a® - 2b2)71/ es=—b(a®— 2b2)71)

4. Sendo F um corpo, entdo 0 e 1 estdo em F e dados m e n nimeros inteiros, com n # 0, entdo
m, —m e 1/n estdao em F e, portanto:
m 1
—=m-—€F, Vm,ne€Z,n#0.
n n

5. Dado um numero z no corpo F, considerando que F é fechado em relagdo a soma e ao produto, isto

é, soma e produto de nimeros de F continuam em F, deduzimos que as poténcias x2, 23, =%, ...

e, consequentemente, os nimeros, a, - " + a,_1 - 2" 4 bar ag estao em F. Por outro
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lado, q (z) = bypa™ + byy_12™ L+ -+ + b1z + by estando em F e sendo nao nulo, entio ¢ (SU)_l (o

inverso multiplicativo) estd em F. Logo,

Anx" 4 ap_12" L+ -+ a1z + ag
b @™ + by—1z™ L+ - 4 bz + by

= (an2" + ap—12" '+ +az +ag) - q (z)"' eF.

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.1

1. Embora o vetor nulo 0 = (0,0) esteja no conjunto V', o simétrico de dado vetor de V' pode nao
estar em V. Por exemplo, v = (0,1) estd em V, mas, —v = (0, —1) ndo. O conjuntoV nao é um

espaco vetorial.

2. Se ao menos uma das propriedades (EV1)-(EV8) for violada, fica caracterizado que o conjunto (no
caso o R?) com as operagoes indicadas ndo ¢ um espaco vetorial. Considerando v = (1,1), e

usando as operacoes indicadas, vemos que
v+ (—'U) = (17 1) + (_17 _1) = (07 _1) 7é 0
e isso viola a propriedade (Ev4).

3. Q nao é um espaco vetorial sobre R, porque o produto Av, com A € R e v € QQ, pode nao pertencer

ao conjunto Q (por exemplo, A =+v2e v =1= Av ¢ Q). Sim, R é um espaco vetorial sobre Q.
4. (a) Consequéncia direta da propriedade (EV4): v+ (—v) = 0.
(b) Sendo u + v = u + w, segue das propriedades (EV1)-(EV8) que

(—u)+u+v = (—u)+u+w<e[(—u)+ul+v

= [(~u)+ul+we0+v=0+wev=uw.

5. O vetor w procurado é precisamente v — .

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.2

1. Efetuando o cédlculo, obtemos:

AB = -1 0 -1 | =
-1 2 1 -2 1 -3
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Neste caso, o produto BA nao é possivel, porque o nimero de colunas da matriz B nao é igual ao

10 0 1
numero de linhas da matriz A. Se A = e B= , entao:
10 10
0 1
AB = e BA=
0 1 10
e temos AB # BA.
1 -1 1 a 0 0
2.(@B'=0 0 1 b)C=10 b 0
3 -1 2 0 0 ¢
3. Se A = (aij),,un € A= (Dij),xpn> e0tdo A+ B = (ai; + bij),, ., € portanto,
(IA + B)t = [xaji + bji]nxm =x [aji]nxm + [bji]nxm =z A + Bt.
) . C a b a v ~
Para comprovar a propriedade (AB)" = B* A", sejam A = e B= . Entao
c d d d
aa' +bc  ab + bd' aa' +bc dc+dd
AB = = (AB)" =
dc+dd be+dd abl +bd" b+ dd
Por outro lado,
BiAl — a a ¢\ _ aa' +bd dc+dd _ (4B
bod b d abl +bd b+ dd
4. (a) tr(B)=3 e tr(C)=a+b+ec.
(b) Sejam A = (a1j),,,, € B = (bij),,,,, de modo que A+ B = (a;; + bij),,..,, -
(i) tr(A-l—B) = Z (aii +bii) = Z a;; + Z by =trA+trB.
i=1 i=1 i=1
n n
(ii) 24 = (zayj),,,, = tr(zA) = > (zay) =x- ) a; = vtr A.
i=1 i=1
(iii) Os elementos diagonais de A e A’ sdo iguais e, sendo assim, tr A = tr (A4") .
. a b a b -
(iv) Se A= e B= , entao
¢ d d d

aa’ +bd  ab + bd , . ,
AB = = tr(AB) = aa’ +bc +b'c+dd.
adc+cdd be+dd



5. ESPACOS VETORIAIS 225

Por outro lado,

da+bc a'b+bd , , , ,
BA = =tr(BA)=da+bc+bc +dd=tr(AB).
ac +cd  bc +dd

5. A matriz quadrada que é, ao mesmo tempo, simétrica e antissimétrica é a matriz nula.

a b
6. O item (a) ¢ trivial! Para o item (b) considere B = e admita que AB = I. Entao
c d
1 2 a b 10 a+2b b+2d 10
= S =
01 c d 0 1 c d 0 1
e daf resulta o sistema
a+2c=1
b+2d=0
c=0
d=1
~ -2
cuja soluggo ¢ a =1, b= -2, c=0ed = 1. Logo, B = . Comprove a resposta,
0 1
calculando AB e BA.
0 1 1 1
7. (a) A= e B= tem indice de nilpoténcia k = 2.
0 0 10

(b) Temos A*¥ = 0 e usando a propriedade (At)k = (Ak)t, obtemos o resultado.

a b
(c) Considere A = e usando A? = 0, deduza que a = b = ¢ = 0.
b ¢

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.3

1. O vetor nulo 0 = (0,0,0) ndo estd em W.

2. O vetor nulo 0 = (0,0) estd em W, porque 0 =a-0+b-0. Se u = (z,y) e v = (2/,y') estdo em
W e A é um escalar, entdao Au+v = (Ax + 2/, \y + ') € W, porque
a- ()\I+I,) +b- ()\y+y') = Mazx + by) + (am'—f—by') =0.
—_——

———
=0 =0
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3. Note que um vetor (z,y, z) estd em W se, e somente se, z = 0. Assim, 0 = (0,0,0) estd em W e

dados u = (z,y,0) e v = (2/,4/,0) em W, entao

M+v=Az+2 \y+y,0) e W, VIeR.

4. Nao! O vetor nulo 0 = (0,0) nao estd em W.
5. Temos que 0 € Wy e 0 € Wy, porque Wi e Wy sdo subespagos de V' e, portanto:
0cWinNnWy, 0=0+0cW;+Wy e (0,0) W x Ws.

(a) Se u,v € W1 N Wy e A é um escalar, entdo A\-u+v € Wi e A-u+ v € Wy e, portanto,
Aru+veW N,

(b) Se u,v € Wy + Wa e A é um escalar, entdo v = uy + uz, v = vy + v, com uy,v; € Wy e
ug, v9 € Wa. Logo,

Au+v=ANur+v1)+ (A ug+v2) € Wy + Wa.

(c) Se u,v € Wi x Wa e A é um escalar, entdo u = (uy,u2), v = (v1,v2), com uy,v; € Wi e

ug, v9 € Wa. Logo,
Autv=Aup, Aug) + (v1,v2) = (A -ug + v, A ug +v2) € Wy x Wa.
(d) Considere os seguintes subespacos do R? :
Wi={(z,0):zeR} e Wi ={(0,y):y€R}.

temos que u = (1,0) e v = (0,1) pertencem a W7 U Wy e, contudo, u + v ¢ W1 U Wa. Isso

mostra que W71 U W5 nao é um subespaco do R2, embora Wi e W5 o sejam.

6. Deve-se mostrar que 0 € W (isso é ¢bvio, porque tr0 = 0) e que AA + B € W, sempre que
A, B € W. No Exercicio 1.2N provamos que tr (AA+ B) = Atr A+ tr B e como tr A = tr B =0,
segue que tr (A + B) = 0 e, portanto, AA+ B € W.

00
7. Considere os vetores A = e B= . Temos que det A = det B = 0 e, contudo,

00 01
det (A+ B) # 0. Conclua que A, Be W e A+ B¢W.

8. O vetor A estd em W e o vetor B nio.
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9. O vetor u = (2,2) estd em W, mas, o simétrico —u nao.

10. Primeiro, note que 0 € W e, portanto, W nao é vazio. Considere dois vetores (polindmios) p e ¢

em W e mostre que (A-p+¢q) (0)=2(A-p+q) (1) e deduza que A -p +q € W.

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.4
1. Escreva
(1,1,2,-1) ==«-(1,0,0,0) +y - (0,1,1,0) + z - (0,0,1,0) + ¢ - (1,0,0,1) = (z + t,y,y + 2, 1)
ededuzaque x =2, y=1, z=1et=—1. Assim, v = 2v1 + v9 + v3 — V4.

2. Um vetor de W é da forma

0 1 0 0 10 z x
v =1xv1 + Yvy + 203 =T - +y- +z- =
0 0 0 1 10 z Y
Assim, vemos que
a b
W: .a=2=¢
c d

3. (a) Temos v € W se, e somente se, v =z - (1,0,0) +y - (1,0,1) = (x + y,0,y). Assim,

W ={(z,0,2) : z,z € R} (o plano zz).

(b) O plano = —y + 2z = 0.

4. Um vetor v = (x,y,2) estd em W se, e somente se, x +y + z = 0. Comprove que os vetores

v = (1,—1,0) e v = (0,—1,1) geram W.
5. O subespaco W & constituido das solugoes (z,y, z,t) do sistema homogéneo

xr—y=20
z—1t=0,

cuja matriz dos coeficientes
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ja estd na forma escalonada. Temos p (A) = 2 e considerando x e z varidveis livres, construimos

os vetores bésicos v; = (1,1,0,0) e va = (0,0,1,1). Assim, W = [v1,v9] .

O resultado pode ser obtido trabalhando diretamente nas coordenadas. De fato, um vetor genérico

de W é da forma

U = (:U?:L" Z7 Z) = (':L"':E7 07 0)+(0707 Z’ Z)
= 2(1,1,0,0) + 2 (0,0,1,1),

de onde resulta que W =[(1,1,0,0),(0,0,1,1)].

2.

6. E suficiente provar que todo polindmio de grau < 3 pode ser escrito como combinacao linear dos
polinémios 1, 1 —¢, (1 — t)2 e (1- t)3. Verifiquemos que existem constantes x1, z2, 3 € x4, tais

que ag 4 art + agt? + ast® = x1 + 9 (1 — ) + 23 (1 — t)> + 24 (1 — £)°. De fato, se

ap+ art + ast? +agt® = i+ ay(l—t)+as(l—t)7 +aa(1—1t)°

=z + 2o+ 23+ 24 — (T2 + 223 4 3x4) t + (23 + 334) 17 — 24t
e igualando os coeficientes, encontramos o sistema

T1+ 22+ 23+ T4 = ag
—x9 — 213 — 314 =
T3 + 3x4 = ao

—X4 = Q3

cuja solugao é x4 = —as, r3 = as + 3as, xo = —a1 — 2a9 — 3a3 e r1 = ag + a1 + az + as.
7. Dado v um vetor de V, entao:
V= 21V1 + TV + T3V3 + - - + TRk
e sendo vetor v; combinacao linear dos demais, entdao v; = yova + y3vs + - - - + Yvk. Logo,

v o= I (y2'U2 + y3vg + -+ ykvk) + xov9 + x3v3 4+ - - - + TLUE (5.19)

= (z1y2 + x2)vo + (1y3 + x3) v3 + - - + (T1Yk + Tk) V-

O que vemos em (5.19) & o vetor v escrito como combinagao linear dos vetores ve, vs, ..., vg. Logo,

o espago V é gerado por {ve,vs,..., U} .
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8. O subespago W, gerado por vy, v € vs, é:

0 b+c
W = a a—2>b ta,b,ceR.
b 0

Tente escrever o vetor v como combinacao linear dos vetores wi,vs e v3 e conclua que o vetor v

nao pertence ao subespago gerado [v1, v, v3] .

9. (a) Escalonando a matriz geradora de W chegamos a matriz:

1] 0o -1
0 1 2

0 0 O

e vemos que S = {(1,0,—1),(0,1,2)} é um conjunto gerador de W. O vetor v = (]}, 2, —2)) estard

em W quando existirem escalares x e y, tais que:
v=(A2,-2\)=2-(1,0,-1)+y-(0,1,2) = (z,y,—z + 2y) & A = 4.
(b) Verifique se existem escalares z e y, tais que v =z - (1,0,—1) +y - (0,1, 2)

10. Escalone as matrizes geradoras e conclua que ambos os subespagos sao gerados pelos vetores

v = (1,0,—-2) e vy = (0,1, —1).

11. Considere, por exemplo, W7 = [(1,0, 1)] e Wy = [(O, 1, 1)]

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.5

1. Considere os subespagos W1 = {(0,0,2) : z € R} e Wy = {(z,y,0): 2,y € R} e mostre que (i)
WiNWy={0} e (ii) R® =W+ W. Dessa forma, teremos R? = W, & W.

2. Sejam Wy = {A € Moyo : A= At} e Wy = {A € Moy : A= —At} os subespacos das matrizes
simétricas e antissimétricas, respectivamente. A matriz A que €, ao mesmo tempo, simétrica e
antissimétrica ¢ a matriz nula A = 0, isto ¢, W; N Wy = {0}. Por outro lado, dada uma matriz A

de ordem 2 x 2, temos

A=1(A+A4)+5(A-4Y.

simétrica antissimétrica
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3. Proceda como exercicio precedente e comece mostrando que a unica fun¢do que é, ao mesmo

tempo, par e fmpar é a fungao identicamente nula. Depois, note que

f@)=3(f @+ f(-2)]+3[f () = f(-2)].

Ve
par fmpar

4. Sejam Wi = [(1,0,0)] e W2 = [(1,1,0),(0,1,1),(1,0,-1)] = [(0,1,1),(1,0,—1)], j& que
(1,1,0) = (0,1,1) + (1,0, —1).

Se v € W1 N Ws, entao

veW; =v=2x(1,0,0)=(z,0,0)
veEWr=v=y(0,1,1)+2(1,0,-1) = (z,5,y — 2)

e da relagao (z,0,0) = (z,y,y — 2z) resulta x = y = z = 0 e, portanto, v = 0. Por outro lado, dado

v = (z,y,2) € R3, temos que v € Wy + Wa, porque:

v=(x—y+2)-(1,0,1)+y-(0,1,1)+ (y — 2) - (1,0,—1)

c Wy e Ws
5. Considere os subespagos:
Wi ={(z,y,0) : z,y € R} (o plano zy)
Wy ={(0,0,z2) : z € R} (o eixo 2)
W3 ={(z,0,z) : x € R} (aretaxz =2z, y=0)

Se valesse a Lei do cancelamento, teriamos Wo = W3, o que nao é verdade!

6. A relacao
<$, Yy, T — y) = (:1:7 07 .’L’) + (07 Y, _y)

nos dé uma indicagao de como devem ser os subespagos Uj e Us :

U ={(z,0,z) ;2 € R} e Uy={(0,y,—y):z€R}.

7. Para concluir que M, «, = W7 + Wy, basta notar que:

a1 a2 -+ A1y a1 2-ai2 -0 2-a1, a1 0 0

az1 Gz -+ Qop 1 0 age - 2-ao, 1 2-a21 azpp -+ 0
2

QAnl an?2 cet QApn, 0 0 M Apn 2 * Qpl 2 ©An2 . Ann

A soma serd direta se, e 86 se, a; =0, parat=1,2,...,n.
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8. Temos W7 = [el], Wy = [eg] e W3 = [63], de modo que:

v=(z,y,2) =x-e1+y-ex+z-e3 e W;NW; ={0}, i#j.

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.6

1. Os vetores v = (a,b) e w = (¢, d) s@o LI se, e somente se, o sistema

ar+cy =20
br +dy =0

tem solugao tnica z = 0 e y = 0. Isto equivale dizer que a matriz dos coeficientes tem posto 2. Se
a e b forem ambos nulos, entao os vetores serao LD e ad — bc = 0. Suponhamos, entao, que a seja

nao nulo (raciocinio similar se aplica se b # 0). Escalonando a mariz dos coeficientes, obtemos

a c 1 c/a
A: ~
b d 0 (ad—bc)/a

onde vemos que p (A) = 2 < ad — be # 0. Se preferir, pode usar a Regra de Cramer!

2. Se os vetores u e v sao LD, existem escalares x e y, com um deles nao nulo, tais que xu + yv = 0.
Se, por exemplo, © # 0, obtemos v = (—y/x)v (v miltiplo de v). Reciprocamente, se u for
multiplo de v, entdo existe um escalar A, tal que u = Av e daf resulta v + (—=\)v = 0. O que
vemos na tltima igualdade é uma combinagao linear nula de u e v, com um dos coeficientes # 0.

Veja na Definigao 5.4.1 o conceito de vetores LD!

3. No espago F das fungoes f : R — R, o vetor nulo é a fungado 0, identicamente nula, isto é, aquela

que assume o valor zero em cada t.

(a) Sex-1+y-t =0, consideremos t = 0, para obtermos x = 0 e, em seguida, com ¢ = 1, obtemos
y=0.

(b) Considerando a combinacao linear nula x - sent + y - €2 = 0 e fazendo ¢ = 0, obtemos y = 0;
com t = m/2, obtemos = = 0.

(c) Sex-t+1y-e' =0, entao considerando ¢t = 0 e em seguida ¢t = 1, encontramos = = y = 0.

(d) Sex-t+y-t3=0,entdox-t+y-t3=0-t+0-t3, Vt, eigualando os coeficientes, chegamos
arz=y=0.
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4. Sendo B = {v1,v9,...,v,} uma base, entdo o vetor v se expressa, de modo tinico, como combinagao

linear v = x1v1 + xovs + ... + x,0, € dal resulta:

(=) v+ z1v1 + 2202 + ... + 2KV, = 0. (5.20)
O que vemos em (5.20)? Uma combinagao linear nula, com pelo menos um coeficiente (xg = —1)
nao nulo. Entao os vetores v, vy, vs,...,v, sao LD.
5. (a) dimV = 6.
B 1 0 0 010 0 01 0 00 0 00 0 00
000 ooo/) \ooo/ \1oo0/ \o1o0o) \oo1
(b) dimV = 6.
1 0 0 010 0 01 0 00 0 00 000
B = oool}J,foo0oO01},f0O0O0OY}J,f01TO0]},f01TO0],f10O0°TFO0
0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 01
(¢) dmV =6 (d)dmV =3 (e)dmV =n. (construa as respectivas bases!)
_ 11 0 1
(f) dmV =2, B= ,
1 0 01
6. (a) p1 e pz sd@o LD, porque p2 é€ um muiltiplo escalar de p. (p2 = 2p1)

(b) A partir da combinagao linear nula x - p; + y - p2 + z - p3 = 0, obtemos:
c(t+t3)+2y+2z(1+2t%) = 0
& 4 z4at+ (z+22)t2 =0, W,
& 2y+2=0, =0, x+22=0
& x=y=2=0.
Logo, p1,p2 e p3 sao LI

(c¢) Procedendo como no item (b), encontramos:

c(1+t)+y2+t)+2242 = 0

& z4+2y+(z+y)t+2282=0, W,
& 24+2y=0,24+y=0, 2=0
<~

aj‘:y:z:o
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e os vetores p1,p2 e p3 sao LI.

7. Em primeiro lugar, note que os vetores v; = (0,2,2) e va = (0,4, 1) sdo LI e resta-nos provar que
esses vetores geram o subespago W. Ora, dado v = (0,a,b) um vetor qualquer de W, resolva a
equacao v = x - v + Yy - v2 e encontre x = (—a+5b) /2 e y = (a —b) /4. "Todo vetor de W ¢é

combinacao linear de v; e vg.”

8. Basta mostrar que B é um conjunto gerador de V; X Vs, constituido de vetores LI. Para mostrar

que B gera Vi x Vi, seja (v,w) em Vi X Vo, de modo que v € V] e w € V5 e, assim:

V= TV + ToU + -+ + TV

W= Yrw1 + Yowa + - - - + YpWp

e daf resulta que:
(v,w) = z1 (v1,0) + 22 (v2,0) + ... + zk (Vk, 0) + y1 (0, w1) + y2 (0, w2) + ... + Yn (0, wy,) .
Para mostrar que B é um conjunto de vetores LI, observamos que:

r1 (v1,0) 4+ 22 (v2,0) 4 ... + 2 (V&, 0) + y1 (0, w1) + Y2 (0,w2) + ... + yn (0,wy,) = (0,0)

nos da:
11 + T2 + -+ xpv = 0
yrwy +yowa + -+ ypw, = 0
edairesultax1 =20 = =z =y1=y2=--- =y, = 0.

9. Escalonando a matriz geradora de W, encontramos:

o = OoO O

e, consequentemente, dimW = 3 = p (Ag).
(a) As linhas nao nulas da matriz escalonada Ag formam uma base de W e, sendo assim:

B=1{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1)} e W ={(z,y,2,2):z,y,2 € R}. (5.21)
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10.

b) Segue de (5.21) que um vetor v = (a, b, ¢, d) do R* pertence a W se, e s6 se, ¢ = d. Assim, o
g
vetor v = (2,—3,2,2) estd em W.

(c) W & um subespaco préprio (menor) do que R*, porque dim W = 3 < dim R*.

O processo consiste em excluir (um a um) do conjunto gerador cada vetor que é combinagao linear
dos demais, até que sobrem apenas vetores LI que formarao uma base (veja o Exercicio 13 da
secao Escrevendo para Aprender 5.6). A combinagao linear nula zvy + yvy + zv3 + tvg = 0, nos

conduz ao sistema homogéneo

z+y+z+t=0 (I
—Sr+y—4z-Tt=0 (II)
—4dx—y—>52z—5t=0 (III)

204+ 5y +7z4+t=0 (IV)

e, escalonando a matriz dos coeficientes, chegamos & matriz

0 0 4/3
0 0 -1/3
0 0 0

0 0 0 O

cujo posto é 3 e o grau de liberdade do sistema é GL =4 — 3 = 1. O sistema é equivalente a

100 4/3 - 0 ,
010 —1/3 y 0
= S| y— %t =0
0 0 1 0 z 0
z=0
0 00 0 t 0
e escolhendo ¢t = 1 (varidvel livre), obtemos x = —4/3 e y = 1/3. Com esses valores, a combinagao

linear fica
4 1 4 1
—301 + 302+ 04 =0 = vg =301 — 302
e eliminamos o vetor vy da colecao de geradores. O subespago W é gerado pelos vetorres vy, vo € v3

e para concluir, mostremos que os vetores vy, vy e v3 sdo LI. De fato, consideramos a combinagao

linear nula zv; + yvo + zvs = 0, a qual é equivalente ao sistema:

r+y+z=0 (V)
—Sr+y—4y=0 (VI
—x—y—>5z=0 (VII)
2+ 5y +72=0 (VIII)
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11.

cuja solugdo é x = y = z = 0. Assim, v1,v9 e vg sdo LI e geram o subespaco W, constituindo,

portanto, uma base de W.

FUGINDO DO ESCALONAMENTO Trabalhando diretamente no sistema (I)-(IV), segue de (III)

e (IV) que y + z = t/3 e usando (I), encontramos x = —4t/3. Agora, de (II) e (III), obtemos:
-9 —-92—-12t=0&3z+32+4t=0

e, considerando que x = —4t/3, resulta z = 0. Para obter uma solu¢do nao nula, fazemos ¢t = 3
para chegarmos & solugao:

z=—-4,y=1 2z=0 e t=3.

Assim,

—4vy + v2 + 0vg + 3vg = 0 = vy € [v1,v2,v3].

Para concluir, eliminamos v4 do conjunto gerador e mostramos que vi,vs € vg sdo LI. De fato,
somando (VI) e (VII), encontramos x = —z e usando (V), chegamos a y = 0. Finalmente, usamos

(VIII) e obtemos x =0 e z = 0.

Escalonando a matriz A, chegamos & matriz Ag cujas linhas nao nulas formam uma base de W.

1111 1 0 0 1/2
A 1232 0 [1] 0 1/2
2 5 6 4 0 0 [1] 1/2
2 6 8 5 0 0 0 0

Como p (A) = 3, segue que dimW =3 e B = {(1,0,0,1/2),(0,1,0,1/2)(0,0,1,1/2)} é uma base
de W.

EXTRAINDO UMA BASE POR ESCALONAMENTO Escalonando a matriz cujas colunas sao os

vetrores v1, Vg, U3 € V4, €ncontramos:

—_ = =

2
5)
6
4

W N =

ooHr—n
onw

ot 00 O N
OO =N

0
0
0

e observamos que, na forma escalonada, as colunas 1,2 e 3 contém os elementos pivos destacados

e, portanto, {(1,1,1,1),(1,2,3,2),(2,5,6,4)} ¢ uma base de W, extraida do conjunto gerador.
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12. Temos que dim W; = dim Wy = 2 e o subespago W;+Ws é gerado por {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0),(0,0,1)}.

Escalonando a matriz geradora chegamos a matriz:

0
0
0

Ag =

ooHo
oHoo

Logo, dim (W; + W3) = 3 e, sendo assim, W1 + Wy = R3. Para identificar Wy N W, observamos

inicialmente que:
Wi ={(z,y,z+y):z,y e R} e Wa={(z,2,2) 2,2 € R}
e, consequentemente, v = (1,1, 2) estd em Wi N Wy, Como dim (W7 N Wy) = 1, segue que:

WinWs=[(1,1,2)] = {(z,z,22) : s € R}.

13. Como ilustragao, faremos o item (b). Escalonando a matriz A dos coeficientes, chegamos a matriz:

12 0 1 3
0 0 [1] —-1/2 1

0o 0 0 0 O

onde vemos que p (A) = 2 e o grau de liberdade do sistema é GL = 5 — 2 = 3. Na tabela abaixo

contruimos os vetores bésicos vy, v e vs a partir ds valores atribidos as varidveis livres z, y e z.

x|y |z r S vetor bésico
110|0|-2/5|-1/5] v =(1,0,0,—2/5,-1/5)
0|10 —-4/5]—-2/5|va=(1,0,0,—4/5,—-2/5)
0|01 6/5 | =2/5 | v3=(1,0,0,6/5,—2/5)

14. Temos
Wi =[(1,0,0),(0,1,0)] e Wsy=[(1,0,1),(0,1,-1)].

sendo dim Wy = dim Wy = 2.

(a) O subespago W1 N Ws é o espago solugao do sistema homogéneo

z=0
z—y—2=0
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15.

16.

cuja matriz dos coeficientes A tem posto p (4) = 2. Assim, dim (W7 N Wa) = 1, que é o grau

de liberdade do sistema. Por outro lado:
dim (Wl + Wz) = dim W7 + dim Wy — dim (Wl n Wz) =3.

(W1 N W, & uma reta pela origem e W; + W, coincide com o espago R?)

(b) Para justificar que W1 UW; ndo é um subespaco vetorial do R3 é suficiente exibir dois vetores
u e v de Wiy U Ws, tais que u +v ¢ W7 U W,. Considere os vetores u = (1,0,0) € Wy e
v=1(2,1,1) € Wy. Temos que

u,v € Wi UWs, mas u+v=(3,1,1) ¢ Wy UW,.

Sejam A e B as matrizes dos coeficientes dos sistemas homogéneos que descrevem Wi e Wo,
respectivamente. Temos que p (A) =2, p(B) =1 e, por conseguinte, dim W; = 2 e dim Wy = 3.
(recorde-se que cada sistema tem 4 varidveis e a dimensao do espago solugao é o grau de liberdade
do sistema). O subespaco W71 N Wj é o espago solugao do sistema:

z+y=0

z—t=0 (5.22)

r—y—2z+t=0

com grau de liberdade 1. Assim, dim (W3 N W3) = 1. Temos:

dim (W7 + W3) = dim Wi + dim Wy — dim (W7 N Wa) =4

e, portanto, Wi + Wy = R%. A construcio das bases baseia-se no Exercicio 13 da Secdo 5.6. Por
exemplo, se fizermos z = 1 no sistema (5.22) que define W7 N Wy, encontramos t = 1, y =0 e

x=0eB={(0,0,1,1)} é uma base de Wy N Wha.

(a) As bases By e By de Wi e Wj s@o construidas de forma direta:
10 0 1 10 0 1
Bl = N € 82 = ;
0 1 10 10 0 1
. . . m :E
O subespago W1 N Wy é constituido das matrizes do tipo e uma base desse subespaco
T T
é Bs = . A dimenséo do subespago W7 + W5 é igual a 3 e ele é gerado pelos vetores
1
1 0 1 1 0 01
V1 = , U2 = , U3 = € Vg =
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Note que esses vetores sao LD, porque v; + v2 = w3 + v4, € eliminando, por exemplo, o vetor vy

temos que By = {v2, v3,v4} € base de Wy + Wh.

Y T+ z 0 2 N
(b) Wi4+Ws = cx,y,z €ER 3 eovetorv = nao estda em Wi +Wo.
T4y z 10

17. (a) Os vetores (polindémios) vy, vz € v3 sao LD. De fato:

vl + yve + zv3 = O@x+y(1—t+t2)+z(1—2t+2t2):0, Vt,

& (e+y+a)+(-y—22)t+(y+22)t° =0, ¥,

e da tdltima equagao segue que os coeficientes x, y e z devem satisfazer ao sistema linear homogéneo:

r+y+z=0
—y—22=0
y+22=0

com 1 grau de liberdade (uma varidvel livre). O sistema tem uma infinidade de solucoes e,

portanto, os vetores sao LD.

(b) Sendo w3 combinagao linear de v e ve, pode ser sacado do conjunto gerador, restando v; e

vy geradores LI de W, isto é, B = {v1,v2} € uma base de W e dim W = 2.

(¢) Como dim Py = 3, para formar uma base de Po devemos acrescentar ao conjunto {vy, vy} um
terceiro vetor LI com vy e va. Seja v = a + bt + ct? um tal vetor. Como v e vy sdo LI, para

que v1,v2 € v também sejam LI basta que v nao seja combinagao linear de v1 e va. Ora,

vo= zvity-vev=(z+y)+(-yt+yt
& a+bt+ct® = (x+y)+ (—y)t+yt?
S a=zx+4+y, b=—-y e c=uy. (=b=—c¢)

Se b # —c, entao o vetor v nao é combinagao linear de v e vg e considerando v = 1+t + t2 o

conjunto {v1, v, v} é uma base de Py, contendo os vetores vy e vs.

18. Construa uma base do subespaco Mg das matrizes simétricas e mostre, usando Inducao Finita,
n(n+1)

que dim Mg = 5

. Com o resultado, conclua que:

. n(n+1 n(n-—1
dim My = n? — (2 ): (2 )
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19.

20.

21.

22.

23.

2

Recorde-se que dim V' = n“ e o subespaco Wyg, das matrizes simétricas, tem dimensao %n (n+1).

(a) No maximo gn(n+1) (b) Nao, porque dimV > dim W.

O conjunto

B =B, UBy=1{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(0,0,1)}

nio pode ser uma base do R3, porque dim R? = 3 e o conjunto B tem 4 vetores.

O subespago W é o espago solugéo do sistema x+2y—+z = 0, o qual tem grau de liberdade 2. Assim,
dim W1 = 2 e o subespago Ws que procuramos deve ter dimensao 1. Com a construgao usada no
Exercicio 13 da Segao Escrvendo para Aprender 5.6, temos que B; = {(1,0,—1),(0,1, —2)} é uma
base de W1 e acrescentando a By o vetor v = (0,0, 1) obtemos uma base do R3. Se W, = [(0,0,1) |

¢ o subespaco gerado pelo vetor v, entdo R? = W, & Wh.
Seja B = {v1,v2,v2} uma base de V' e os subespagos: W; = [vl}, Wy = [1)2] e W3 = [1)3].

Dada uma matriz quadrada A = (aij),,,,, considere as matrizes B = (bij),,.,, € C = (¢ij),1sn>

sendo:

bij = ay,seiFjeb;=0, i,7=1,2,3,...n.

Cij = 0, sei#jecii:aii, 1,7 =1,2,3,...n.

Deduza que B € Wy, C € Wy e A= B+ C. Além disso, verifique que W3 N Wy = {0} . Quanto a

dimensao, note que dim Ws = n e, portanto:

dim W7 = dim M,,«,, — dim Wo = n? — n.

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.7

1.

2.

(b | 2/3
@ [fg =] -3 2 -1 (b) [l = (1] o[l = | 4/3
b33 o3
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B

)
(o)}
1
o o
o |
—
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[
—_
— o
~~~
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—
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1 1 1 2
2 2 2

3. Por inversdo, obtemos [/] g, =| 3 3 3 | e portanto, [v]z = 1] g, elulz=1 2
1 1 1 2
2 2 2

4. (a) Sendo f = (1 - t2)2, entao
fl=—at 443, f"=—44121%, =24t e fW =2

e, portanto, B’ = {24, 24t, —4 + 122, —4t + 4t3}. Tendo em vista que dim P3 = 4, é suficiente
provar que B’ é um conjunto com 4 vetores LI. De fato, considerando uma combinagcao linear nula

dos vetores de B, encontramos

0 = 24z + (24z)t + 23 (—4 + 12%) + 24 (—4t 4 4¢%)

& (24xy — 4x3) + (24wy — 4xg) t + (1223) 1% + (4zg) 3 =0

e igualando os coeficientes a zero, encontramos x1 = x9 = x3 = x4 = 0.

(b) Para chegar a matriz [I ]g , de mudanca da base B’ para a base B, iniciamos escrevendo cada

vetor w; da base B’ como combinacao linear dos vetores v; da base B, como na tabela.

B’ combinacao linear de v1, vo, vz € vy B
wy = 24 24=24-v1+0-v9+0-v3+0-v4 | V1 =1
wy = 24t 24t =0-v1+24-v9+0-v3+0-vq | V2 =1

w3 =—-4+12t2 | -4+ 122 = —4- 01 +0-v9+12-v3+0-v4 | v3 =2

wy = —4dt +4t3 | 4+ 42 =0-v1+ -4 v+ 0-v3+4-v4 | vg=13

Assim, a matriz de mudanca [I ]g é:

24 0 -4 0

. 0 24 0 -4

I =

s 4 0 12 0
0 0 0 4

. . . B, .
5. O procedimento para construir a matriz [I ] p € expressar cada vetor u; da base B como combi-
nacao linear dos vetores v; da base B'; as colunas da matriz sao precisamente os vetores coorde-

B
temos:

nadas [u;] . Fazendo vy = (a,b) e vz = (¢, d) e observando a matriz [[] o

(1,0) = 1-(a,b)+ (—1)(c,d)
(0,1) = 1-(a,b)+2-(c,d)
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de onde resulta a =2/3, b=1/3, c=—1/3 ed=1/3. Logo, v; = (%, %) e vy = (—%, %) )

6. O sistema (5.16) é:
T=uxcosf+ysenf (I)
y=—xsenf +ycosh (II)

(i) Multiplicamos (I) por cosf e (II) por —sen# e somamos membro a membro, para obter

Tcosl —ysenl = x.

(ii) Multiplicamos (I) por sen@ e (II) por cosf, somamos membro a membro e obtemos
Tsenf +ycosh =y.

Dai resulta

T cos) —send cosf —senb

8
%
|

Y senf) cos6 senf) cos6

<

7. Nao, porque a matriz A nao é invertivel. Note que det A = 0.
8. B ={(-11,18),(2,12)}.

9. Veja que as entradas da matriz de mudanca de base [I ] B

e, por esta razao, ela é triangular superior.

111
e =1 o1 1
000

REVISANDO O CONTEUDO

1. O conjunto {u + v + 2w, u 4+ v,u — v —w} é também LI. De fato, a equagao vetorial

z-(u+v+2w)+y-(ut+v)+z-(u—v—w)=0

241

B abaixo da diagonal principal sao nulas

nos conduz a solucao x = y = z = 0. Procedimento similar pode ser utilizado para testar se o

conjunto {u + v — 3w, u+ v,u+ 3v — w} é LI ou LD.
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. O vetor v = (7, ) estd em W, enquanto $v = (/2,7/2) ¢ W, ji que cos (7/2 + 7/2) = —1. Para

verificar que U nao é um subespago vetorial, considere o vetor w = (7/2,7/2,0) de U e note que

1

5w nao pertence a U.

. O conjunto B = {1} é uma base do espaco vetorial F. O conjunto B’ = {1,i} ¢ uma base do

espaco C, quando considerado um espacgo vetorial sobre R. Olhando C como espaco vetorial sobre

C, uma base ¢ B = {1}.

. E claro que cada vetor vj, j = 1,2,...k, jaz no subespago [vl,vg,...,vk]. Se W é qualquer

subespaco de V' contendo os vetores vy, ve, ..., v, entao as combinacoes lineares
AV F Ao v+ A g

estao em W e, consequentemente, [vl, V9, ... ,vk] cw.

. Se, por exemplo, W; C Ws, entao W7 U Wy = W5 e nada hd a demonstrar. Por outro lado,

suponha que W; U W5 seja um subespaco e que nenhum deles esteja contido no outro. Escolha v
e v9, de modo que

(NS Wl\WQ e V€ Wg\Wl.

Note que vy, ve € W1 UWs e, portanto, v +ve € W1 UWs. Ocorre que vy +ve & Wi e vy +vg ¢ Wo

e isso faz com que vy + v ¢ W1 U Wa.

. Na forma escalonada, as matrizes geradoras tém posto igual a 2, com linhas ndo nulas iguais.

. Mostremos que B’ = {wy, ws,u1,v1,v2} € uma base de Wy 4+ Wha.

(a) Ja sabemos que {wy,ws,u1,v1,v2} gera o subespago Wi + Wh. (veja o Exemplo 5.3.14)

(b) Para mostrar que B’ = {w1, we, u1,v1,v2} € um conjunto de vetores LI, suponha que
T1- w1 +To- w2 +xur+y1-vr+y2-ve =0.
onde x1,x2,x,y1 € yo sao escalares. O vetor
V=21 w1 +X2 w2+ T U= —Y1-V1 — Y202
estd em W7 N W5 e, portanto, existem escalares tq e s, tais que

V= —Y1-v1 — Yo -v2 =11 - wy +lg-wo
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10.

11.

e, portanto:

Y1 -v1 +y2-v2+t1 - wy + a2 we =0.

Como os vetores w1, ws, v1, V2 sao LI, segue que y1 = yo = t1 = to = 0 e, consequentemente,

v=0e, assim, z1 = x2 =x = 0.

. Considere os subespacos W1 = {(z,y,0) : z,y € R} e Wa = {(z,y,z —y) : x,y € R}, com bases:

B ={(1,0,0),(0,1,0)} e By=1{(1,0,1),(0,1,-1)},

respectivamente. Ressaltamos que Wy + Wy = R? e que By U By ndo é uma base de Wp + W.

. Nao. Considere no espaco R? os subespacos Wy = {(z,y,0) : z,y € R} e Wa = {(z,2,0) : z, € R}.

Temos que:

dimW; +dim Wy =2+ 1 = dimR3

e, ainda assim, o espaco R? nao é soma (e muito menos soma direta) de W e Ws. Note que

Wi+ Wa = W7.

Se W7 = [Ul,vg,...,vk] e Wy = [vk+1,vk+2,...,vn], entao dimWj; = k e dimWy = n — k, de
modo que dim V = dim W7 4+ dim W5. Por outro lado, dado v € W7 N Wy, temos:

V=101 + ToV2 + ... + TRV = Th41Vk+1 + Th42Vk42 + ... + TpUp
e daf resulta
101 + X2V + ... + TV, — Th1Vk4+1 — Tht2Vk42 — - - - — TpUp = 0.

Logo, x1 =29 = ... = T} = T41 = ... = T, = 0 e, portanto, v = 0. Assim, W3 N Wy = {0} e

teremos V = W7, @ Wh.

Note que Wi e W3 sao planos e, portanto, de dimensao 2, enquanto Wy é uma reta (o eixo z).

Nenhum dos planos Wy ou W3 contém a reta W5 e isto nos da:
Wi aWy=R> e W3@W,=R>

Finalmente, a soma W; + W3 = R3 ndo ¢é direta, ja que Wiy N W5 = [(1, -2, 1)] e, portanto,
dim (W1 N Wg) =1.
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12.

13.

14.

15.

16.
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A partir da relacgao
dim (W1 N Wy) = dim W; + dim Wy — dim (W7 4+ W3) = 9 — dim (W) + W)
deduza que os possiveis valores de dim (W7 N W3) sédo 2, 3 ou 4.

Como W7 N Wy é um subespaco de W7 e de Wy, e W7 nao estd contido em Ws, deduzimos que

dim (W3 N W3) = 0. Assim,
dim (W1 + W) =3 = Wy + Ws =R3
e a soma ¢ direta, ja que Wi N Wy = {0}.

O subespago W é precisamente o espago Py dos polinémios constantes. Temos dim W =1 e uma

base de W ¢, por exemplo, B = {1}.

Um célculo direto nos da:

1 -1 0 1 1 0
(15 = 1 1| e [Ia=]010
0 0 1 0 01
Se v, € [’1)1,1)2, . ,vk,l], entao

Vi = X101 + XT2V2 + ... + Tp_1Vk—1

e daf resulta a combinacgao linear nula

101 + Tov2 + ... + Tp—1Vk—1 + (—1) v + Ovgy1 + -+ - + Ov, = 0,

onde o escalar xy = —1 é nao nulo. Isto mostra que os vetores vy, vs,...,v, sao LD. Reci-
procamente, suponhamos que vy, ve, ..., v, sejam LD e seja k o primeiro indice para o qual se tem
rr #0e

T1V1 + Tav2 + ...+ Tp_1Vk—1 + TVk + Thp1Vks1 + - + Tpvy = 0.

Daf segue que x; = 0, para k + 1 < j < n e, portanto:

X1 X2 Th—1
V= —U1+—v2+...+
Tk Tk Tk

Vg—1-
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Introducao

Vamos analisar, do ponto de vista grafico/algébrico, as fungoes elementares do cdlculo f : R — R

e g: R — R, definidas por:
fx)=azx e b(x)=ax+b a#0 e b#O.

Embora gréfica e algebricamente elas sejam muito parecidas, seus gréficos sao retas paralelas, como
ilustrado na Figura 6.0, a fungdo f possui propriedades algébricas especiais nao atendidas pela fungao
g, tais como: (i) f(0) =0, (i) f(A-z) =A- f(x) e (iil) f(z+y) = f () + f (y) e essas propriedades
sao validas sejam quais forem os wvetores = e y e seja qual for o valor atribuido ao escalar A. De fato,

(1) decorre de (ii), com A = 0, e temos:

fA-x2) = a-(A-x)=X(ax)=Af(x) e

flat+y) = a-@+y)=a-zt+a-y=[f(2)+f(y).
y“ yT
/b
;x 7 R
Fungdo Linear y = ax Fungdo Afimy=ax + b

Figura 6.2: Linearx Afim

Como b # 0, vemos que a fun¢do ¢g ndo goza de nenhuma das propriedades (i), (ii) ou (iii); a fungao f

é conhecida por Funcdo Linear e a funcao g por Fung¢io Afim.
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Dados dois espagos vetoriais V' e W, uma aplicag¢io (ou transformagao) T : V — W é uma regra
que associa a cada vetor v do espago V um unico vetor w = T (v) no espago W. Os espagos V e W
s@o, respectivamente, o dominio e o contradominio da aplicagdo T’; o vetor w = T (v) é a imagem do

vetor v pela aplicacao 1" e o conjunto:
Im(T)={T (v) :v eV}

recebe o nome de Conjunto Imagem ou simplesmente Imagem de T, também representado por 7' (V).

T Im(7)

Figura 6.3: Aplicacdo Linear T : V — W.

DEFINICAO 6.0.1 Uma aplicacao T : V — W ¢é dita Linear se:
Q) T(u+v)=T((uw) +T((v), uveW
) TA-uw)=X-T(u), uvueVeleR.

E oportuno ressaltar que se T : V — W ¢é linear, entdo T (0) = 0 (os vetores nulos de V e W estao

representados pelo mesmo sfimbolo 0). De fato, se T é linear, entao por (ii), temos:
T0)=T(0-0)=0-T(0)=0

e, consequentemente, se T'(0) # 0, entao a plicacdo T' nao ¢é linear.
As condigoes (i) e (ii) que definem a linearidade de T podem ser compactadas em uma sé e temos

a equivaléncia:

T:V — W éuma aplicagao linear & T (A-u+v) =A-T(u)+ T (v), AER, wveV
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EXEMPLO 6.0.2 A aplicacio T : R? — R3, definida por T (x,y) = (z,y,1) ndo é linear, porque:
T(0) = T(0,0) = (0,0,1) # 0.
EXEMPLO 6.0.3 A aplicacio T : R® — R2, definida por T (z,y,z) = (z,yz) ndo é linear, embora
T(0)=0. Seu=(0,0,1) ev=(0,1,0), temos que:
Tw+v) = T(0,1,1)=(0,1) e
Tw)+Tw) = T(0,0,1)+7T(0,1,0) = (0,0).
EXEMPLO 6.0.4 A aplicagio T : Py — R, definida por T' (p) = 1+p (0) nao é linear, porque T (0) # 0.

EXEMPLO 6.0.5 A aplicagio T : P3 — R definida por T (p) = p’ (1) é linear. De fato, dados dois

vetores p e q no espaco P3 e um escalar \, usando regras de derivagao, encontramos:
TA-p+q) = Ap+g))=x-p(1)+4 (1)
= AMT(p)+T(q).

Normalmente, as aplicagoes lineares T : V — IF, em que o contradominio é o corpo I, recebem o nome

de Funcionais Lineares.
EXEMPLO 6.0.6 As translagoes T (xz,y) = (x + a,y + b) ndo sao lineares, exceto se a =0 e b= 0.

EXEMPLO 6.0.7 A proje¢ao T 4y : R3 — R3, no plano xOy, dada por Tay (z,y, 2) = (2,9,0) € linear.

Também sao lineares as projecoes T, e Ty nos eixos Ox e Oy, respectivamente, dadas por:

Te(z,y,2) =(2,0,0) e Ty(x,y,2)=(0,v,0).

6.1 Transformacoes Elementares do Plano R?

Uma transformacio linear 7' : R? — R2?, além de descrever o tipo mais simples de dependéncia
entre duas varidveis, goza de uma propriedade geométrica interessante: ela transforma retas em retas,

como serd estabelecido no Lema 6.1.1. Vejamos algumas transformacgoes especiais.
1. CONTRAGOES & DILATACOES: Dado um nimero real positivo A, a transformacao linear
T : R? — R2 definida por T (v) = Mv, isto é, T (z,y) = (A\z, \y), recebe o nome de contra¢io ou

dilata¢ao, conforme seja A menor ou maior do que 1, como ilustrado na Figura 6.4.
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(Ax,4y)

S
° (}\JC, }\.y) G - ()C, y) ........ — }\‘v

W contra¢do v dilatagdo

v

X

X‘V

Figura 6.4: Contragao & Dilatagao.

2. REFLEXOES: As transformacoes lineares R, R, e Ry de R? — R?, definidas por:

Ry (z,y) = (z,~y), Ry(z,y)=(-=z,y) e Ro(z,y)=(-z,-y),

recebem os nomes de reflexdo no eixo x, reflexdo no eixo y e reflexdo na origem, respectivamente, e

estao ilustradas na Figura 6.5.

(x,»)

Figura 6.5: Reflexdes.

3. ROTACAO: A transformacdo linear Ry : R> — R?, definida por:
Ry (z,y) = (zcosf —ysend, xsend + y cos )

é conhecida por rota¢do de um angulo 6 e com a notagao matricial, temos:

cosf) —senb T
R0 (may) =

senf cosf Y
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4. CISALHAMENTOS: Por cisalhamento horizontal, entendemos qualquer transformagao linear
Cy : R? — R?, do tipo C) (z,y) = (z + Ay, y), sendo A\ uma constante real. Na Figura 6.6 ilustramos

um cisalhamento em que A > 1. Como seria um cisalhamento vertical?

yn yA

(x,») (x+Ay,y)
(N

=V
=V

Figura 6.6: Cisalhamento Horizontal.

LEMA 6.1.1 Uma aplicagdo linear T : R?> — R? transforma retas em retas.

Prova: Primeiro observamos que se T : R? — R? ¢ uma aplicacio linear, existem escalares a, b, c e d,
tais que:

T (z,y) = (ax + by, cx + dy) = (u,v)

e mostremos que a imagem da reta S = {(az,y) ER?:z=gxq+at, y=yo+ 6, te R} é uma reta

no plano R? (plano uv). De fato, das relagdes:
u=ar+by e v=cr+dy
encontramos como imagem da reta S a reta S*, dada por:
S* = {(u,v) €R?:u = ug + agt, v=vg + Pot, t e R},
sendo up = azxg + byo, vo =cxo+dyo, ap=aa+bB e [y=ca+ds. ]

EXEMPLO 6.1.2 Seja S o quadrado de vértices O (0,0), A(1,0), B(1,1) e C(0,1) e determinemos
a imagem de S pela transformagao linear T (z,y) = (z —y,z + 2y). Considerando que T transforma

retas em retas, vemos que a imagem T (S) € o quadrildtero ilustrado na Figura 6.7, de vértices

7(0)=(0,0), T(A)=(1,1), T(B)=(0,3) e T(C)=(-1,2)
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y A y A T (B)
T
........ _’ T(C)
C(O.0) B(LD) ()
S T(A)
0 A010)  x T

Figura 6.7: Imagem de um Quadrado.

6.2 Operacoes com Aplicagoes Lineares

Com o objetivo de tornar o conjunto L (V,W) das aplicagdes lineares 7' : V' — W um espaco
vetorial é necessdrio definir em £ (V,W) as operacoes soma de aplicacoes lineares e produto de uma
aplicagao linear por um escalar. Dadas duas aplicactes lineares T : V — W e S : V — W e A um
escalar, definimos:

SOMA: (T+S)(v)=T(v)+ S (v) (6.1)
PRODUTO: (A-T)(v)=A-T (v).
E claro £ (V, W) é fechado para essas operagoes, isto &, T'+.S e A\-T estao em L (V, W) e as propriedades
(EV1)-(EV8) sdo atendidas, onde o vetor nulo ¢ a aplicacao linear identicamente nula 0 (v) =0, Vv € V.

Aqui ressaltamos duas situagoes:

(i) FUNCIONAIS LINEARES As aplicagoes lineares T': V — F, em que o espago de chegada é o corpo

F (em geral F = R ¢ o corpo dos nimeros reais), sao conhecidas na literatura por funcionais

lineares. Decorre das propriedades da derivacao e integracao que os funcionais abaixo sao lineares.
1
(a) T:P3s —R, T(p) —/ p(x)yde e (b)T:Py—R, T(p) =p (0).
0

(ii) OPERADORES LINEARES No caso em que W =V, o espaco L (V, V) é normalmente indicado por

L (V) e seus vetores (que sao as aplicagoes lineares T': V' — V') sdo normalmente conhecidos por
operadores de V. Além do operador nulo, outro operador de V igualmente conhecido é a identidade

1: V —V, dada por I(v) = v.

Além das operagoes usuais (6.1), ressaltamos a importancia da composicao de aplicagoes lineares.
Dados U, V e W espagos vetoriais sobre um corpo I, sejam T': U — V e S : V — W aplicagoes lineares,

como ilustrado na Figura 6.8, e definimos uma nova aplicacao SoT : U — W por:

(SoT)(u) =S(T(u), wel,
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que jaz no espago L (U, W), ou seja, ¢ uma aplicacao linear de U — W. De fato, da linearidade das
aplicagoes S e T, temos:
(SoT)A-u+v) = STAu+v)=SA-Tw)+TW)=S\N-T(u)+S(T(v))
= ANSTW)+S(Tw)=A-(SoT)(u)+ (SoT)(v)

Figura 6.8: Composicdo de Aplicagbes Lineares.

EXEMPLO 6.2.1 Se T :R? - R3 ¢ S :R3 — R? sdo as aplicacdes lineares definidas por:
T(z,y) = (z,y,2+2y) e S(z,y,2) =22,y —2),
a aplicacdo composta S oT : R? — R2 ¢ tal que:

SOT($7y) :S(mayax+2y) = (2.1',—.%'—:1/)-

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 6.0

1. Verifique quais das aplicagoes T : R” — R"™ abaixo sao lineares.

(a) T:R?—=R2, T(x,y)=(z—1y,0) (b) T:R?—=R3 T(x,y)=(z,y,2+y)
(¢c) T:R—-R, T(z)=azx (d) T:R*—=R?% T(x,y,z21t)=(y—z,t—2)
(e) T:R—R2 T (x)=(z,cosx) f) T:R*—R2% T(z,y,2)=(z—1,y+2)
(8) (

g) T:R— R4 T(:c):(x,—a:,xQ,O) h) T:R®—R2 T (z,9,2)=(z,2—y)

2. Seja A uma matriz quadrada 2 x 2 e defina Ty : Maxa — Maya por Ty (X) = AX. E a aplicacéo

T4 linear?
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3. Mostre que a aplicagdo T : M3zxo — Maxs definida por T'(X) = X! & linear.

4. Construa duas matrizes A e B, de ordem 2 x 2, tais que det (A) = det (B) =0 e det (A + B) # 0.
A partir daf conclua que a aplicagdo T : Maya — R, definida por T'(X) = det (X), nao é linear.

5. Verifique que as aplicacoes abaixo sao lineares.

(a) T:R — Mixs, T(x):(m am), acR.
(b) T: Msys =R, T(A)=tr(A).

x z 0
(c) T: Maxy — Mayxa, T =
Y 0 y
T
(d) T: Moy — Py, T Y :<x—y z—t)-
z t
T
(€) T: Moo — Py, T A [
z T

6. Verifique se a transformagao T : P; — Py, definida por T'(p) (z) = = + zp(x) é linear. E a
aplicacdo S : Py — PP3, definida por S (p) (z) = p (z) + 2%p (x), é linear?

7. Encontre a aplicacio linear T : R2—R2, tal que 7' (1,2) = (1,1) e T(0,1) = (1,0).

8. Seja V = M, «n 0 espago das matrizes quadradas de ordem n. Fixada uma matriz A em V', decida

sobre a linearidade das transformacgoes:
() T(X)=A+X (b) S(X)=A4AX — XA.

9. Identifique e esboce o gréfico da imagem do retangulo R = [0, 1] x [1, 2] pela aplicacao T (z,y) =
(w—y,—x+2y).

10. Qual a aplicacdo linear T : P; — Py que satisfaz a: T (z+1) =22 ~1eT (z —1) = 2% +2?
11. Qual o operador 7' : Py — Py que satisfaz as condicoes T (1) = x, T (z) = 1—x2eT (:1:2) = x+222?
12. Encontre as aplicacoes T : R? — R3 e S : R3 — R2, tais que:

T(1,1) = (3,2,1), T(0,~2) = (0,1,0), S(3,2,1) = (1,1), §(0,0,1) = (0,0) e §(0,1,0) = (0, —2).

Calcule T'(1,0) e T'(0,1) e encontre SoT.
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13. Encontre a transformacao T : R? — R? que representa uma rotacio de /4 rad, seguida de uma

dilatacio de /2.
14. Descreva a transformacio T : R> — R? que representa uma reflexdo em torno da reta y = x.
15. Seja T : R? — R? a aplicacao linear, definida por T (x,y) = (z + ¥,z — y). Mostre que:
T?2=2.T7, T>=4-T e T*=8.T.
Usando o processo indutivo, deduza que 7™ = 2"~ . T.

16. Construa dois operadores lineares ndo nulos S, 7 : R? — R?, tais que 72 =T e S?> = S.

6.3 Nicleo, Imagem & Isomorfismo

A cada transformacdo linear T : V — W, associamos os seguintes subconjuntos:
» NUCLEO OU KERNEL DE T Indicado por NV (T') ou ker (T') o nicleo da transformagao linear T' &
definido por:
N(T)={veV:T(v)=0}=ker(T). (subespago vetorial de V)

» IMAGEM DE T Indicada por Im (7') ou T' (V') a imagem da transformagao linear 7" ¢ definida por:
Im(T)={weW:w=T(v), paraalgumv € V} =T (V). (subespaco vetorial de W)

Tendo em vista que T' (0) = 0, concluimos que o vetor nulo 0 de V' jaz no subconjunto ker (7'), enquanto
o vetor nulo 0 de W jaz na imagem Im (T") e, portanto, ker (7) e Im (7") sdo subconjuntos nao vazios
(ker (T') e Im (T") sao subespagos vetoriais de V' e W, respectivamente). Na Figura 6.9 ilustramos
graficamente o nicleo e a imagem de uma aplicacao linear T': V' — W.

LEMA 6.3.1 Os subconjuntos ker (T') e Im (T") sao subespacos vetoriais de V' e W, respectivamente.
Prova:  Sejam u e v dois vetores de ker (7') e A um escalar. Temos que T (u) =T (v) = 0, e assim:
TMu+v)=AT(u)+T(v)=A-0+0=0

de onde resulta que ker (T") é um subespago vetorial de V. Por outro lado, dados w; e wy em Im (7'),

existem v; e vy no espago V, tais que T (v1) = w1 e T (v2) = wy e pela linearidade de T deduzimos que:

)\-w1+w2:)\~T(v1)—l—T(v2):T(A-vl—i-vg) (6.2)
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.......... T
.......................................... -5
................... —
o @9 v
e Tt _ )
D ... >
17 P
Figura 6.9: Nicleo & Imagem.
e a relac@o (6.2) nos diz que A - wy + way jaz em Im (7). [ |
LEMA 6.3.2 (Conjunto Gerador de Im (7T")) Se G = {v1,v2,...,v,} €é um conjunto gerador do es-
pago vetorial V', entio G' = {Tv1,Tva,...,Tv,} é um conjunto gerador da imagem Im (T').

Prova: Seja w = Tv, v € V, um vetor genérico do subespago Im (7). Como G gera o espago V,

existem excalares x1, 9, ... T,, tais que:
V=21 V1 +ZTo Va4 ...+ Ty Uy

e daf resulta:

w=Tv=x1-Tvi +x92 -Tva+...+xp - Tv,. (6.3)

Como querfamos, vemos em (6.3) o vetor w escrito como combinagao linear dos vetores de G'. |

E oportuno ressaltar que se B = {v1,vs,...,v,} ¢ uma base de V, entdo o subespaco Im (T') é
gerado pelos vetores Tvi, Tva, ..., Tv, e dentre esses geradores podemos extrair uma base de Im (7).
Por outro lado, o nicleo de T' pode ser visto, em muitos casos, como o espaco solucao de um sistema
linear homogéneo, cuja dimensao é igual ao grau de liberdade, e uma base do ntcleo pode ser construida

usando as varidveis livres do sistema.

EXEMPLO 6.3.3 Uma aplicag¢ao linear com kernel nulo, isto é, ker (T') = {0}, transforma vetores LI

em vetores LI. De fato, se vy,va,...,v, sdo LI e
x1-Tvi+zo-Tvo+...+xp-Tv, =0
entao T (x1-v1 + T2 - V2, ... + Xy - vn) = 0 e dat resulta
T1-v1+ T2 Vo, ...+ Ty vy =0 (6.4)

ja que ker (T') = {0} . Como v1,va,...,v, sao LI, seque de (6.4) que v1 =x9 =--- =z, = 0.
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EXEMPLO 6.3.4 Seja a transformacao linear T : R3 — R*, dada por:
T(xz,y,2) = (x—2,0,y,c+y— z).

Vamos encontrar uma base de ker (T'), outra de Im (T') e, por fim, comprovar a relagao:
dim R3 = dim ker (T') + dimIm (7).

(i) Explorando ker (T') : Dado um vetor v = (z,y, z) do nicleo de T, temos:

Tw)=02x—2=0,y=0,ec+y—2=0cy=0ecz =2z

255

Logo, ker (T') = {(z,0,z) : x € R} e B={(1,0,1)} é uma base de ker (T'). (dim ker(T) =1)

(ii) Explorando Im (T') : Seja w = (z — 2,0,y,x +y — z) um vetor genérico de Im (7). Temos:

w = (33_2,07?/,x+y_2):(337070733)+(0,07?/,?/)+(—270707—2)
= z-(1,0,0,1)+y-(0,0,1,1) 4+ z- (—1,0,0,—1)

Logo, Im (T') = [(1, 0,0,1),(0,0,1,1),(-1,0,0, —1)] e uma base de Im (T") pode ser extraida do

conjunto gerador de duas maneiras:

(a) Eliminando a dependéncia linear dos geradores: O vetor wg = (—1,0,0, —1) é um multi-

plo escalar do vetor w; = (1,0,0,1) e pode ser sacado do conjunto gerador, restando os

geradores LI w; = (1,0,0,1) e we = (0,0,1,1), que formam a base B = {wj,wy} de
Im (7). (dim Tm(T) = 2)

(b) Por escalonamento da matriz geradora: Escalonando a matriz A cujas colunas sdo os

geradores wi, wg € w3, encontramos:

1 0 -1

01 0
Ag =

00 O

00 0

onde destacamos as colunas-pivd j; = 1 e j, = 2 (primeira e segunda colunas) e isto nos

conduz & base {wq,wa} . (dim Im(T) = 2)

Por fim, temos

3 =dimR3 =1+ 2 = dimker (T) 4 dim Im (7).
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EXEMPLO 6.3.5 Seja T : Mayo — Moays a aplicagio linear definida por:

T —

e identifiquemos os subespagos ker (T') e Im (T') .

Solugao:  Um vetor (matriz) A jaz no micleo de T se, e s6 se, T (A) = 0.

Ty T 0 Y 0 00
T =0& = Sr=0,y=0 e z=t.
z t 0 2—t O 0 00
. . 00 . .
Logo, o nicleo de T ¢é constituido das matrizes e temos dimker (7)) = 1. A imagem de T é o
z z

subespaco de My 3 constituido das matrizes B do tipo:

x 0 'y 1 00 0 0 1 0 00 0 0 O
B= =z +y- +z- +t-
0 z—t O 0 0O 0 00 010 0 -1 0
) 100 0 01 0 0O 0 0 O
e do conjnuto gerador S = , , , extraimos,
0 0O 0 0O 010 0 -1 0
por eliminacao da dependéncia linear, a base:
B 1 00 0 01 0 0O
ooo) \ooo/ \o1o
Logo, dimIm (T") = 3 e, mais uma vez, comprovamos a relagao:
dim Mayo = dim N (T) + dimIm (7)) . (4=1+3)

O seguinte resultado, que relaciona as dimensoes do dominio V', do nicleo N (T) e da imagem
Im (T') de uma transformacao linear T': V' — W, é conhecido por Teorema do Nicleo e da Imagem e se

constitui em um dos mais importantes resultados de dlgebra linear em dimensao finita.

TEOREMA 6.3.6 (Teorema do Niucleo e da Imagem) SeT :V — W é uma transformagao linear

entre espacos vetoriais V. e W, de dimensao finita, entao:

dim V' = dim AV () + dim Im (7) .|
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Demonstragao: No caso em que ker (T') = {0} e B = {v1,v2,...,v,} é uma base de V, combinando
o Lema 6.3.2 com o Exemplo 6.3.3 resulta que B’ = {Twy,Tvs,...,Tv,} é uma base de Im(T) e o
teorema estd demonstrado, neste caso. Suponhamos ker (T') # {0} e seja B” = {v1,ve,...,v;} de
ker (T"), a qual é completada a uma base B = {vy,v2,..., V%, Vgt1,...,0,} do espago V, e mostremos
que B" = {Tvgi1,...,Tv,} é€ uma base de Im (T'). De fato, é claro que B” ¢ um conjunto LI e dado

w € Im (T), entao:

w—T(lixi-vi>+T< 3 xj-vj)_ S ;T (v)). (6.5)
NS S

=0

Resulta de (6.5) que B” é um conjunto gerador de Im (T), constituido de vetores LI, sendo, por con-

seguinte uma base de Im (7"). Para concluir, resta-nos observar que:
dimV =n=k+ (n—k) =dimker (T') + dimIm (7). [ |

EXEMPLO Como ilustragao, vamos encontrar uma base e a dimensao do nicleo e da imagem do

operador T : R® — R3, definido por T (z,y, z) = (2,2 — y, —2). Inicialmente, observamos que:
(z,y,2) e N(T) = (2,2 —y,—2) =(0,0,0) & 2=0 ¢ z—y=0

e, portanto, o nicleo de T é o subespago N (T') = {(z,x,0) : z € R}. Uma base N (T) ¢ B={(1,1,0)}

e dim N (T) = 1. Quanto a imagem, esta é gerada pelos vetores T (e1), T (e2) e T (e3), isto é,
Im (T) = [(0,1,0),(0,-1,0),(1,0,-1) ].

e escalonando a matriz geradora de Im (7"), encontramos:

0 1 O 1 0 -1
0 -1 0 ~1 01 0
1 0 -1 00 O

de onde extraimos a base B’ = {(1,0,—1),(0,1,0)} de Im (7') e dimIm (T") = 2. Por fim, notamos que
welm(T)sw=z-(1,0,-1)4+y-(0,1,0) & w=(z,y, —x), z,y€R,

e, sendo assim, Im (7)) = {(:c,y,z) ER3: 2z = —x} .
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6.3.1 Conceito & Acgoes de um Isomorfismo

Uma aplicagao linear T': V — W diz-se Injetora ou Injetiva quando:

e isto indica que vetores distintos de V tém imagens distintas em W. O nicleo de T pode ser usado
para determinar a injetividade, como mostra o seguinte resultado.

LEMA 6.3.7 A transformagao T : V — W é injetora se, e somente se, ker (T') = {0} .
Prova:  Suponhamos que 7" seja injetora e seja v um vetor do nicleo de 7". Temos:
T (v)=0=1T(0)
e da injetividade resulta v = 0. Reciprocamente, se ker (T') = {0} ¢ T'(u) = T (v), entao:
Tu—v)=0u—veker(T)Su=v
e dai segue a injetividade de 7. W

EXEMPLO 6.3.8 Para comprovar que a aplicagio T : R? — R3, dada por T (z,y) = (v — y,2z + v,z — 4y),

é injetora, basta motar que:

v = (z,y)€ker(T) =T (r,y)=0

& (z—y2x+y,x—4y)=(0,0,00x=y=0=v=0.
Logo, ker (T') = 0 e do Lema 6.3.7 seque a injetividade de T.

No caso em que Im (7') = W a aplicagao linear T': V' — W & dita Sobrejetora ou Sobrejetiva. Dito
de outra forma, T : V — W & sobrejetora quando todo vetor w de W for imagem de algum vetor v de

V, isto é, T'(v) = w. No caso em que W # {0}, isto ocorre se, e somente se, dim (Im (7")) = dim W.

EXEMPLO 6.3.9 A aplicacio T : R — R2, definida por T (x,y,z) = (v —y,x + 2) é sobrejetora. De
fato, dado w = (a,b) um vetor do R?> = W, entdo os vetores v = (z,x — a,b—x), = € R, satisfazem d

equagao vetorial w =T (v).

Imaginemos uma aplicacao linear 7' : V' — W, com a seguinte propriedade: dado um vetor w no
espaco W, existe no espago V um unico vetor v, tal que 7' (v) = w. Uma tal aplicagao ¢, ao mesmo
tempo, injetora e sobrejetora e, por essa razao, denominada Isomorfismo e os espacos vetoriais V e W

ditos isomorfos e anota-se V ~ W.
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Uma aplicagao linear T : V' — W entre dois espagos vetoriais V e W é um isomorfismo se, e sé se:
dado w € W, existe um tnico v € V, tal que T'(v) = w. Se V e W tém dimensao finita a aplicagao

T:V — W éum isomorfismo se, e s6 se, dimker(T) = 0 e dimIm(7") = dimW'.

EXEMPLO 6.3.10 A aplicacio linear T : R? — R2?, dada por T (x,y) = (z + 2y, 3z — 4y) é um iso-

morfismo. De fato:

(i) T é injetora: Se T (z,y) = (0,0), entdo (z + 2y,3z — 4y) = (0,0) e dai resulta x =0 ey = 0, ou
seja ker T'= {0} .

(ii) T & sobrejetora: Do Teorema 6.3.6, resulta que dim Im (T) = dim R2—dim ker (T') = 2 e, portanto
Im (T') = R2.

TEOREMA 6.3.11 Um isomorfismo T : V — W entre espagos vetoriais de dimensao finita transforma

uma base de V- em uma base de W.

Demonstracao: Se B = {v1,v2,...,v,} ¢ uma base de V, vimos no Lema 6.3.2 que os vetores
T (v1),T (v2),...,T (vy) geram o espaco W = Im (T) e resta-nos provar que eles sao LI. Da combinacao

linear nula 1 -7 (v1) +x2-T (v2) + ...+ x, - T (v,) = 0, decorrem os seguintes fatos:

T(xy-vi+xe-va+ - +xp-v,) =0 (por linearidade de T')
T1-v1+TovaF -+ Ty v, =0 (por injetividade de T')

rT1=29=--=x,=0 (pela independéncia linear de vy,...,v,) W

TEOREMA 6.3.12 Dois espacos vetoriais de dimensdo finita Ve W sao isomorfos se, e somente se,

dimV = dim W.

Prova: SeT:V — W ¢é um isomorfismo e B = {v1,v2,...,v,} € uma base de V, segue do Teorema
6.3.11 que B = {T'(v1),T (v2),...,T (v,)} é uma base de W e, portanto, dimW = dimV = n.
Reciprocamente, suponhamos dimV = dim W e sejam B = {v1,v9,...,v,} € B = {wy,we, ..., w,}

bases de V e W, respectivamente. A aplicacao linear T': V' — W, definida por:

n n
T\ Y zj-v | = >z wj,
=1 j=1

n
¢ um isomorfismo. De fato, dado v = ) z; - v;, com T (v) = 0, entao:
j=1
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ede (6.6) resulta que x; = 9 = -+ =z, = 0 e, assim, v = 0. Logo, T ¢ injetora e como dim V' = dim W,

segue do Teorema 6.3.6 que T' é sobrejetora. W

EXEMPLO 6.3.13 Os espacos vetoriais R™ e P, ndo sio isomorfos, porque tém dimensoes diferentes.
O espaco V = R? ¢é isomorfo ao subespaco W do R?, dado por W = {(a:,y,z) eR3:z = y}, porque
dimV =dim W = 2.

EXEMPLO 6.3.14 A aplicacio T : R* — Myyo, definida por:

Ty
z t

T (z,y,2,t) =

estabelece um isomorfismo entre R? e 0 espaco Moo das matrizes reais 2 x 2.

COROLARIO 6.3.15 Um isomorfismo T : V — W ¢é uma aplica¢ao linear invertivel, isto é, existe uma

aplicagao linear S : W — V| tal que:
SoT =1y e ToS=1Iy

onde Iy : V=V eIy : W — W sao os operadores identidade: Iy (v) = v e Iy (w) = w.

Prova: Com as bases B = {v1,v2,...,0,} ¢ B = {wy,wa,...,w,} de V e W, respectivamente,
definimos a aplicacao linear S : W — V, tal que S (w;) = v;, j = 1,2,...,n. A aplicacao S assim

definida é a inversa de . W

» INVERTENDO UMA APLICAGCAO LINEAR Sejam V e W dois espagos vetoriais de dimensao n e
consideremos B = {vj,v2,- - ,v,} uma base de V. Como sabemos, uma aplicagdo linear invertivel
T :V — W transforma a base B de V' em uma base de W e podemos usar a base B para encontrar
a transformacdo inversa S = T-!. Se w, = T(v), k = 1,2,...,n, entdo a inversa S : W — V &

caracterizada por S(wg) = vy, isto é:
T(vg) =wr < S(wg) =vg, k=1,2,...,n,

e dado w € W, temos w =y - T'(v1) + y2 - T'(v2) + - - + ypn - T'(vy,) e, portanto:

SW)=y1-vi+ya-vat et Yo vn

Dado um espaco vetorial V' sobre um corpo F (por exemplo, o corpo R), é simples verificar qua a
aplicagao identidade I (v) = v é linear e se T e S sao aplicagoes lineares de V' — V, tais que SoT = I,
diremos que S é a inversa de T e anotamos S = T~!. Por exemplo, a inversa da aplicacdo T : R? — R?,

definida por T (z,y) = (x — y,y) € a aplicagao S (z,y) = (x + y,y).
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EXEMPLO 6.3.16 Vamos encontrar o operador inverso de T (z,y, z) = (x + y,z,y + 2z) usando a base

canonica B = {e1, ez, e3} do R3. Considerando
w; =T (e1) =(1,1,0), we=T1(er)=(1,0,1) e ws=T (e3)=(0,0,2)

e notando que:

w=(2,y,2) =y-wi+(@—y) wrt5(-z+y+2) ws

obtemos o operador inverso S : R? — R3, dado por:
S(y,2)=y-er+(@—y)-etz(-rt+y+z)es=(y,2-y5(-z+y+2)

» CONSEQUENCIAS Seja T': V — W uma aplicagao linear entre espagos vetoriais de dimensao

finita. Temos os seguintes resultados:

(I) Se dimV = dim W, entao:

T éinjetora < T é sobrejetora.

Prova:  Sabemos que T é injetora se, e s6 se, ker (I') = {0} e segue do Teorema do Nicleo e da

Imagem 6.3.6 que:
dimker (7)) =0< dimV =dimIm (7) & dim W = dimIm (T) < Im (T) = W.
(IT) Se dimV > dim W, entdao T nao pode ser injetora e muito menos um isomorfismo.
Prova: Do Teorema do Nicleo e da Imagem 6.3.6, segue que:
dimker (T) =dimV — dimIm (7) > dimV — dim W > 0
e sendo dimker (7') > 0, a aplicacao 1" nao pode ser injetora.
(IIT) Se dimV < dim W, entdo 1" ndo pode ser sobrejetora e muito menos um isomorfismo.
Prova: Do Teorema do Nucleo e da Imagem 6.3.6, segue que:
dimIm (7') = dimV — dimker (T') < dimV < dim W

e sendo dimIm (7') < dim W, a aplicagao T' ndo pode ser sobrejetora.
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EXEMPLO 6.3.17 Seja T : Py — P3 a aplicacdo linear definida por:

d?p
T — 2 /l‘ /! —
(p) =p+2°p W' ="

)

(i) A aplicagao T ¢ linear. De fato, dados dois vetores (polinémios) p e q no espago Py e um escalar

A, temos:
T p+q = Aptg+a®(Ap+a) =Xptg+a® (W +¢)

= A (p+2*")+ (¢+2%¢")=1-T(p) + T (q)

(ii) Para identificar a imagem da aplicagio T, notamos que ap + a1x + azx? + azx® jaz na imagem de

T se, e s6 se, ag = 0. De fato:
ao+ a1z + asx? +azz® = T (bo + bz + bz:vQ) = by + bix + box® + 22 (2b2)

= by + b1z + 3bea?

e igualando os coeficientes, encontramos: ag =0, ag = 3ba, a1 = by e ag = by. Logo, Im (T') = Py

e dimIm (T) = 3.

(iii) Qual a dimensao do nicleo de T? Como consequéncia do Teorema do Nicleo e da Imagem 6.3.6,

deduzimos que:

dimker (T') = dim Py — dimIm (T") = 0.

(iv) A aplicagiao T é injetora, porque ker (T') = {0}, mas, nao é um isomorfismo, porque ndao é sobre-

jetora (dimIm (T') < dim W) .
EXEMPLO 6.3.18 (Usando o Niicleo e a Imagem) Certo operador T : R — R3 ¢ tal que:
ker (T) = {(z,y,2) e R* 1z +y+2=0} e 7(0,0,1)=(1,0,—1).
Para identificar um tal operador sequimos o sequinte roteiro:
Etapa I Encontrar uma base B do nicleo de T :

B = {(1707 _1) > (07 1, _1)} = {U17U2} :

Etapa II Acrescentar a base B do nicleo o vetor vs = (0,0,1), de imagem conhecida, como sugere a

Figura 6.10, para chegar & base B' do dominio R? :

B ={(1,0,~1),(0,1,-1),(0,0,1)} = {v1, vz, v3}.
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V
_________________ w
Vl D ...
........................ I
. . m(7)
....... =
oW
V3'
T
——— —— ——— - —— _>
Figura 6.10: Construindo Aplicagao Linear.
Ezpressando o vetor v = (z,y,z) na base B, encontramos:
v=(z,y,2)=x-v1+y-v2+(r+y+z)-vs (6.7)

e de (6.7) resulta:

T(z,y,2) = x-T(v)+y-T(v2)+(x+y+2) T (v3)
= x0+y0+(m+y—|—z)(1,0,—1):(:E+y+z,0,—33,—y,—z)

ESCREVENDO PARA APRENDER 6.1

1. Encontre a transformacao linear T : R? — R3, cujo nticleo contém o vetor (0,2), e é tal que

T(-1,1) = (1,2,0).
2. Em cada caso, encontre uma base do nicleo e da imagem da transformagao linear.

(a) T:R? — R?, T

(b) T:R® -R3, T

(c) T:R? — R2, T(z,y)=(z+y,z+y).
T

(d) T:R3 — R

1
3. Seja Ty : Maxa — Maya, definida por Ty (X) = A- X, sendo A = . Determine
-2 2

uma base de N (T4) e outra de Im (T4).
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10.

11.

12.

13.

14.
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. Encontre o niicleo e a imagem do operador T : Py — Py, definido por T (p (z)) = z2p” (z).

. Encontre um operador linear 7' : R* — R3, tal que Im (T) = [(1,2,3),(4,0,5)]. Uma tal

transformagao pode ser um isomorfismo? Por qué?

. Encontre uma transformacio linear T : R? — R3, tal que N (T) = [(1, 1,0) ] Uma tal transfor-

macao pode ser um isomorfismo? Por qué?

. Se Ty, Ty : V. — V sao operadores lineares, tais que dim N (71) = dim N (T3) = 0, mostre que

dimN(T1 o} TQ) =0.

. Estabeleca um isomorfismo entre os seguintes pares de espacos vetoriais:

(a) R? e o subespago W = {(z,y,0) e R®} (b) R®e P, (c) R*e Mayo.

. Encontre uma transformacio linear T : R? — R3, cujo nticleo seja a reta y = 2.

Seja T : Py — Py 0 operador definido por
T(ax2+b:z+c) =(a+2b)x+ (b+c).

(a) O operador T ¢ injetor? E sobrejetor?
(b) Dé uma base e a dimensao do nicleo e da imagem de T

(c) p(z) = —42? + 22 — 2 pertence a N (T)? E ¢ (z) = 2z + 1 pertence a Im (T')?

Um operador T : R* — R? tem nicleo N (T') = {(z,y,2) e R® 1z +y+2=0} e ¢ tal que
7(0,0,1) = (1,1,1). Encontre um tal operador.

Considere o operador derivagio 0y : P, — P, definido por 9 (p (x)) = p’ (z) . Determine o micleo
?

/!

e a imagem do operador 9;. Qual o nicleo do operador d; (p (x)) = p” (z)

Encontre uma transformacao Inear 7' : R? — R? com as seguintes propriedades:
(i) T(1,-1)=(1,2,0) e (ii) (1,0) e N(T).

Mostre que um operador T': V — V & invertivel se, e somente se, N (T') = N (TQ).
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15. No espaco P, de todos os polinomios com coeficientes reais, mostre que a aplicacao linear T :

Py — Py definida por:
t
T)= [ po)ds
0

¢ injetora mas nao é sobrejetora.

16. Prove ou apresente um contra-exemplo. Em cada caso, T': V — V é um operador linear nao nulo.

(a) N (T) C N (T?).
(b) N (T?) c N(T).
(c) Im(T) C Im (T?).
(d) Im (7?) c Im(T).

(e) Se T? =0, entdao N (T) = {0} .

6.4 Representacao Matricial

Nesta secao hd dois problemas a serem investigados e os exemplos que seguem & formulacao de

cada um deles ilustram como resolvé-los.

> APLICAGAO LINEAR ASSOCIADA A UMA MATRIZ Se B = {v1,v2,...,0n} e B = {wi,ws,...,w,}

sao bases de R™ e R", respectivamente, e A = (a;;) é uma matriz de ordem n X m, encontrar a aplicacao

linear T : R™ — R"™, determinada pela relacao

(T (v)] 5 =A-[v]g (6.8)
onde [v]gz e [T (v) ] 5 sdo as matrizes coordenadas de v e de T (v) nas bases B e B'. Dado v € R™, temos
T
T2
V=201 + o2 + -+ TV, isto &, [v]g =
Tm

e consideremos os escalares yi,y2, ..., yn, que satisfazem a relacdo (6.8), ou seja
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T 1

€2 Y2
A -

Tm Yn

A aplicagao linear T procurada ¢ definida por T' (v) = y1wi + yowas + ... + Ypwy.

EXEMPLO 6.4.1 Sejam B = {(1,0),(0,1)} e B' = {(1,1,0),(0,1,-1),(1,0,2)} bases de R? e R3,

respectivamente, e consideremos a matriz:

1 0
A= 1 2
1 -3

Dado v = (z,y) um vetor do R%, temos que:

x
v :.%'(1,0) +y(0a1) = [U]B =
Y
e usando a relagdo (6.8), encontramos
10 x — U
x
[T(U)]B/: 1 2 : - 517+2y — Y2
Y
1 -3 r — 3y — 13

e, sendo assim,
T(z,y) = «(1,1,0)+ (z+2y)(0,1,-1) + (z — 3y) (1,0,2)
= (2z —3y,2z + 2y, z — 8y)
é a aplicacao linear procurada.
EXEMPLO 6.4.2 Se B e B’ sao as bases canénicas de R™ e R", respectivamente, entdo a transformacao
T:R™ — R" que satisfaz (6.8) é dada por:
Y1 ‘al

Y2 T2
T(x1,22, - Tm) = (Y1,Y2, - -y Yn) onde ‘ =A-
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Por exemplo, com relacio as bases canonicas a aplicacio linear T : R* — R3 associada & matriz

1 1 2 0
A= -2 1 3 1
0 1 2 -1
é precisamente
T
1 1 2 0
T(z,y,2,t)=| -2 1 3 1 Y =(r=y+2z,2x+y+3z+t,y+2z—1t).
z
0 1 2 -1
t

» MATRIZ ASSOCIADA A UMA APLICACAO LINEAR Dada uma aplicacao linear T': V — W entre

espagos vetoriais de dimenséao finita, sejam B = {v1,va,...,vm} € B = {wi,ws,...,w,} bases de V e
. . N . 9. . . B e,
W, respectivamente. Associada a aplicacao linear T’ consideramos a n X m matriz [T] 50 Cuja j-ésima
, . B, , .
coluna é [T (vj) ] i & matriz [T] ¢ construida da seguinte forma: escrevemos cada vetor 7' (vj) como

combinacao linear da base B’ e formamos a j-ésima coluna da matriz.

T (v1) = aj1w1 + ag1wa + - - - + ap1wy,
T (1}2) = ajowWi + agwo + - - - + Ap2Wn

Assim, a matriz associada & aplicagao 1" é:

aixr a2 - a1y 0 Gim
a1 a2 - Q25 o G2m
B
[T | ) |
a]l a/]2 “ e a/JJ DY a/]m
anl QAp2 -+ Qpj UV  dnm

No caso em que B = B, a matriz [T] g, serd indicada simplesmente por [T ] 5
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6.4.1 Matriz da Aplicagcao Composta

Sejam T': U — V e S : V — W duas aplicagoes lineares entre espacos vetoriais de dimensao finita

e fixemos as bases:

B ={uj,ug,...,ux}. (Base de U)
B = {vi,v2,...,0m}. (Base de V)
B = {wy,wa, ..., wy}. (Base de W)

A aplicacao composta S o T é dada por SoT (v) =S (T (v)) e considerando as representagoes:
m n
T(uw) =23 ayv; e S(vj)= byw, 1=12,....;kej=12,...,m,
j=1 =1

encontramos:

3

S oT (Uz) = S (Z aijvj> = Z aijS (Uj) = Z aijbﬂwl
j=1 i=1 =

1=1j=1

e daf resulta a representagao matricial da aplicacdo composta:

[SoT]5, = [S]h - [T]5 (6.9)

EXEMPLO 6.4.3 Sejam T e S os operadores do R3, com representacdo matricial:

1 0 1 -2 1 -1
Tj=12 1 1 e [S]=] 3 1 2
0 -1 1 1 -2 0

e identifiquemos o operador T*, sabendo que T' = S o T™.

Solugao:  Atividade de Sala de Aula
No caso em que T': U — V' & um isomorfismo, com inversa S : V' — U, consideramos (6.9), com
B=DB"e SoT = Iy, e obtemos:

)5 =[S]5 - [T]5 (6.10)

Por fim, notando que [IU]g ¢ a matriz identidade Iy, deduzimos de (6.10) a relagao:

(15 = ([7] g,)fl . (6.11)

Em (6.10) temos um produto matricial enquento o lado direito de (6.11) indica uma inversao de

matrizes.



6. APLICACOES LINEARES 269

EXEMPLO 6.4.4 O operador T : R3 — R3, definido por T (v,y,2) = (v —y,y,y + 2), é um isomor-

fismo e em relacdo & base candnica B temos:

1 -1 0 1 -1 0
[T];=10 -1 0 e [T7'z=10 -1 0 [,
0 -1 1 0 -1 1

onde observamos que [Tz - [T 5 = I3x3.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 6.2

1. Seja I : V. — V o operador identidade de V', isto é, I (v) = v, Yv. Se B = {v1,v2,...,v,} é uma

base de V', determine a matriz [I]B. Se B’ é outra base de V, quem & [I] B!

2. Qual é a aplicagao linear T : P; — P9, cuja representacao matricial em relacao as bases canonicas

1 0
el o 1 |?
0 0

3. Seja T : R? — R? a aplicacdo definida por T (x,y,2) = (z — y + 22,2 — y — 2) e considere as bases

B={(1,0),(0,1)} e B ={(1,1,0),(1,1,1),(1,-2,—1)}.

Determine a matriz [T]g/ .

4. Sejam B = {(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1)} e B = {(—1,0), (0, —1)} bases de R? e R3, respectivamente,
e seja T : R? — R2?, tal que

5 1 0 -1

T\, =
Te=1 |

(a) Determine 7' (z,y, z) .

(b) Determine bases para N (T) e Im (T). E a transformacao T injetora?

5. Em relagao as bases ordenadas B = {t,1} e B = {t2,t - 1,t+ 1} de P; e Py, respectivamente,
qual a matriz da transformagao linear 7" : P; — Py, definida por T (p(t)) = tp (¢)?
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6. Sejam B = {(1,—1),(0,2)} e B' = {(1,0,—1),(0,1,2), (1,2,0)} bases de R? e R?, respectivamente,
e seja T : R? — R3, tal que

1 0
B
7] =11 1
0 —1
(a) Determine T (z,y) .
(b) Encontre uma base B” do R3, tal que
10
[T]e = 0 0
0 1

7. Seja T : Mgy — R? a transformacao linear, definida por

Ty
T =(z+2y+1)
z t

e seja B a base canonica de Moxs.

B
Bl7

(b) Se S :R? — Mays é tal que

(a) Determine [T, onde B’ = {(1,-1),(1,2)}.

2 1

, 1 -1
S5 =

[S]5 o

0 1

determine, caso exista, um vetor v, tal que S (v) =
0 1

8. Seja T : R? — R? o operador linear, cuja matriz em relacio a base canonica B é

[T] -1 -2
5 0 1
(a) Determine, caso exista, vetores u e v tais que Tu = u e Tv = —v.

(b) Determine dim N (T) e dim Im (7).

(c) T & um isomorfismo? Se for, encontre T~ (z,y) e a matriz [T_I]B.
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9. Seja T : P3 — R o funcional linear definido por
1
7o) = [ pa)ds
0
Determine a matriz de T' em relacao as bases candnicas.

10. Seja T : Py — Py o operador linear definido por T (p (x)) = (1 — x) p’ (x). Determine a matriz de

T em relacao a base canénica de P;.

11. Considere as matrizes

0 1 0 00
A=10 2 e B = 1 21
01 -1 00

e sejam T4 e T as transformagoes canonicas definidas pelas matrizes A e B, respectivamente.

Encontre bases dos subespacos

N(Ta), N(Tg), N(TpoTy), Im(Ta), Im(Tg) e Im(TgoTjy).

12. Em R? e R?, respectivamente, considere as bases
B={(1,0,0),(-1,0,1),(1,1,0)} e B =1{(1,0,0,1),(-1,0,1,0),(1,1,0,0),(-1,2,0,1)}

e seja A a matriz 3 x 4

1 0 11
A=12 1 1 0
0 -1 11

Encontre a transformagio linear 7 : R* — R3, tal que [T (v)]z = A[v]y . Essa ¢ a transformagio

associada a matriz A e as bases B e B’. Quando B e B’ sao as bases canonicas, teremos:

1 0 1 1
T(U):A'Uv isto é: T(xvyazat>: 2 1 1 0
0O -1 1 1

13. Sejam T : R? — R? ¢ S : R? — R* as transformacoes lineares definidas por

T(z,y,2) =(x+2y,z—2) e S(zy)=(z,7—y,2y,2x+y).



272 VETORES & ALGEBRA LINEAR MARIVALDO P. MATOS

14.

15.

16.

e considere as bases

B = {(1,0),(1,1)} (base do R?)
B = {(1,0,0),(1,1,1),(0,1,-1)} (base do R?)
B’ = {(1,0,0,0),(0,0,1,1),(0,0,1,0),(1,—1,0,0)} (base do R*)

(a) Encontre as matrizes [T ] Z e [S] g/, e calcule o produto [S] g,, . [T ] g/.
(b) Determine (SoT)(x,y,z).

B/

(c) Encontre a matriz [S o T o

Sejam B = {(1,1,0),(-1,0,1),(-1,1,1)} e B' = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} bases do R? e con-

sidere o operador linear T : R? — R3, definido por
T($7y72) = (1’+y—22’,$—y,$+2)

, . . B
(a) Mostre que T é um isomorfismo e encontre a matriz [T/,

!

(b) Encontre a transformacao inversa 71 : R? — R3 e a matriz [Tﬁl]g .

(c) Escalone a matriz ampliada “T} Z,, Ig} .

Considere as seguintes bases do espaco R3:
B=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e B ={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}

e seja T : R? — R3 o operador definido por: T (z,y,2) = (z +y,y + 2,2 + 2). Verifique direta-

mente que a matriz M, de mudanca da base B para a base B’, satisfaz a relacao:

[T]z=M""-[T], - M. (6.12)

A relagao (6.12) estabelece a equivaléncia entre as matrizes [T ] B € [T} 5 € a matriz M recebe o

nome de matriz de similaridade.

Seja T : R? — R? o operador definido por T (x,y) = (azx + by, cx + dy), com a,b,c e d niimeros
reais positivos. Se A é a matriz de T em relagdo a base canonica encontre as raizes da equagao

det [A - )\IQ] =0.
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6.5 Autovalor, Autovetor & Autoespaco

Dado um operador linear 7' : V' — V| um problema tipico de dlgebra linear consiste em encontrar
um escalar A\ e um vetor v, tais que T (v) = M. E claro que v = 0 satisfaz a equacdo T (v) = v,
seja qual for o escalar A, e o problema torna-se interessante quando o vetor procurado v for nao nulo.
Um tal escalar A denomina-se autovalor (ou walor caracteristico) do operador T' e o vetor nao nulo
v um autovetor (ou vetor caracteristico) de T, associado ao autovalor A. Se v é um autovetor de T,
associado ao autovalor A, entdo qualquer multiplo escalar de v também o é; se A ¢ um autovalor de T,
representamos por V) o subespago vetorial de V' constituido pelos vetores v, tais que T (v) = A\v. Esse
subespaco recebe o nome de autoespaco associado a A. O auto-espaco V) é constituidos dos autovetores
associados ao autovalor A\, mais o vetor nulo.

Dada uma base B de V, se representarmos por A a matriz de T" na base B, os autovalores de 1" sao
as solucgoes A da equagao matricial A - [v]z = A - [v], isto é, as solugdes da equagao (A — AI) - [v]g = 0.
No caso em que V = R", esta equagao nos conduz a um sistema linear homogéneo, o qual terd solucao
nao nula quando det (A — A\I) = 0, ou seja, quando A for uma raiz do polinémio p (A) = det (A — AI),

denominado polinémio caracteristico de T.

EXEMPLO 6.5.1 Determinemos os autovalores e autovetores do operador T : R? — R2, dado por:
T(z,y) = (z+y,2+2y).
Solucao:  Considerando B a base candnica do R?, encontramos o polinémio caracterfstico de T':

1-x 1
p(\) =det ([T] =\ L) = =X -3)+1
1 2-)

com rafzes A = % (3 + \/5) que sao os autovalores de operador T
LEMA 6.5.2 Autovetores associados a autovalores distintos sao LI.

Prova:  Sejam u e v dois autovetores do operador T', associados, respectivamente, aos autovalores

distintos A e pu, isto é, T'(u) = A-uw e T (v) = p - v. Dada uma combinagao linear nula:
r-u+y-v=0 (6.13)

temos:

(T=M)(z-u+y-v)=0 (6.14)
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e de (6.14) resulta:

x-(T(w)—Au)+y(p-v—Av) = 0&ypu—N-v=0

& y=0

e retornando a (6.9) com y = 0, encontramos x = 0. W

LEMA 6.5.3 Se A é um autovalor do operador T’ : V — V| entao o subconjunto Vy de V', dado por:

Ww={veV:T(@w) =\ v}

é um subespacggo vetorial de V', conhecido por AUTOESPAGO de V' associado ao autovalor A.

Prova: Dados u e v em V) e um escalar x, mostremos que z - u + v pertence a V). De fato, da

linearidade do operador T', temos:
T(z-utv)=z-Tuw+Tw) =z- M)+ =X\ (z-ut+wv)

e dai resulta que x - u + v jaz V), provando que V) é um subespaco vetorial de V. W

LEMA 6.5.4 Se B = {v1,va,...,v,} é uma base de V', contendo apenas autovetores de T, entdo a matriz
[T]B é uma matriz diagonal. Para comprovar este fato, basta observar que para cada j = 1,2,...,n,
temos:

T(vj)=Xvj=0 -v14+0 -va4+---4+0 -vj_1+ X -v;+0 vy +-+ 0 v,

e os escalares destacados formam a j-ésima coluna da matriz [T]B, isto é:

At 00 - 0
0 A 0 -+ 0
Tlz=1 0 0 A3 -~ 0
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6.5.1 O Polinémio Caracteristico

Dada uma matriz quadrada A, de ordem n x n, seja T4 : R™ — R™ o operador linear associado &

matriz A, com respeito & base canoénica do R™, isto é:

Z1
Z2
Ta(z1,29,...,2p) = A-
Tn
Se v = (z1,%2,...,Ty,) ¢ um vetor do R™, tal que T4 (v) = A - v, entao:
Ta(v) = ANveAdAv—A-v=0

& (A=X)-v=0

e a equagao matricial (A — AI) - v = 0 terd uma solucao nao nula v se, e somente se, det (A — AI) = 0.
O polindomio py (A) = det (A — AI) é conhecido por POLINOMIO CARACTERISTICO da matriz A (ou
do operador Ty4) e suas raizes sao precisamente os autovalores do operador T4 (ou da matriz A). E
oportuno ressaltar que se B’ é outra base do R™, demonstra-se (veja o Exercicio 15) que existe uma

matriz invertivel M, tal que:

[T]B:Mfl'[T]B' M,
de modo que:
[Tz —A-IT=M"-([T]z -X-1).M
e, portanto:
det ([T]z—A-1) =det ([T]z —X-1).

Isto mostra que o polinémio caracteristico p (\) ndo depende da base escolhida.

EXEMPLO 6.5.5 Associado & matriz

4 20
A=1]1 -1 10
0 1 2
temos o operador T : R3 — R3, dado por:
4 20 T 4z + 2y
Ta(zy,z)=| =1 1 0 ||y |[=]| —z+y

0 1 2 z Y+ 2z
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com polindémio caracteristico

pa(N)=det(A-M)=| -1 1-x 0 [=2-N(\-51+6).
0 1 2-)

Oa autovalores da matriz A (ou do operador Ta) sdo as raizes do polindmio caracteristico: \y = 2, de
multiplicidade k = 2, e Ay = 3.
O Autoespaco V\, Um vetor v = (z,y, z) jaz no autoespago Vy, se, e s se, A-v =2-v, isto é&

dr+2y=2x, —x4+y=2y e y+2z=2z (6.15)

e de (6.15) resulta x =0 ey =0. Logo, Vy, = {(0,0,2) : z € R} ou V), = [(0,0,1)].
O Autoespago V), Um vetor v = (z,y,2) jaz no autoespago Vy, se, e sé se, A-v=3-v, isto é&

dr4+2y=3x, —-z4+y=3y e y+2z=3z (6.16)
e de (6.16) resulta © =2z e y = z. Logo, Vi, = {(22,2,2) : 2 € R} ou Vyo = [(2,1,1)].

OBSERVACAO 6.5.6 Se v é um autovetor de certo operador T : V — V', associado ao autovalor X, e

B é uma base de V', entao:

Tw) = Xve[T(w)]z,=A[vg (6.17)

& [T]B[v]g =\-lg& ([T]B—)\-I) [v]g =0
e a dltima equacdo em (6.17) terd uma solugdo ndo nula v se, e somente se, det ([T]B — )\'I) =

0. A este determinante, o qual nao depende da escolha da base B, damos o nome de POLINOMIO

CARACTERISTICO do operador T.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 6.3

1. Em cada caso, determine o polinémio caracteristico do operador, seus autovalores e autovetores

correspondentes. Por fim, encontre uma base dos autoespacos associados.
() T:R2 - R2, T(x,y)=(2y,2).

(b) T:R2—-R2 T (r,y)=(x+y2x+7y).

(c) T:R®—=R3 T(v,y,2)=(x+y+z2y+z3z).
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(d) T:R¥—R3 T(r,y,2)=@+y,z—y+z22+y—2).

(e) T:R* —=R*, T(x,y,z2t)=@mzstyzt+tyt+z,ct+y+z+t).

(f) T:R* = RY, T (x,y,2,t) = 2z +y,2y,22,3t).

(8) T: Maxa — Maxa, T (A)=A" (A? é a transposta de A)
(h) T:P; - Py, T(ax+0b)=2azx—0.

(1) T:Py =Py, T(p(x)) =p'(2).

(G) T:P; — Py, T (az?+bz+c) =az? +cx+b.

(k) T:Py; =Py, T(p(x))=p(x+1).

(1) T:P3—Ps, T(p(x)=(1-2%)p"(z)—2zp (z).
. Mostre que um operador T : V' — V', com um autovalor nulo, ndo pode ser injetor.

. No espago R2, considere as bases B = {(1,0),(0,1)} e B = {(-1,0),(1,2)}. Determine o

polinémio caracteristico do operador T' (x,y) = (x,x + y), usando as matrizes [T ] 5 € [T] oo

. Seja Ry (z,y) = (zcosf —ysend,rsenf + ycosf) o operador de rotagdo. Se 0 = km, k € Z,

mostre que os autovalores de Ry sao A = £1.

. Identifique o operador de R?, com autovalores A\ = —2 e Ay = 3, e respectivos autovetores
v1=(3,1) eva =(-2,1).

, . L : 1
. Se T &€ um isomorfismo, com autovalor A, mostre que X é um autovalor do operador inverso T~ ".
. Se A e p1 sao autovalores distintos do operador T : V' — V, mostre que V) NV, = {0}.

. Se X\ é um autovalor do operador T : V — V, mostre que A? é um autovalor do operador T°2.

. SUBESPACO INVARIANTE Dado um operador T : V' — V, diremos que um subespaco W de V

¢ invariante pelo operador T ou é T-invariante, quando T (W) C W. Se A é um autovalor do

operador 7', mostre que o autoespago V) € invariante por 7.
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6.6 Operadores Diagonalizaveis

Um problema importante de Algebra Linear consiste em encontrar, caso seja possivel, uma base do
espago vetorial V' em relagdo a qual a matriz de certo operador T': V — V seja diagonal. Isto significa
diagonalizar o operador T': V' — V. Como ficou estabelecido no Lema 6.5.4 uma base de V' constituida

de autovetores diagonaliza o operador 7'

REGRA DE DIAGONALIZACAO Suponhamos dimV = n e que Ay, As, -+, Ap sejam os autovalores

distintos do operador T': V' — V. Se V), sao os autoespagos correspondentes e
dimVy, +dim V), +---+dim V), =n
entao o operador 7' ¢ diagonalizdvel e se B; é uma base do autoespago Vy;, j =1,2,3,...,k, entao:
B=BUByU---UDBg

¢ uma base de V que diagonaliza T', isto é, a matriz [T ] ¢ diagonal. Na diagonal principal da

B
matriz [T ] B figuram os autovalores de T e o nimero de vezes que cada autovalor aparece na diagonal

corresponde & sua multiplicidade como raiz do polinémio caracteristico.

EXEMPLO 6.6.1 Um operador T : R? — R? que possui dois autovalores distintos é diagonalizdvel.
Neste caso, os dois autoespagos tém dimensdo igual a 1. De forma mais geral, se dimV = n e o

operador T : V. — V possui n autovalores distintos, um tal operador T é diagonalizdvel.

EXEMPLO 6.6.2 Seja T o operador do R®, definido por T (z,y,2) = (3x — 4z,3y + 5z, —z). Os auto-
valores de T sao \y = 3 (de multiplicidade 2) e Ay = —1, que sao as raizes do polinémio caracteristico

p(AN)=(A— 3)2 (=1 —X), e os autoespagos correspondentes sao:
‘/E;:{(x,y,O):m,yeR} e V—lz{(42,—52,4Z)IZ€R}.

Considerando as bases B = {(1,0,0),(0,1,0)} e B” = {(4,—5,4)} dos autoespagos V3 e V_1, respec-
tivamente, vemos que dim V3 + dimV_; = 2+ 1 = dimR3 e, portanto, T ¢é diagonalizdvel; a base de

autovetores B ={(1,0,0),(0,1,0),(4,-5,4)} = B'UB" diagonaliza T e temos:

30 0
Tlg=]03 0
00 -1
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EXEMPLO 6.6.3 Seja T o operador do R3, definido por T (x,z,2) = (4 + 2y, —x +y,y + 22). Os

autovalores de T' sao Ay = 2 e Ay = 3, que sdo as raizes do polindmio caracteristico
p(AN) = =N+ 7A% — 16X + 12,
e 0s autoespacos correspondentes sao:
Vo ={(0,0,2): z € R} e V3={(-2y,y,y):2€R}.

Vemos que dim Vo + dim V3 = 1 4+ 1 # dimR3 e, portanto, T ndo é diagonalizdvel.

EXEMPLO 6.6.4 O operador derivagao T : Py — Py, dado por T (p) = p’ tem polinémio caracterisitco
p(A\) = —\3 e, portanto, o tnico autovalor de T é X\ = 0. O autoespaco Vy correspondente é constituidos

dos polinémios constantes e tem dimensao n = 1. O operador T nao é diagonalizdvel.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 6.4

1. Em cada caso, encontre uma base de V' que diagonaliza o operador T : V — V.

(a) T:R? — R?, T (z,y) = (2z,x — y).
(b) T:R* =R, T(z,y,2) = (x+y,—2y,2).
(c) T:R3 — R3, T(z,y,2) = (—2z,x —y,4x + 3y).

(d) T:R3 — R3, T (x,y,2) = (z, -2z + 2y, 122 — 32).

2. Se a matriz do operador T : R? — R? em relacdo & base candnica é simétrica, mostre que T é

diagonalizével.

3. Determine, caso exista algum, os valores de a que tornam os operadores T (z,y) = (z + y,ay) e

S (z,y) = (x + ay,y) diagonalizaveis.
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Questoes de Revisao

. Sejam W; e Wy subespagos vetorias de V, tais que W1 N Wy = {0}. Mostre que T (u,v) = u +v

define um isomorfismo de W7 x Wy sobre Wy & Whs.

. Se duas transformagoes lineares S, T : V — W s&o iguais nos vetores vy, vs, ..., v, de uma base

de V, mostre que S (v) =T (v), Yv € V.

. Se T :V — W é um isomorfismo, mostre que a aplicacdo inversa 7! : W — V também o é.

. SeT:V — W & um isomorfismo linear, mostre que dim V = dim W e T transforma uma base de

V em uma base de W.

. Seja P : R* — R* o operador definido por P (z,y, z,t) = (z,y,0,0). Mostre que:

(a) P2P=P (P2=PoP).
(b) R* =Im (P) @& N (P).

(c) Encontre uma base B do R*, tal que

[I2] (0]
[Plp = ol o
o 0] ),
.SedimV <ocoeT :V — V éum isomorfismo, qual a relagao entre as matrizes [T] g, e [T_l]g,?

Identifique a imagem da circunferéncia z2 +y? = a2, a > 0, pelo operador T : R? — R?, dado por

T (z,y) = (ax + by, bx + ay), sendo |a| # |b] .

. Encontre a expressao do operador T : R? — R3, que representa uma rotacao de 7/3rad em torno

da reta que passa pela origem e tem a dire¢ao do vetor v = (1,1,0).

. Seja T : R? — R? o operador que representa uma reflexdo através da reta y = 3z. Encontre

T (x,y) e uma base B do R?, tal que

Se p(A\) = (A—a)" é o polinomio caracterfstico de um operador diagonalizavel T': V — V, com

dim V = n, mostre que [T]B = al, seja qual for a base B de V.
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11. Sejam T e R os operadores do R? que representam, respectivamente, a projecio e a reflexdo no

plano 7 : 3x 4+ 2y 4+ z = 0.

(a) Encontre T'(x,y,2) e R(z,y,2).
(b) Encontre bases B e B do R3, tais que

1 0 0 1 0 O
[T]B =1000 e [R] =101 0
0 0 1 0 0 -1

(tais bases devem conter dois vetores v; e vo do plano e um vetor vs ortogonal ao plano )

12. Encontre os autovalores do operador 1" : P3 — P3, dado por T (p (z)) = p(z + 1), e 0s correspon-

dentes autoespagos. O operador T' é diagonalizdvel?

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 6.0

1. Sao lineares as aplicagoes (a), (b), (c), (d) e (h). Nos casos (e) e (f), temos T'(0) # 0 e, portanto, T’

nao ¢ linear. Para verificar que a aplicac@o (g) nao é linear, basta observar que 7' (—1) # =T (1).

2. Sim. Usando as propriedades do produto matricial, temos

TAAX +Y)=AAX +Y) = MX + AY = \T4 (X)+ T (Y), X,Y € Moy, NER.

3. Usando as propriedades da transposicao de matrizes, temos:
TOAX+Y)=QX4+Y)' = 2AX"+ Y = XT (X)+T(Y), X,Y € Mayz, A€R.

1 0 0 0
4. Se A = e B= , entao det A = det B =0 e det(A + B) = det Iy = 1. Para

0 0 0 1
essas matrizes, temos T (A + B) # T (A) + T (B) e isso mostra que 7" nao ¢é linear.

x z
5. Vejamos o item (c), como ilustragdo. Sejam u = ev= dois vetrores em Moy €
Y t
seja A um escalar. Temos:
Az + 2 A+z 0 z 0 z 0
TN u+v) = T = =\ +
Ay +t 0 Ay +t 0 y 0 ¢

= AT(u+T(v).
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6. A transformagao T' nao é linear, porque 7' (0) é o vetor (polindémio) nao nulo p(xz) = x. No caso

da aplicagao S, dados p e ¢ no espago P; e um escalar A,temos:

SA-p+q)(z) = Ap+q)(@)+2>(\-p+q)(2)
= A (p(@) +2% (@) +q(x) +2%¢ (x) = [A- S (p) + 5 (9)] (z) -
Logo, S(A-p+4q) =X-S(p) + S(q) e, portanto S é linear.
7. Atividade de Sala de Aula.
17 Temos: T (z,y) = %(6x,5:p —y,2z) e S(x,y,2) = %(w,&r —1,3z). Assim,(SoT)(x,y) =
(2,9) -
19 T(z,y) = (y,2)

20 O caso geral T" = 2"~ 1. T & deduzido de forma indutiva. Como ilustracio, vejamos o caso

n = 2. Temos:
T*(2,y) =T (T (,y)) =T (x+y,x —y) =T (22,2y) = 2- T (z,y).

21 T(.’L‘,y) = (y,l’) € S(l‘,y) :%<$_y7y_w)'

ESCREVENDO PARA APRENDER 6.1

1. Considere a base B = {(0,2),(—1,1)} do R? e observe que (z,y) = 3 (y — z) (0,2) +z (—1,1), de

modo que:

T(a:,y):%(y—x)-T(0,2)+:c-T(—1,1):x-(l,Q,O)z(m,Qx,O).

2. Em cada caso, identifique o ntcleo e a imagem da aplicagao linear.
(a) N(T) = {(z,2z) : € R} e uma base do niicleo ¢ B = {(1,2)}. A imagem do operador T ¢
o0 eixo x e uma base de Im (T") ¢ B/ = {(1,0)}.

(b) B ={(—2,1,1)} & uma base do niicleo de T'. O subespago Im (7') ¢ consiste dos vetores da

forma:

(x+2y,y —z,x+22)=2-(1,0,1)+y-(2,1,0)+ z- (0,—1,2)

e B ={(1,0,1),(0,—1,2)} é uma base de Im (7).
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. O ntcleo de T é constituido da matrizes da forma e uma base de N (T) é:

x
Ty
10 0 1
B = ,
10 0 1
0 0 00
Acrescentando & base B os vetores Xz = e Xy = , obtemos uma base de
10 0 1

Moy e o conjunto B = {T (X3),T (x4)} é€ uma base de Im (7).

. Um vetor p(z) = ax?® + bz + ¢ jaz no micleo de T se, e somente se, z2p” = 0, isto é, a = 0.

Logo, ker (T') = P;. A imagem de T ¢ constituida dos vetores ¢ = ax? e tem como base o conjunto

B= {:)32}
. Considere a base B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} do R? e defina o operador T : R?>— R? por:
T(1,0,0) = (1,2,3), T(1,0,0)=(4,0,5) e T(1,0,0)=(0,0,0).

Um tal operador nao pode ser um isomorfismo, porque dimIm (7") = 2. Para que a imagem seja
preservada, o vetor 7' (1,0, 0) dever ser combinacao linear de v; e vy e, por simplicidade, escolhemos

T(0,0,1) = 0.

. Seja B = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)} a base do R3, construida por completamento da base do
nicleo do operador T'. e defina:

T(1,1,0) = (0,0,0), 7(0,1,0)=(0,1,0) e T(0,0,1)=(0,0,1).

Dessa forma, construimos o operador T (x,y,z) = (0,—x + ¥, z), com micleo gerado pelo vetor

(1,1,0). Um tal operador nao ¢ injetor e muito menos um isomorfismo.
. Basta notar que v e N (Th o Th) & T (v) € N (T3) .

. Os isomorfismos sdo estabelecidos de forma natural.

(a) T'(z,y) = (z,9,0); R*~W.
(b) T (z,y,2) =z +yt+ 2%, R =P,

(c) T(x,y,2,t) = ;o R = Mayoa.

z t
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11.

12.

13.

14.

15.
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. Adicionando o vetor v = (1,0) & base B = {(1,2)} do nicleo, chegamos a base B’ = {(1,0),(1,2)}

do R2. A aplicagdo linear a ser construida depende da escolha do vetor v e considerando T'(1,0) =

(2,2,0), encontramos:

2Qr —
(.9) = =57 (L0 +2-(1L,2) = T (e,y) = (20— 3,2 ~ y,0).

O niicleo de T é o subespaco de Py gerado pelo vetor p = 222 —x 4 1. A imagem de T é o subespaco

gerado por {1, z}, isto é, o espago P;. E claro que T nio é injetor nem sobrejetor.

Adicionando o vetor v = (1,0,0) 4 base B = {(1,0,—1),(0,1,—1)} do niicleo, chegamos a base
B ={(1,0,0),(1,0,-1),(0,1,—1)} do R? e notando que:

(.I,y,Z) = ($+y+2) ’ (1,0,0)+(—y—2)(1,0,—1)+y(0,1,—1)
encontramos T (z,y,2) = (x +y+2) - (1,1,1).

N (81) & o subespago Py dos polindémios constantes e a imagem Im (9;) é constituida dos polindmios

p (z), tais que p (0) = 0. Para o operador da, temos:
N(@)=P; e Im(d)={peP,:p(0)=p(0)=0}.
Considerando a base B = {(1,0),(1,—1)} do R?, obtemos:

(z,y) = (@+y)- (L) +(=y)-(1,-1) e
T(xay) = (_y72y70)‘

Basta notar que v € N (T)) & T (v) e N (T).

O polinémio ¢ (t) = 1 jaz em Po, mas nao pertence a Im (7).

ESCREVENDO PARA APRENDER 6.2

1.

2.

3.

Em qualquer base B do espaco V' a matriz [I]; é a matriz identidade n x n.
Um vetor (polindmio) genérico de Py é p(t) = a + bt e a aplicagdo ¢ T (a + bt) = a + bt.

A matriz de [T]gl é:

0 -1 4
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4. () T (z,y,2) = (2y+z,—x+y).
(b) Considerando v; = (0,1,1), vy = (1,0,0) e v3 = (1,0, 1), entao a imagem de T é gerada pelos

vetores 1" (v1), T (v2) e T (v3). Como T (v1) = (—1,1) é combinagao linear 7" (vz) e T (v3),

estes dois dltimos LI, segue que {71 (v2), T (v3)} é uma base de Im (7"). O ntcleo de T tem
dimensdo 1 e N (T) = [(1,1,2)].

5. Considerando as bases ordenadas B e B’, encontramos:

1 1/2
[T]p=1{ 0 1/2
0 O
6. O ponto de partida ¢ a relagao [Tz = [T]gl [l

(a) T(.’L’,y) :%<x_yax_y74$+2y)
(b) Considere a base B” = {wy, wa, w3}, sendo
w=T(1,-1)=(1,1,1) e w3=T7(0,2)=(-1,-1,2)
e escolha wy LI com wy e ws. Por exemplo, wy = (0,0,1).
7. (a) A matriz [T]g, é a matriz 2 x 4
2/3 1/3 2/3 1/3
1/3 —1/3 1/3 —1/3

(b) Dado v = (z,y), temos que [v]gz = % (2 — y,x + y) e, portanto:

_5m—3y_
r—2 x —3y x—2
[Slg =5 Y lesu=1 yorm
20 — vy 2c —y x4y
r+y
Logo,
or — 3y =3
10 z—2y=0
Sv = &
1 20 —y =0
r+y=3

e, como o sistema nao tem solucao, um tal vetor v nao existe.
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8. A aplicacao T é dada por T (z,y) = (—z — 2y,y) .

10.

(a) Os vetores do tipo u = (z, —x) satisfazem a T'u = u, enquanto os vetores v = (z,0) satisfazem

aTv=—v.

(b) Temos que N (T') = {0}, de modo que dim N (T') = 0. On the other hand,
dimIm (T) = dimR? — dim NV (T) = 2.

(c) Sendo T injetora e sobrejetora, conclufmos que 7' é um isomorfismo. Se T~ (z,y) = (a,b),

entao:

(z,y) =T (a,b) = (—a — 2b,b)

e daf resulta que a = —x—2y e b =y. Logo, T~! (z,y) = (—z — 2y,y) . Com a notacdo matricial,
temos:
-1 -2

1= 0 1

. As bases canonicas de P3 e R sao, respectivamente:

B={Lt#} e B ={1}
e um cdlculo direto nos conduz a:

T(1)=1,T@®#)=1/2, T(#)=1/3 e T(t)=1/4

Assim,
1
1/2
B
[T]B/ =
1/3
1/4

A base canonica de P; ¢ B = {1,t} e temos que
T(1)=0=0-140-t ¢ T({t)=1—t=1-14(=1)-t

e, portanto,
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11. As aplicagoes T4 e Tp sdo dadas por:

TA (.T,y) = (y72y7y) € TB (l‘,y, Z) = (07$+ 2y + z, —ZL‘)
e, portanto, T o Ty (z,y) = (0, 6y, —y). Temos:
N (Ty) = {(z,0) : z € R} Base: B={(1,0)}, dimN (T4)=1.
N (Tg) ={(0,y,—2y) : y € R} Base: B={(0,1,-2)}, dimN (Tp)=1.
N (TgoTs) ={(z,0): z € R} Base: B={(1,0)}, dimN (TpoTy)=1.

As colunas da matriz que representa a aplicagio linear geram a imagem de tal aplicagdo. Obser-

vando as matrizes das aplicagoes T4, T e T o T4, deduzimos que

m (Ty) =[(1,2,1)] Base: B={(1,2,1)},
m(Tg) = {(0,y,—2y) : y € R} Base: B={(0,1,0),(0,1,-1
Im (TgoTy) ={(z,0): 2z € R} Base: B={(0,6,—1)},

12. Dado v = (z,y, z,t) do R*, um célculo direto nos d4

T—y+z+3t
1 4z
MB':Z'
204+ 2y +22 -2t
—r+y—z+t a1
e, por conseguinte,
r—y+z+3t
1 0 11
1 4z
4 21 + 2y + 22 — 2t
0 -1 1 1
—x+y—z+1t
Logo
T(w) = (22 4+ 2y 4+ 22+ 2t) (1,0,0) + (4o + 8z + 4t) (—1,0,1) +

N

(—x—3y—z—t,o+3y—3z—t,4dx+ 8z +4t).

13. Ponto de partida: T (z,y,2) = (x + 2y,z — 2) e S (z,y) = (z,x

dimIm (Ty4) = 1.
)}, dimN (T) =2.
dimIm (TpoTy) = 1.

20+ 2y + 22+ 2¢
4o + 8z + 4t
r+3y—3z—1t

(x+3y—32—1)(1,1,0)

—y72y72$+y)
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(a) Temos
7(1,0,0) = (1,1)=0-(1,0)+1-(1,1),
T(1,1,1) = (3,00=3-(1,0)+0-(1,1),
T(0,1,-1) = (2,1)=1-(1,0)+1-(1,1) e
S(1,0) = (1,1,0,2)=2-(1,0,0,0)4+2-(0,0,1,1)+ (—=2)-(0,0,1,0) 4+ (—1) - (1,-1,0,0),
S(1,1) = (1,0,2,3)=1-(1,0,0,0)+2-(0,0,1,1) + (=1)-(0,0,1,0) +0-(1,—1,0,0) .
Logo:
2 1
e N B
-1 0
e, portanto:
1 6 3
[Slgr-[T]5 = | 2 6 4
0 -3 -1

(b) A aplicagio composta S oT : R — R* vem dada por:

[SoT)(z,y,2) = S(T (,y,2)) = S (v +2y,x — 2) = (x + 2y,2y + 2,27 — 22,3z + 4y — ).

(c) A matriz [So T] 5 coincide com o produto [S] g,, . [T]g encontrado em (b).
14. Recorde-se que um operador T : R? — R? serd um isomorfismo se, e somente se, for injetor.

(a) Mostremos que N (T') = {0}. De fato:

r+y—22=0
T(z,y,2) =0 | 2 —y=0 sr=y=2=0.
T+2=0

Assim, T' é injetor e, consequentemente um isomorfismo. A matriz de T é:
2 -3 -2
75 =1 0 -1 —2
1 0 0
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(b) A inversa ¢ dada por T~ (z,y,2) = i (r4+y+2z,2—3y+2z,—x —y+ 22) e temos:
0 0 1
_11B
Y5 = -1/2 12 1
1/4  —3/4 —1/2
(c) Se A é uma matriz n x n invertivel, ao escalonar a matriz ampliada [A, I,,] chegamos & matriz

[In, Ail] . No caso, temos:

2 -3 -2 1.0 0 100 0 0 1
0 -1 -2010]|~]010 -1/2 1/2 1
1 0 0 001 001 1/4 -3/4 —1/2

15. Um célculo direto nos da:

1/2 1/2 —1/2 1 01 1 1 0
M=[Tlg=|-12 172 12 |, M'=[110]| e [T]p=|011
1/2 —1/2 1/2 01 1 1 0 1
e temos:
M)y M = [T],,

16. A= 1 [a—i—d:l: (a—d)2+4bc].

ESCREVENDO PARA APRENDER 6.3

1. Em cada caso, considere a matriz de T' com relagao as bases candnicas.

(a) Considerando a base canénica do R?, temos:
A 2
p(N) =det ([T] — M) = det =\ -2

Os autovalores sdao A\ = v/2 e Ay = —/2, com autoespacos correspondentes Vi, = [(\/i, 1)] e
Vi = [(=v2,1)].
(b) Neste caso, o polinémio caracteristico é p () = A2 — 2\ — 1 e os autovalores sdo A\ = 1 + /2

e A2 = 1 — /2. Os autoespacos sio:

6= 03] ¢ = [(1vE)]
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(c¢) Temos p(A) = (A—=1)(A—2) (A —3) e os autovalores sdao Ay = 1, Aa = 2 e Ay = 3. Os
auto-espacos correspondentes sao:

Vi = [(1’070)]a Wi, = [(1’ 170)] e Vi, = [(17 1, 1)] :

(d) O polinémio caracteristico ¢ p(A) = (A+1) (3 — A?) e os autovalores sio \; = —1, Ao = /3

e A3 = —/3. Os autoespacos correspondentes sao:
V)\l = [(11_27_1)]7 V)\2 - |:<1;\/§_1,1):| 5 (§ Vv,\3 - |:<1,1—\/§,1):| .

(e) O polinomio caracteristico é p (A) = (1 — A)* e A\; = 1 & 0 autovalor de ordem 4. O auto-espaco
correspondentes é:

Va, =1(0,0,0,1)]
e os auto-vetores sao do tipo v = (z,0,0,t), x,t € R.

(f) Temos p(A) = (3 — ) (2 — \)® e os autovalores s50 A} = 3 ¢ Ay = A3 = A\g = 2. Os autoespagos

Sa0:
Vi = [(0,0,0,1)] e Vi, = [(1,0,0,0),(0,0,1,0)] (dimVy, =1 e dimV,, =2).

(g) No espago Maya, consideramos a base canonica:

10
B: bl ) ?
00 00 1 0 01

e encontramos p(\) = (1 —A)®> (A+1). Os autovalores sio, portanto, A = 1, de ordem 3 e

A = —1. Os auto-espacos correspondentes sao:
1 0 1 0 0 0 0 1
V/\1 = ) ) € V)\g =
0 0 0 1 01 -1 0

(h) O tnico autovalor ¢ A = 0 e qualquer polindmio constante e ndo nulo é um vetor préprio
associado. O autoespaco é V) = R.
(i) No espago Py, consideramos a base canénica B = {1,x,x2} e encontramos p(A) = —\3. O

tnico autovalor é A =0e V), = R.
(j) Temos T (1) =z, T (z) =1e T (z?) = 2? e, portanto:
010
Tlg=| 100
0 01



6. APLICACOES LINEARES 291

O polinémio caracterfstico é p(A) = (1 — A) (A — 1), com rafzes (autovalores) \; = 1 (dupla) e
A2 = —1. Os autovetores associados ao autovalor A; sdo os polindémios do tipo az? + bx + b,

enquanto os autovetores associados ao autovalor Ay sfo os polinémios do tipo bx — b. Os

autoespagos sao:
Vi = [1’ + 1ax2] e WV, = [.%' - 1] (dim Viy=2 e dimV), = 1)'

(k) Dado p(z) = ax® + bz + ¢, temos que T'(p) = p(z+1) = azx®> + 2a +b)x+a+b+c, de

modo que:
T(1)=1 T@) =2+1 e T(2*)=2"+2z+1

A matriz de T na base B = {1,:B,:E2} é, portanto:

1 1 1
Tls=|0 1 2
0 0 1

e o polinoémio caracterfstico ¢ p(A\) = (1 —A)>. O autovalor ¢ A = 1, de multiplicidade 3 e os

autovetores correspondentes sdo os polinomios q(x) = k, k € R. O autoespago é o subespago

de dimensao n = 1, dado por:

(1) Dado v = az? + bz + ¢, temos que T (v) = —6ax? — 2bx — 2a de onde segue que:
T(1)=0, T(z)=-2 e T(z°)=—62"-2.

O polinémio caracterfstico ¢ p(\) = —A3 — 612, com rafzes (autovalores) A; = 0 (dupla) e

A2 = —6. Os autoespagos sao:
Vi, =R e Vi, =[z,1+32%].

Em outras palavras, V), é constituido pelos polinomios constantes, enquanto Vy, é o subespago

constituido pelos polinémios do tipo 3az? + bx + a, a,b € R.

2. Recorde-se que T é injetor se, e somente se, N (T)) = {0}. Se A = 0 é um atovalor de T, existe

v # 0, tal que T (v) = 0-v = 0 e daf resulta que v € N (T') e, portanto, N (T') # {0}.
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3. As matrizes de T' em relacao as bases B e B’ sao, respectivamente:

10 /2 1/2
[T)5 = e [Tlp =
11 —-1/2 3/2
e temos:
(a) Em relagao a base B :
1-Xx 0
p(A) = det = (1-\)2.
1 1—A
(b) Em relacao a base B’ :
12—\ 1/2
p(A) = det / / =M _2A+1=(1-))72.
—1/2  3/2- A

4. Temos que Ry (x,y) = (xcosf —ysend,xsend + ycosh) e, considerando § = k7, encontramos:

Ry (z,) = ((-=1)* e, (~1)"y).

Com relacao a base canodnica, temos:
[Rol =

e o polinémio caracteristico é p (\) = £1, conforme seja k par ou fmpar.

5. Com os autovalores \; = —2 e Ay = 3, construimos a base de autovetores B = {(3,1),(—2,1)} e
teremos:
A= T] -2 0
= B =
0 3

ASSima T (IIJ, y) - <_6y7 —T+ y) :
6. Sendo T um isomorfismo, qualquer autovalor A é nao nulo e existe v # 0, tal que:
T=Aveov=T""TAv)=X-T ()T (v) =1 v
7. Basta observar que T'(v) = A -v = p-v e daf resulta (A — p) - v =0 e como A\ # p, segue v = 0.

8. Existe v # 0, tal que T (v) = A - v e, assim, T2 (v) = T (T (v)) = A% - v.
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9. Basta notar que se v € V), entdo T (v) = X -v € V. (V\ & um subespago vetoriall)

ESCREVENDO PARA APRENDER 6.4

1. Como ilustragdo faremos o item (d). Ressaltamos que o procedimento é o mesmo em todos os

casos: encontramos os autovalores e uma base de autovetores.

(d) Os autovalores do operador T sdo A\; = 1, A2 = 2 e A3 = —3, com autoespagos correspon-

dentes:

Vv, = {(z,22,3z) :x € R}.
V)\2 = {(O,y,O) :yER}'
Vie, = {(0,0,2):z€R}.

Em relagao a base B = {(1,2,3),(0,1,0),(0,1,0)} , de autovetores, o operador T' é repre-

sentado pela matriz diagonal:

1 0 0
0 2 0
00 -3
2. A matriz de T ¢ do tipo:
[T]p = 0 )
b c

com polinémio caracteristico p (A\) = A2—(a + ¢) A+ac—b?, com duas raizes distintas, e autovetores

coorespondentes LI, exceto no caso em que a = —c e b = 0, e, neste caso, matriz é diagonal.

3. Se a # 1, o operador T é diagonalizdvel. Por outro lado, S é diagonalizdvel apenas no caso em

que a = 0.

UESTOES DE REVISAO

1. Para verificar que T ¢é linear, observe que

T (A (u1,v1) + (u2,v2)) = T (Aug + ug, Avg + v) = Aug + ug + \vg + v

= )\(ul +’01) + U9 +vo = )\T(ul,vl) +T(U2,'U2).
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Dado u + v em Wy & Ws, entdao T (u,v) = u + v e, portanto, T é sobrejetora. Por outro lado, se
(u,v) € ker (T'), entdo u +v = 0 em Wy @ Wy e como Wi N Wy = {0}, segue que u = v = 0.
Assim, ker (T') = {0} e T é injetora.

. Dado v em V, entdo v = 1 -v1 +x2-v2+- - -+ 2y - vy €, considerando que 7' (v;) = S (v;), obtemos:

S(v) = xl-S(Ul)+$2-S(’U2)+"'+xn'5(vn>
= x1-T(v)+axo-T(va)+ - +xp-T (vy)

= T(x1-vi+me-va+ - +xp-vy) =T (v).

. Sendo T : V — W um isomorfismo, entdo dimV = dim W, e T~! serd um isomorfismo se, e

somente se, for injetor. Ora,
7! (w1) = 7! (we) & T (T_l (wl)) =T (T_l (IUQ)) & w1 = wa.

Logo, T~! ¢é injetor e, portanto, um isomorfismo.

. Sendo T : V. — W um isomorfismo, entdo N (T) = {0} e Im (T') = W (T ¢é injetor e sobrejetor).

Logo,
dimV = dim A (T) + dim Im)T = 0 + dim W = dim W.
Por outro lado, dada uma base B = {v1,v2,--- ,v,}, entao T (v1),T (v2),--- ,T (vy) sdo LI. De
fato:
x1-T(v)+ay-Twa)++z, - T(vy) = 0T (x1-v1+x2-v2+ - +2xp-v,)=0
& v +ze-vat o+ Ty v, =0
& 1 =x9=---25 =0.

. Dado que P (z,y,z,t) = (x,9,0,0), temos:

(a) P2 (z,y,2,t) = P(P(z,y,2,t)) = P(x,y,0,0) = (x,y,0,0) = P (z,y, z,1) .
(b) Dado v = (z,y, z,t) um vetor do R*, entéo:
v=(z,y,2,t) = (,9,0,0) + (0,0, 2z,t) = P (z,y, 2,t) + (0,0, 2,t) € Im (P) + N (P).

Considerando que Im (P) NN (P) = {0}, deduzimos que R* = Im (P) & N (P).

(c¢) Considere uma base do tipo B = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,A,0),(0,0,0, )}, com Ap # 0.
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10.

11.

. As matrizes [T‘l]

B/

B . .
B € [T] 1 S80 Inversas uma da outra.

A elipse do plano R2, descrita por: Au? — 4abuv + Av? = a? (a2 — b2), com A = a? + b2

. Atividade de Sala de Aula.

. Atividade de Sala de Aula.

Um tal operador possui autovalor A\ = a, de multiplicidade n, e existe uma base B’ de V em
relacdo a qual a matriz de T é diagonal, ou seja, [T} = a-I. Se B é uma outra base de

e [7]

BI

V', as matrizes [T] sdo equivalentes, isto €, existe uma matriz invertivel M, such that

B B’
[T]B =M. [T] 5 - M e, consequentemente:

[T)y=M""- [T, M=M"(a-I)M=a(M"-1-M)=a-1.

Na Figura 6.11 ilustramos os operadores T' e R, onde @Q é o ponto médio de PQ’, e vemos que

T(P)=QeR(P)=Q"

Figura 6.11: Ilustracao do Exercicio 11.

(a) Um ponto genérico da reta r que passa por P (x,y,z) e é perpendicular ao plano 7 é X =
(x + 3t,y + 2t, z + t) e no instante tg = —ﬁ (3z + 2y + z) o ponto X estard sobre o plano 7.
Logo

T(z,y,2)=Q = ﬁ(5x—6y—3z,—6x+ 10y — 2z, —3z — 2y — 13z).

Por outro lado, considerando que @ é o ponto médio de PQ’, temos

Q=3P+Q)=Q =2Q—P=1(—2z—6y—3z,—6x+3y—22,—3z — 2y +62).
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(b) E oportuno observar que se u é um vetor perpendicular ao plano 7, entdo R (u) = —u e que
Tw)=0svlr e Tu=usuecm.

A base B = {v1,v2,v3} deve ser tal que T (v1) = vy, T (vy) =0 e T (v3) = vs. Escolha v; e

vg LI, ambos no plano m, e vy ortogonal ao plano.

Resposta 6.1(15) Seja T' (x,y) = (0, z)
Temos:
HT?=0
2) ker (T') = {z = 0} = eizoOy
3) Im (T') & o eixo Oy
4) Im (7?) = {0}
5) T? =0 e ker (T") # {0}



VETORES & ALGEBRA LINEAR 7. ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

Introducao

Quando tratamos com vetores geométricos determinados por .
z A(x, p,2)

dois pontos do espaco, as nogoes de angulo e comprimento
tornam-se bem claras. Na figura ao lado ilustramos dois ve-

A 0 B(x',»",2")
tores u e v e 0 angulo 6 entres eles, onde vemos que A/ .

<l

i J y

Uu=0A=zi+yj+zk e 7=0B=2'i+¢yj+ 7k

Define-se a norma (ou comprimento) e o produto interno (ou produto escalar) no espago R? por:

NORMA: |d]] = Va2 + y? + 22

PRODUTO INTERNO: ue v = || v cosb.

Quando o angulo @ for 7/2, diremos que os vetores 4 e U sdo ortogonais ou perpendiculares e anotamos
4 L ¥. Considerando que os vetores i, j e k s@o unitdrios e mutuamente ortogonais, obtemos a seguinte

expressao para o produto interno em coordenadas:
Tev=xx' +yy + 22 (7.1)

e as seguintes propriedades sao vélidas sejam quais forem os vetores 4, ¥ e w e seja qual for o escalar A:

1. ded=|i]*>0 e deid=0xad=0.

U+ v)ew=1uew+Uew.

@D
—~

4. ie (V+w)=Uev+Uew

Com o objetivo de interpretar geometricamente o produto interno, deixe-nos considerar dois vetores

nao nulos ¥ e ¥, sendo @ um vetor unitério, isto é, ||| = 1.
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—
Na figura ao lado, o vetor OB representa a projecao ortogonal 4
do vetor ¥ sobre o vetor 4. Esta projecao ortogonal é represen- N
v
tada por Proj; v e um célculo simples nos da:
. o AR -~ ueuv)
PrOJﬁU:‘|OB‘|’u:(W>'U, 0
U
L4 —>
0 n B
e, consequentemente, ||Proj; v]| = |@ e U]. De certa forma, o produto interno # e ¥’ pode ser visto como o

comprimento da projegao ortogonal Proj; v e o vetor v — Proj; ¥ € ortogonal ao vetor @. De fato, basta

observar que:

Ge (7 —Proj;v) = wev—ieProj;d=1ide7—1ie <1|‘:H§>ﬁ
u
= detU—UevU=0.

EXEMPLO 7.0.1 (Um Produto Interno no R") Podemos usar o produto escalar (7.1) como guia
para definir um produto interno no espago R™. Dados u = (x1,22,...,Tpn) € v = (Y1,Y2, .- .,Yn) vetores

do R™, o produto interno

n
(u,v) = Tpye = T1y1 + T2y2 + - + T (7.2)
k=1

é conhecido por produto interno usual do R™. A norma induzida por esse produto interno é:

||u|]:\/uov:\/asf—i-x%-l--‘-—ka:%.

Em um espago vetorial V', em que os objetos (vetores) ndo sdo, necessariamente, vetores geométricos
(setas) as nogoes de comprimento e angulo, embora bem definidas, ndo sao tao ébvias. Por produto
interno em V entendemos uma operagao que associa a cada par de vetores (u,v) um escalar (u,v),
preservando as propriedades do produto escalar entre vetores geométricos. Em simbolos, um produto

interno em V' é uma aplicagao
B:VxV =R, B(u,v)={(u,v)
com as seguintes propriedades validas para u,v e w em V e X escalar:
1. (u,u) >0, YVueV e (u,u)=0se, esomente se, u=_0. (B é positiva definida)

2. (u,v) = (v,u), YuveV. (B é simétrica)
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3. (U, A v+ w) =X (u,v) + (u,w) e (Autv,w) =X (u,w) + (v,w). (B é bilinear)

Um produto interno induz no espago V' uma norma (distancia), definida por ||u|| = v/(u,u), a qual

goza das seguintes propriedades:

(N1) |lu| >0, VueV e |u|=0<u=0. (0 tinico vetor de norma 0 ¢ o vetor nulo)
(N2) A -ulf = [Alflul], YVweV, VAeR (propriedade homogénea)
(N3)  [(uw,v)| < |lu| [jv]|, VY u,veV. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
(N4)  u+ vl <|ul| + v, YuveV. (Desigualdade Triangular)

Em um contexto mais geral, as propriedades (N1), (N2) e (N4) sao usadas para definir a norma

como um funcional [|x[|: V — R.

EXEMPLO 7.0.2 O wvalor de & que ortogonaliza os vetores u = (1,—1,2,2) e v = (0,7,2,1) do R*

[N

determinado a partir da relagéo (u,v) = 0. De fato:
ulve (uv)=0—c+2x+2=0&2=-2.

EXEMPLO 7.0.3 No espaco C ([a,b]), das fungoes continuas f : [a,b] — R, o produto interno usual é

definido por: \
()= [ 1030t (73)

Consideremos a = 0, b= m e calculemos as normas e o produto interno entre os vetores f (t) = cost e

g (t) =sent. A norma induzida pelo produto interno (7.3) é

111 = VD = [ 1o dt)m

e usando as identidades cos®t = % (14 cos2t) e sen?t = £ (1 — cos 2t), encontramos
™ ™
lcost|® = / (cost)? dt = / (14 cos2t) dt = 7/2 = eost|| = \/7/2
0 0
™ ™
[sent|® = / (sent)? dt = / (1 —cos2t) dt =m/2 = |sent| = /7/2.
0 0

N[

N[ =

Por outro lado,

™
(cost,sent) = /0 costsent dt = 1 [sen? t]g =0. (7.4)

DEFINICAO 7.0.4 Em um espago vetorial V, com produto interno, diremos que dois vetores u e v $do

2

ortogonais, e anotamos u L v, quando (u,v) = 0. O dngulo (u,v) entre dois vetores nao nulos u e v é
definido a partir da relagao:

B (u,v)
cos (w.0) = T ol
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LEMA 7.0.5 Vetores nao nulos e ortogonais sao LI.

Prova:  Sejam u e v dois vetores nao nulos e ortogonais e suponhamos que = - u+ y - v = 0. Entao:
(z-u+y-v,u)=(0,u)=0sz|u*=0ez=0.

De modo similar prova-se que y =0. B

EXEMPLO 7.0.6 Os vetores e; = (1,0,0), ex = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) da base candnica do R?® sdo

mutuamente ortogonais, em relagdo ao produto interno usual (7.2). De fato, basta observar que:
lejll =1, j=1,2,3, e (e1,e2) = (e1, e3) = (€2, €3) = 0.

Ja a relagao (7.4) nos diz que as fungoes sent e cost sao ortogonais, em relagdo ao produto interno

(7.3), coma=0eb=m.
LEMA 7.0.7 Em um espaco vetorial V', com produto interno, temos as sequintes regras de ortogonalidade:

i) 0Lu VYuelV (0 vetor nulo é ortogonal a todos vetores de V')
(ii) Seuw Lv, VwveV, entiou=0.
(iii) Seu L v e X é um escalar, entdo \-u L v.

(iv) Seu L wev L w, entdo u+v L w.

Prova:  As comprovagoes sao consequéncias diretas das defini¢des. Como ilustragao, temos:

(i) (A -w,v) =X (u,v) =0, jique (u,v)=0.
(iv) (u+v,w) = (u,w)+ (v,w) =0, jique (u,w)=0e (v,w)=0.

DEFINICAO 7.0.8 Se os vetores de uma base de V sao dois a dois ortogonais, a base denomina-se
BASE ORTOGONAL. Se, além disso, os vetores da base sao todos unitdrios (de norma igual a 1) ela

denominar-se-4¢ BASE ORTONORMAL.

EXEMPLO 7.0.9 Em relagao ao produto interno usual, a base candénica do R™ é ortonormal. Uma base
B = {vi1,va,...,0,} de V' é ortonormal em relagao a um dado produto interno se, e sé se, para cada
1,5 =1,2,3,...,n, tem-se:

1, se i1=73

0, se 1i#j.



7. ESPACOS COM PRODUTO INTERNO 301

7.0.1 Identidades & Desigualdades

No Capitulo 1, estabelecemos os Produtos Notdveis para vetores geométricos e esses produtos
continuam vélidos em espacos vetoriais com produto interno.

(a) Quadrado da Soma: |ju+v|> = ||Jul|® + 2(u,v) + ||v]*.
Prova:

lu +v)®

(u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)

2 2
= ull” 4+ 2(u, v) + [[ol”

(b) Quadrado da Diferenca: |ju —v|* = ||ul|* — 2(u,v) + ||Jv|>.

(c) Produto da Soma pela Diferenca: (u+v,u—v) = ||ul®> — |||
Prova:
(ut+v,u—v) = (u,u)— (u,v)+ (v,u) — (v,v)
= lull® = Jlo*.

(d) Identidades do Paralelogramo e de Polarizacao: Como consequéncia direta dos Produtos

Notdveis, temos as identidades:

Id. do Paralelogramo:* llu + v||2 + |lu— v||2 =2 (HuH2 + H’UH2> .

Id. de Polarizacao: lu+v|? = [Ju—v||* = 4(u, v).

Em um espago vetorial V' com produto interno, além dessas identidades destacamos duas desigual-
dades fundamentais: a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a Desigualdade Triangular. Dados dois

vetores u € v no espago V, temos:

(e) Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[{w, 0)| < ful| - o]l - (7.5)

3 Ao fazer referéncia a Identidade do Paralelogramo, a norma considerada é induzida por um produto interno, isto é,
|lu|| = v/ {u,u). Alids, a Identidade do Paralelogramo ¢é o indicador que determina se uma dada norma provém ou nao de

um produto interno (veja o Exercicio 13).
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Prova:  Partindo da desigualdade |ju + t - v||* > 0, encontramos:
2 0242 2 442
0<|lu+t-v||”=|v]|"t"+ 2(u,v)t + ||ul|" = At*+ Bt + C (7.6)

e o trinomio do lado direito de (7.6) serd ndo negativo se, e s6 se, seu discriminate A = B2 — 4AC < 0.

Ora, A= ||v||*, B =2(u,v), C = |lu||* e temos:
A <06 4u,v)® —4ul o] <0
e daf segue a desigaldade de Cauchy-Schwarz.

(f) Desigualdade Triangular:
lu+ ol < Jull + [|of] - (7.7)

Prova: Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:

2 2 2 2 2
lu+ol" = Jull” +2(u, v) + [[ol]* < flull” + 2 [u] - [[o]] + ]

(Il + flol))?

e daf resulta a Desigualdade Triangular (7.7).

7.0.2 Explorando as Desigualdades

Nas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Triangular, um fato que nos chama atengao é sobre a

ocorréncia das igualdades naquelas inequagoes. Se u ou v for o vetor nulo 0, é claro que (u,v) = ||ul|- ||v]]
e, também, ||u + v|| = ||ul| + ||v]|; no caso em que u e v s@o unitdrios, temos:

(u,v) = £1 & u = +o. (7.8)
De fato:

u=+ve |luFol>=0<e |u)® T 2uv) + v =0e 2T 2(u,v) =0 < (u,v) = £1.
LEMA 7.0.10 Os vetores u e v sao LD se, e somente se, |(u,v)| = ||ul| - ||v||. Em outras palavras, na

Desigualdade de Cauchy-Schwarz ocorre a igualdade apenas para vetores LD.

Prova: Se u =0 ouwv =0, nada hd a provar. Suponhamos u e v nao nulos e observemos que:

[(w, o) = [lull - [lv]| & <m, W>

e de (7.8) deduzimos que u = (£ [Jul| /||v||) - v, isto é, u e v sao LD. A
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LEMA 7.0.11 Os vetores u e v sdo LD se, e somente se, |[u+ v|| = ||u|| + ||v]|. Em outras palavras, na

Desigualdade Triangular ocorre a igualdade apenas para vetores LD.
Prova:  Temos que:

2 2
lu ol = ull + vl & [lu+ol" = (Jull + [[o])

& [u,v) = lull - v
e do Lema 7.1 deduzimos que os vetores v e v sao LD. W

EXEMPLO 7.0.12 (Extremos de um Funcional) No espaco vetorial V', dado um vetor unitdrio uy,

deize-nos considerar o funcional (nao linear) ¢ : S — R, definido por ¢ (v) = ||lug —v||, onde S =
{veV ||| =1} é a esfera unitaria de V. Em que pontos (vetores) o funcional ¢ atinge seus valores
extremos?

Solugao: E claro que [Jup — v|| > 0 e o valor minimo de |Jug — v|| é zero, atingido no vetor v; = ug.

Por outro lado, se ||[v]| = 1, temos:
2 2 2 2
)" = luo—vll" = [luoll” = 2(uo, v) + [[v]" = 2 = 2(uo, v)
< 24 2lug| - fv]| <4
e, portanto:
o) =4e2—2wup,v) =45 (ug,v) = —1
e de (7.8) segue que v = —ug. O valor maximo de ¢ (v) em S ¢é 2, atingido no vetor v = —uy.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.0
1. No espaco R?, dados u = (z,y) e v = (z',%/), verifique que a operagao
(u,v) = 2za’ + zy' + 2’y + 2yy/ (7.9)
define um produto interno em relagdo ao qual os vetores u = (1,1) e v = (1, —1) sao ortogonais.
2. A operacio ((z,y), (z',y)) = |2’ — z| + |y’ — y| define um produto interno no R?? Por qué?

3. Se u e v sdo unitdrios e (u,v) = +1, é correto afirmar que u = +v? Se ndo, apresente um

contra-exemplo.
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4. Se dois vetores u e v de um espacgo vetorial V' com produto interno sdo unitdrios e ortogonais,

10.

mostre que ||u — v|| = /2.

. No espaco V = Mayo das matrizes reais 2 x 2, dados A = [a;;] e B = [bjj], defina a operacao:

(A, B) = a11b11 + 2a12b12 + 3a21ba1 + azbaa, (7.10)
(a) Verifique que a operagao (7.10) define um produto interno em V.
(b) Calcule as normas e o angulo entre os vetores:

A: e B:

(c) Encontre o valor de = que torna ortogonais os vetores:

1 -1 1 -1
X: e Y:
2 1 2 =z

. Seja V um espacgo vetorial com produto interno e considere dois vetores u e v em V', com v # 0,

Mostre que a funcao real f () = ||u 4 2v||* atinge um valor mfmimo.

. No espaco R? considere a norma induzida pelo produto interno:

(u,v) = 2xz’ +yy' + 422/, (7.11)

sendo u = (z,y,2), v=(2/,y,2"). Qual o trabalho realizado pelo campo de forgas (constante)
F = (1,2,6), para transportar uma particula do ponto A (1,1,2) ao ponto B (2,3, —1), em linha

reta. Recorde-se que o trabalho é o produto da forga pelo deslocamento.

. Dados dois vetores nao nulos v1 e vy, qual valor deve-se atribuir & constante A para que os vetores

V1 € vé = v9 — Avp sejam ortogonais?

. Sejam vy, vy e vz vetores nao nulos e suponha que vy e va sejam ortogonais. Quais valores devem

assumir as constantes \ e (i, para que o vetor vy = v3 — Avy — pv; seja ortogonal a vy e v,

simultaneamente?

Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz em R? e mostre que:

1 1 1
(x+y+2) (—i——i—) >9, com z,y,z>0.
r Yy z
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11. Se u e v sao ortogonais, mostre que

luw+v|* = |Jul® + |jv]?. (Teorema de Pitdgoras)

Ilustre graficamente a situacdo com vetores no plano R?.
12. No espago Mo considere a seguinte operagao:
(A,B) =tr (B"- A). (7.12)

Mostre que a operacao (7.12) define um produto interno em Majxo e encontre um vetor Y # 0,
ortogonal ao vetor

1 -2

0 1

X =

13. No espaco R2, mostre que o funcional ||(z,y)|| = max{|z|,|y|} define uma norma, a qual nio

atende a Identidade do Paralelogramo e, portanto, ndao é induzida por um produto interno.

7.1 Ortogonalizacao

Por que as bases ortogonais sdo importantes e como ortogonalizar uma dada base? As coordenadas
de um vetor numa base ortogonal sao relativamente simples de calcular e isso ja justifica a importancia

das bases ortogonais. Se B = {v1,v2,...,v,} é uma base ortogonal de V' e u é um vetor qualquer, entao
U=221 V1 +T2 Vo + ...+ Ty Uy (7.13)

e para calcular a coordenada z; fazemos o produto interno dos dois lados de (7.13) pelo vetor v;, usamos

a ortogonalidade e encontramos

u, vy .
(u,05) = 2j(vj,v5) = @ ||vj||* = 2 = <ij H]2>’ i=1,23,...,n (7.14)
J
<U,Uj> P .
escalar que ura e . e o € u Ccom resperto ao vetor v,.
0) 1 e fig (7.14) COEFICIENTE DE FOURIER d t tor v;
Uj

EXEMPLO 7.1.1 Em relagdo ao produto interno usual, a base

B = {(1, 1,0) s (—1, 1,0) s (0,0,2)} = {2}1,'02,'03}
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é uma base ortogonal, tendo em vista que (v;,v;) = di5, 4,5 = 1,2,3. Os coeficientes de Fourier do

vetor u = (3, —1,2) em relagdo & base B sdo:

. <u,v1> . . (u,v2> . - <U7U3> _
= 7 =4 2= 5 — = 3 — 5 —
o]l [[vz]] o]l
e, consequentemente:
1
ulg=1 -2
1
O processo que apresentamos aqui para ortogonalizar uma base B = {vy,vs,...,v,} do espago

vetorial V' é devido a Gram-Schmidt e se inicia fixando uma das dire¢oes, digamos v} = vy, e construindo
vetores vy, v5...v,, de modo que B’ = {v],v),..., v} } seja uma base ortogonal, como sugerido nos

Exercicios 8 e 9 da secao Escrevendo para Aprender 7.0. O vetor v;, da base B’ vem dado por:

(Vk, Vj,_q) (Vk, Vo) Vg, V) Vg, V)
v;:vk—%-vgfl—%-vkﬂ—-- 4 ; %> v — < ; é> vy, k=2,3,...,n.
[V | [V | v o
De forma explicita, temos:
Ui = U1
/
V2,V
’Ué = U2—<2’I é> /1
[[or
/ /
’Ué = u3— <U3;U3> "(}/2 o <U3;Ué> 'U/I
vl ol
Up, V. Up, V. ! !
vy = o Sty Dwteeg) et )
lvh 1| [y [0l [[on

EXEMPLO 7.1.2 No espago Py dos polindmios de grau < 1, considere o produto interno

2
(p.q) = /0 p(z)q(z)de.

A partir da base B = {1,z} vamos construir, em duas etapas, uma base ortonormal de P;.
(i) ORTOGONALIZANDO A BASE B. Sejam v; =1, va = x e consideremos

v] = v=1 e

2
_ <U2’U,1> I fO zdz
P T

f02 12de

v
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A base B' = {1,z — 1} assim obtida é ortogonal.
EXEMPLO 7.1.3 Temos

2
]

<1,1>—/2dm—2:>HlH—\/§
0
2
le—1)? = <x—1,w—1>:/0 (x—1)2dz = 2/3 = ||z — 1] = /2/3.

A base B" = {%, % (x — 1)} é ortonormal.

EXEMPLO 7.1.4 Seja W o subespaco do R, gerado pelos vetores vy = (1,1,0,1,2), vg = (0,2,1,-2,0)
ewvs = (1,0,1,—1,2). Construir uma base ortogonal B’ de W, da qual fagam parte os vetores vy e va.

Qual as coordenadas do vetor v = (1,1,2,1,—1) na base B'?

Solugao: Inicialmente notamos que vy e vy sao ortogonais e, por isso, podem fazer parte da base
ortogonal B’ a ser construida e resta-nos construir um vetor vj, ortogonal a v; e ve. De acordo com o

método de Gram-Schmidt, consideramos:

V3, V2 U3, U1
1):/3:’1)3—<72>'2—<’2>'

[[va [[o]]
e um célculo direto nos dd v = (%, —%, %, —%, g) e temos a base ortogonal:

B/ == {(17 1707 1)2) ) (0725 ]-a _2)0) ) (%7 _27?7 %7 _%) g)} .

As coordenadas do vetor u na base B’ sao os coeficientees de Fourier de u em relagao aos vetores bésicos

v1, Vg e vf, isto é:

C1

!
[’LL]B/ = o com ¢; = <U,’U12>, Co = <U,U22> ey = <’LL,I'U32> .
o1 [[va| A

C3
Para finalizar esta secao, ressaltamos a importancia de uma base ortonormal B, de um espago veto-
rial V, na representagao matricial de um operador linear T': V' — V. Considerando B = {v1,va,...,v,}

e os coeficientes de Fourier ¢;; = (T (vj),v), 4,5 = 1,2,3,...,n, entdo:
T(Uj) :Clj'Ul—l—ng"Ug—{—"-—l-an"Un, j=123,...,n,

e, consequentemente, temos a representacao matricial:

(T (v1),v1) (T(v2),v1) -+ (T (vy),01)
me=| o

(T (v1) s 0n) (T (v2),00) - (T (vn),0n)
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ESCREVENDO PARA APRENDER 7.1

1. Use o processo de ortogonalizacio para construir uma base ortonormal do R?, a partir da base

B=1{(1,2),(2,1)}.
2. Repita o exercicio precedente considerando a base B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,2,0)} do R3.
3. Ortonormalize a base B = {(1,—1),(1,1)} do R?, em relagio ao produto interno (7.9).

4. Considere o produto interno usual do R? e encontre uma base ortonormal para o subespaco
W ={(z,y,2) :x —y+2z=0}.

5. No espago Py dos polinomios de grau < 2, considere o produto interno:

1
(p,q) = /_1p(w)q(:r) da.

Encontre uma base ortonormal para o subespaco de Py gerado pelos vetores vy =1 e vy =1 —x.

6. No espago Mgy, considere o produto interno (A, B) = tr (Bt . A) e ortonormalize a base

1
B = ) ) )

7. No espagco das fungoes reais continuas em [—, 7], considere o produto interno usual:

(fr9)=| f(@)g(x)dx
e deixe f ser a funcdo dada por f (z) = sen (kz), onde k & um inteiro positivo.

(a) Calcule ||f].
(b) Como se calcula coeficiente de Fourier de uma fungao continua g : [—m, 7] — R, com respeito

a funcdo f 7 O que representa este coeficiente?

8. Considere o espago das fungdes continuas em [0, 27, equipado do produto interno usual:

27
(fi9) = f(z)g(z)d.

0

Se gn (x) = cos (nx) e hy, (x) = sen (mz), sendo m e n inteiros, com n > 0 e m > 1, mostre que:
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(@) llgoll = v2m e |lgnll = llhnll =7, ¥V n =1
(b) gn L hypy, Y m,n.
(€) gu L g som£n.

No célculo das integrais use as relagoes

senAcos B = 3 [sen(A+ B)+sen(A— B)]

1
2
1
2

cosAcosB = 3]cos(A+ B)+cos(A— B).

9. Com a notagao do exercicio precedente, calcule a norma e os coeficientes de Fourier da funcao

f (z) = x, com respeito as fungoes g, € hp,.

10. Seja V' o espago das fungoes continuas em [0, 1], equipado do produto interno:

(f.g) = /0 f(2) g (x) da.

(a) Encontre uma base ortonormal do subespaco gerado pelas funcdes f (z) =z e g (z) = 2.

(b) Repita o item (a) com o subespago W = [1,.’1?,.%'2] )

7.2 Complementar Ortogonal

No que se segue, V é um espago vetorial real e (x,%) um produto interno em V. Dado um
subconjunto S de V, 0 COMPLEMENTAR ORTOGONAL de S, representado por S+ (lé-se "S perp"), é

o subconjunto de V' constituido pelos vetores ortogonais a .S, isto é:
St={veV:(uv) =0 YueS}.
LEMA 7.2.1 O subconjunto S+ é um subespaco vetorial de V, mesmo que S nao o seja.

Prova: Dados v1 e v3 em S+ e um escalar A\, devemos mostrar que \v; + vz € S*. De fato, para

cada vetor u de S, temos (u,v1) =0 e (u,v2) = 0 e, portanto:

(u, Av1 + v2) = Mu,v1) + (u,v2) =0 = Avy + v € St m
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LEMA 7.2.2 Se W ¢ o subespaco de V, gerado pelos vetores vyi,va, ..., v, entdo:
veWt s (v,v) =0, 7=1,2,3,... k.

Prova:  Suponhamos que (v,v;) =0, para j =1,2,3,...,kesejau=x1-v1 +x2-v2 + -+ T} - U

um vetor genérico de W. Entao:
(v,u) =1 - (v,v1) + 22 - (V,v2) + -+ ) - (V) =0

de onde segue que v € W. Reciprocamente, se v € W entéo (v,u) = 0, seja qual for o vetor u de W

e, em particular, (v,v;) =0, para todo j =1,2,...,k. W

EXEMPLO 7.2.3 Seja W o subespaco do R*, gerado pelos vetores uy = (1,1,0,0) e ug = (—1,1,0,1) e

determinemos o complementar ortogonal W=.
Solugao:  Temos que:
v=(z,y,z,) eWrev-uy =0 ¢ v-upg=0

edafresultaz +y=0e —x+y+t=0,isto &, y = —x e t = 2x. Logo, W+ = {(x, —x, 2,2z) : 2,2 € R}
e B=1{(1,-1,0,2),(0,0,1,0)} é uma base do complementar ortogonal W=.

EXEMPLO 7.2.4 Decorre diretamente da definicdo que em um espaco vetorial V, tem-se:

vi={0} e {0}' =W

7.2.1 Projecao Ortogonal sobre um Subespacgo

Na introducédo deste capitulo, estabelecemos a projecao ortogonal de um vetor geométrico v sobre

um vetor @ e com o objetivo de generalizar a nogdo de projecdo ortogonal sobre um subespaco W de

V', deixe-nos considerar uma base B = {vy,va,...,v;} de W e seja w o vetor de W dado por:
v,V v,V v,
:<7 12>"U1 <722>v2++<7k2>vk
[[o1]] [[v2]] ok

Se v é qualquer vetor do espaco V, entdo v — w jaz no complementar ortogonal W+ e assim:

v=w+ (v—w)eW+Wt (7.15)
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e a relacao (7.15) sugere olhar o vetor w como a projegao ortogonal do vetor v no subespago W e

anotamos w = Projy, (v), isto é:

{(v,v1) Y (v,v9) _ (v, vg) '

ProjW (U): ) 1 ) Vg + -0+ ()
[Jva ] [[vall

2
x|

EXEMPLO 7.2.5 Vamos encontrar a proje¢io ortogonal do vetor v = (1,0,0,1,2) no subespagco W do
R®, gerado pelos vetores v1 = (1,2,0,0,1) e vy = (0,1,1,0,1). Ortogonalizando a base B = {v1,va} de
W, encontramos a base B' = {(1,2,0,0,1), (%,O, 1,0, %)} = {v], v} e temos:

(v, o), (v,05)

Projy, (v) = ~——5 -v1 + >
[[oa] [z

b =(1,1,1,0,1).

Da relacdo (7.15) deduzimos que V = W + W+ e para concluir que a soma é direta, resta-nos

verificar que W N W+ = {0}. De fato, dado v no subespaco W N W=, temos:
veW e veWt= @ww) =0, YweW,

e, em particular, (v,v) =0, isto é, v = 0.
Em espacos vetoriais de dimensao finita, a decomposicao em soma direta pode ser estabelecida

utilizando o completamento de uma base de W, como mostra o seguinte resultado.

LEMA 7.2.6 (Decomposicao em Soma Direta) Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Se

W ¢ qualquer subespaco vetorial de V, entao V. =W @ W+,

Prova: Se W = {0} ou W =V entdo W+ =V ou W+ = {0} e, nestes casos, nada h& a demonstrar,
ja que V = {0} & V. Suponhamos que 0 < dimW =k < dimV = n e seja B = {v1,v9,...,v;} uma

base ortonormal de W e completemos essa base a uma base

/
B = {v1,v9, ..., Uk, ki1, Vkt2, - Un}

de V, a qual é suposta ortonormal (no processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt os vetores

V1,2, . .., Uk Ndo mudam, porque ji sdo ortonormais). Afirmamos que:
1
W = [Ukt1, Ukt2, - - Un -
De fato, dado v em V, temos

V=121 V1 +22- U2+ ...+ Tk Vg + Tht1  Vktl + Tht2 Vg2 + ...+ Ty - Up (7.16)
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e fazendo o produto interno de ambos os lados de (7.16) com v;, encontramos
(,v;) = T (), v) =z lvj|* = x5, §=1,2,3,...n
e, consequentemente, temos:
v € Whe (vo)=0s2,=0, j=1,23,..k

& U= T4l Vg1l T Tht2 " Vkq2 + ... + T - Uy

© U E [V, U2y - -+ Vn) -
Logo, V. =W + W+ e como W N W+ = {0}, temos a decomposicio V=W o W+. R

EXEMPLO 7.2.7 Como consequéncia do Lema 7.2.6, mostremos que W+ = W, seja qual for W

subespago vetorial de V. De fato, se v = vy +vo € W @ W, jaz no complementar W+t = (WL)J',

entao:
0= (v,v2) = (V1 + v2,v2) = (v1,02) + (v2,v2) = [|val|”

e assim, vo = 0, v = v; € W e temos W+ C W. Reciprocamente, se v € W, entao (w,v) =0, seja

qual for o vetor w do complementar W= e assim, temos:
i 0\t
(v,wy=0, VweW :>U€<W) .

Logo, WH-c W e W C (WJ-)L, isto é, W = (Wl)J‘.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.2
1. Em cada caso, encontre uma base do subespaco W+.
(@ W={(z,y) eR*:x=y} () W={(z,y,2) eR}:z=y}.
2. Em R3, com o produto interno usual, considere o operador linear T (z,y, 2) = (2,2 — y, —2).

(a) Encontre uma base ortonormal do subespago N (T)*.

(b) Repita o item (a), considerando o produto interno (7.11).

3. Em R3, com o produto interno usual, seja W o subespaco gerado pelos vetores

U1:(1,1,0), ’1)2:(0,1,1), € 1)3:(1,0,—1).
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(a) Encontre o complementar ortogonal W+.

(b) Qual o operador T do R3, que satisfaz a Im (T) = W+ e N (T) = W?
. Seja W o subespaco R3 gerado pelo conjunto S = {(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1)}.

(a) Hé diferenca entre S+ e W+?

(b) Encontre uma base ortogonal de W+.

. Seja W o subespaco do R3, gerado pelos vetores (1,0,1) e (1,1,0). Determine uma base de W+,

considerando o produto escalar

<(l‘, Y, Z) ) (.73‘/, y/7 Z/)> = 2z’ + yy' + 22

. Mostre que o espaco solugao do sistema

2z4+y—2=0
y+z=0

coincide com o complementar ortogonal em R? do subespaco gerado pelos vetores vy = (2,1, —1)

e vy = (0,1,1). Encontre uma base ortonormal do espago solugao.

. Repita o exercicio precedente com os sistemas:

S 0 r+y+z=0
r—2y+z+t=

(a) (b) z—y=0
r+y+2t=0

y+z=0.

. Seja W o subespaco do R gerado pelos vetores
v =(1,2,3,-1,2) e wy=1(2,4,7,2,-1).

Encontre uma base do subespaco W+, considerando em R® o produto interno usual.
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7.3 Revisando o Contetido

1. Em um espago vetorial V' com produto interno, considere dois vetores u e v, unitdrios e ortogonais.
Mostre que
(zu+yv) L (zu+tv) & zz+yt =0.

2. O funcional ¢ (v), definido no Exemplo 7.0.12, tem valor minimo 0 e valor maximo 2 atingidos em

v = ug e v = —ug, respectivamente. Mostre que ¢ (v) = V2 se, e somente se, v | ug.

3. Dada uma matriz real A, de ordem 2 x 2, mostre que a matriz A*A ¢ diagonal se, e somente se,

as colunas de A sdo vetores ortogonais, em relacio ao produto interno usual do R2.

4. Em um espago vetorial V', considere dois produtos internos (* ,*); e ( , %) e defina:

(% ,%)3 = (k,%)1 4 (x , %)
(*,%)g = A-(x,%)1, A>0

Mostre que (x ,*)g e (x , )4 definem produtos internos em V.

5. No espaco vetorial R? construa dois produtos internos (x ,*); e (x ,*)2, tais que a diferenca

(x ,x)3 = (% ,%)1 — (% , *)2 ndo seja um produto interno.
6. Dado um operador linear T : R? — R2, tal que (T (u),u) =0, V u, mostre que

(T (u),v) = —(u,T (v)), ¥V u,v € R

7. Seja A = [a;;] uma matriz 2 x 2 e defina T : R? — R? por T (u) = A - [u]. Em relagdo ao produto

interno usual do R?, identificado com My, mostre que:

<T (17 0) ) (07 1)> = a21 € <T (Oa 1) ) (170)> = ai2.

8. Com a notacao do exercicio precedente e admitindo que (7' (u),u) = 0, V u € R?, mostre que a

matriz A é antissimétrica.

9. Se (x ,*) & um produto interno no espago vetorial R, mostre que existe um escalar A, tal que
(,y) = A(x-y). Em outras palavras, a menos de uma constante multiplicativa, um produto

interno em R coincide com o produto usual de niimeros reais.
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10. No espago Cy, das fungoes continuas f : [0, 1] — R, com produto interno

1
(f. ) = /0 f (2) g9 () da,

encontre uma fungao g (x) ortogonal a f (z) = ze”.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.0
1. Comprove uma a uma as propriedades de produto interno. Sendo u = (1,1) e v = (1, —1), temos
(u,v) =2x1x14+1x(-1)+1x14+2x(-1)=0.
2. Nao. Se u = (1,0) e v = (0,0), um célculo direto nos d&
(u,v) =10—1|4+|0—-0] = 1.

(se fosse um produto interno, terfamos (u,0) = 0).

3. Nao. Considere no espaco R? os vetores u = (1,1) e v = (—1,0). Temos (u,v) = —1 e, contudo,
u # tv.
4. Sendo u e v unitdrios e ortogonais, temos |ju|| = ||v]| =1 e (u,v) = 0. Assim,

2 2 2
lu — ol = [lul|” = 2(u,v) + ||v||" = 2.
5. (a) Comprove as condigoes que definem o produto interno.

(b) Temos
IA=vV1i+24+1=2 e ||B|=V4+2+3+1=10.

Além disso, (A, B) = 1 e representando por 6 o angulo entre A e B, temos:

(4,B) _ 1
IAIIIBI - 2v10

(c) Os vetores (matrizes) X e Y serdo ortogonais quando (X,Y) = 0. Um calculo direto nos dd

r = —15.

= 6 = arccos (1/2\/5) .

cosf =
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6. A fungao f (z) ¢ o trinémio do segundo grau
f (@) = |loll* 2? + 2(u, o)z + ||ul*,

com discriminante A = 4(u,v)2 — 4|ju/|? |[v]|* < 0. e seu valor minimo & —A/4 ||[v||*, que é a

ordenada do vértice.
7. O desocamento ¢ AB = (1,2, —3) e o trabalho é igual a:

7= (F,AB) = ((1,2,6),(1,2,—3)) =2x 1 +2x 244 x 6 x (—3) = —66.

8. O vetor v, = vy — Avy serd ortogonal a v, quando (vh,v1) = 0 e daf resulta:

V9,V
0= <'U§7U1> = <U2 — >\U17U1> = <’U2,1)1> _ )\<’U1,1}1> = )\ = <||j) ’§>
1

9. O vetor v = v3 — Avy — p; serd ortogonal a v e v, quando o par (A, u) for solugdo do sistema
(v1,v3 — Avg — pwy) = 0
(v2,v3 — Avg — pwy) = 0

e considerando que (vy,v1) = 0, obtemos:

(vg,v1) — puflva > =0 ) = (vs,v2) (v, m1)

2 2"
(vs,v2) — A|va]®> = 0 o2 o]

10. Considere os vetores u = (V/Z,/y,V/z) e v = (\/1/m, V1/ ,\/1/z) e use a desigualdade de

Cauchy-Schwarz.
11. Temos que ||u +v||* = (u+ v, u + v) e expandindo o produto interno, encontramos

2 2 2 2 2
lu+]" = {u+v,u+0) = [luf|” + 2(u, v) + [[o]| = [Jul” + [[o] "
N——

=0

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.1
1. Primeiro ortogonalize a base, substituindo o vetor vg = (2,1) pelo vetor
/ <1)2,1)1> <(271)7(172)> 4 6 _3
- g1 =(2,1) - = (1,2) = (2,1) - £ (1L,2) = (5,-3) -
[[o]] [1(1,2)]] 5

Para concluir, normalize a base {v1,v5} e encontre a base ortonormal

Vy = V2
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. BL = {(17170) ) (%7_%71)7(_%7 %7 %)} .

. Com relacao ao produto interno (7.9) a base B é ortogonal e resta-nos normalizd-la. (normalizar

uma base é tornar seus componentes unitdrios). Temos:

10Dl =12+ (12 =V2 e [[LD]=VE+12=v2

A base ortonormal correspondente ¢é, portanto
g-={(1/v2,-1/v2), (1/v2.1/v2) |

. Considere, por exemplo, a base B = {(1,0,—1),(0,1,1)} de W e ortonormalize essa base, via

Gram-Schmidt.

. Os vetores v1 =1 e v = 1 — x sao LI e formam uma base do subespago. Temos

1
fou? = ||1\|2=/ dz =2

-1

1 1
ol = 1-al?= [ @-afde= [ (1-204aYdo=83

-1

(v1,v9) = /1 (1-2)dy = 2.

-1

Para ortogonalizar a base, consideramos v] = v; e

A base B = {1, —xz} de Py é ortogonal e a base
B ={1/2,-3x/2}.
¢é ortonormal.

. Dado que (A, B) = tr (Bt . A), as regras que definem o Produto Interno sao facilmente compro-

vadas usando propriedades do trago e da transposicao de matrizes:

(a) (A, A)=tr (A" A) =a} +aly +ad +ad, > 0. (aqui A = [ai;],, 5)
(b) (B,A) =tr (A" B) =tr [(B'- A)]" = tr (B! - A) = (A, B).

(c) (A+B,C)=tr(C'-(A+B)) =tr (C*- A)+ =tr (C*- B)) = (A,C) + (4,C).

(d) (z-A,B)=tr (B'- (zA)) =z tr (B'- A) = z(A, B).
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Para os vetores béasicos

10 11 10 11
ji:: 5 133: s (7:: e l)::
01 0 0 11 11
temos: ||A|> =2, |B|I> =2, ||C||> =3 e ||D||* = 4 e o processo de Gram-Schmidt nos ensina que

a base ortogonal B’ = {A’, B, C’, D'} deve ser construida de tal forma que:

A = A
!’ __<BHM>‘ /
B =B A7 A
1 _{C,B) ‘BI _ (c,A) ~Al
¢ ¢ |1B|? 1A)1?
D = _ (D, e (D,B") o (D,A") A
c7)1? |B|? A7
Um célculo direto nos conduz a:
10 1/2 1 00 0 1
A = , B'= / ' = e D' =
0 0 -1/2 1 0 00

. (a) V7 (b) i/wg(x)sen(kx) dx.

—T

. (a) Temos g, () = cos (nx) e, portanto, a fun¢ao gy é constante e igual a 1. Logo,

27 2
lool* = [0 do= [ do =20 > g0l = Vn
m 2 2
lgall® = /0 gn (z)? dz = /0 cos? (nx) dx = ;/0 [1+ cos (2nz)|dz = 7, Vm.
2m o o
lhml® = / hn ()% dz = / sen? (mz) dx = %/ [1—cos (2ma) |de =m, m > 1.
0 0 0

2m
(b) Duas fungoes g e h sao ortogonais quando (g, h) = 0, isto &, / g(x)h(z)dr =0.Sem #n,
0

temos:
2m 2m
(gns hm) = / Cos(nx)sen(mx)dxzé/ [sen (m +n) z + sen (n — m) z|dx

0 0
1 2w 1 2m

= / sen (m + n) zdx + / sen (n —m) zdx
2Jo 2Jo

1 [—cos(m+n)z 27r+1 —cos(m—n)z 2”_0

2 m+n 0o 2 m-—n o

No caso em que m = n, temos:

2m
(gnsho) = [ cos () sem (n) o = 5 [sen (na) |7 =
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(c) Sendo m # n, temos:

21 27
(Ins gm) = /0 cos (nx) cos (mx) de = % /0 [cos (m+mn)x+ cos(n—m) 33] dz

1 [Sen(m—l—n)x]% L1 [sen(m - n)xr”

— =0.
m+n 0 2

2 m-—n 0

9. Usando integracao por partes, encontramos:

1 2w 1 2m
Cn = {f, gn2> =— </ x cos na:d:n) = — <[£L’ sen mz]g7r —/ senn:z:d:r) =0
lgnll™ ™ \Jo n 0

Em relacao a h,,, o coeficiente de Fourier de f é:

" 2 1 - 2m
dy = (fih 2> _ 1 (/ xsen(mx)daz) = — <[—:1:cos(m:c)}§ —i—/ cosma:da:)
[hml™ ™ \Jo mn 0
2 2

mm m’

10. (a) {V80(z? —3z/4), V3z}  (b) {V80(z?—3z/4), 3z, 10z — 122+ 3}.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.2

1. A construcio de uma base de W+ baseia-se Lema 7.2.6. A partir de uma base de W fazemos o

completamento a uma base ortogonal de V.

(a) Vemos que W = [(1,1)] e considerando um vetor v ortogonal a (1, 1) chegamos ao resultado.

Por exemplo, considerando v = (1, —1), vemos que W+ = [(1, —1)] ¢ aretay = —ux.

(b) Neste caso, B ={(1,1,0),(0,0,1)} é uma base ortogonal de W e considerando vs = (1,—1,0),

obtemos a base ortogonal do R3 :
B =1{(1,1,0),(0,0,1),(1,-1,0)}.
Assim, Wt = [(1,-1,0) ].
2. Temos que N (T) = [(1,1,0) | e um vetor v = (z,y, 2) jaz em N (T)* se, e s6 se,

((z,9,2),(1,1,0)) = 0.
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(a) Em relagao ao produto interno usual, temos
(z,9,2),(1,1,0)) =0 z+y =0.

Assim, N (T)* = {(z,—z,2) : 2,z € R} e B = {(1,—1,0),(0,0,1)} é uma base ortogonal de

N (T). Normalizando B encontramos a base ortonormal:
B = {(1/\@, ~1/v/2,0), (0,0, 1)}.
(b) Em relagao ao produto interno (7.11), temos
(z,y,2),(1,1,0)) =022 +y=0

e, neste caso, temos N (T)" = {(z,—2x,z) : 2,z € R}. Uma base ortogonal de N (T')* ¢
B={(1,-2,0),(0,0,1)} e normalizando-a, chegamos a:

B = {(1/f,—2/\/6,0),(0,0,1/2)}.

3. Escalonando a matriz geradora de W, encontramos

o
I
—_ O

1
1 1 |—=| o 1] 1
0

e, portanto, B ={(1,0,—1),(0,1,1)} é uma base de W.

(a) Um vetor v = (z,v, 2) pertence a W+ se, e somente se,

<(:C,y,z),(1,0,—1)>:0 e ((w,y,z),(O,l,l))zO.

Assim, W ¢é o espaco solucdo do sistema

com um grau de liberdade e variavel livre z. Uma base de W+ & B’ = {(1,-1,1)}.
(b) Recorde-se que um operador linear estara determinado quando conhecemos sua agao nos
vetores de uma base. Como desejamos que N (T) = W e Im (T) = W, consideramos
7(1,0,-1) = (0,0,0) ((1,0, 1) vetor bésico do micleo)
T(0,1,1) = (0,0,0) (1 (0,1,1) vetor basico do micleo)
T(1,-1,1) = (1,-1,1) ((1,-1,1) vetor basico da imagem )



7. ESPACOS COM PRODUTO INTERNO 321

Escrevendo (z,y,2) =a-(1,0,—1)+b-(0,1,1)+c¢- (1,—1,1), encontramos ¢ = = (z —y + 2)

W=

e, portanto
T(z,y,z)=c-T(L,-1,1)=2(z—y+z,—z4+y—z,2—y+2).
. (a) Os subespacos S e W coincidem, embora os suconjuntos S e W sejam distintos.

(b) O subespaco W+ ¢ o espaco-solucio do sistema linear homogéneo

r+2=0
r+y=0
2 +y+z2z=0

o qual é gerado por (0,1,—1).
. O complementar ortogonal W= é o espaco-solucao do sistema

20 +2=0
20 +y=0

isto é, o subespago unidimensional, gerado por (1,—-2,—2).

. Considerando v; = (2,1, —1) e v = (0,1, 1), entao:

(u,v1) 2 4+y—2=0

weWt e

0
<U7U2> 0 y+Z:0

w

e temos Wt =[(1,-1,1)] e B= {i (1,-1, 1)} é uma base ortonormal de TW+.

. Como ilustracio, faremos o item (a). Neste caso, o complementar ortogonal é o subespaco do R*,
de dimensao 2, dado por:

W+ =[(-1,1,5,0),(-2,0,5,1) ],
sendo W =(3,-2,1,1),(1,1,0,2)].

. A fim de que um vetor u = (x,y, z, 5,t) esteja em W & necessario e suficiente que (u,v;) = 0 e
(u,v2) = 0. Assim,
z+2y+3z—5+2t=0

0
we Wt e & (7.17)
0 2 +4y+T2+2s—t=0
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Por escalonamento, vemos que o sistema (7.17) é equivalente a

r+2y+32—s5+2t=0
z+4s—-5t=0

(7.18)

com grau de liberdade 3 e variaveis livres y, s e t. Para construir a base de W, atribufmos valores

as varidveis livres e a partir de (7.18) calculamos x e z. Veja a tabela abaixo.

z |y| z | s|t| vetores basicos de W+
—2 1110 |0]0|w =(-21,0,0,0)
13 [0| =4 |10 wy=(13,0,—4,1,0)
1710 5 | 0] 1| ws=(~17,0,5,0,1)

Logo, B = {w1,ws, w3} é uma base de W=.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.3
1. Se ||ul]| = ||v]| =1 e (u,v) = 0, entao

(xu, +yv,zu+tv)y = 0
& (z2) (u,u) + (t) (u,v) + (yz) (v,u) + (yt) (v,v) =0
S zz+yt=0.

2. Temos
@(v)Q =2- 2<U0,U> ~ SD(U) =V 2 - 2<U0,U>

e p(v) = V2 se, e s6 se, (ug,v) =0, isto é, se, e somente se, ug L v.

3. Considere a matriz

a b
A=
c d
a b )
com vetores colunas u = ev = . A matriz
c d
AtA — a ¢ a b B a?+c2 ab+ed
b d c d ab+cd b2+ d?

serd diagonal se, e s6 se, ab + cd = 0. Ora, a condi¢ao ab + c¢d = 0 é equivalente a (u,v) = 0.
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4. Mostremos que (x ,*)3 é um produto interno. Observe que:

(a) (u,u)3 = (u,u)1 + (u,uyy > 0, porque (u,u); >0 e (u,u)s > 0.

(b) (u+v,w)3 = (u+v,w); + (u+ v,w)e = (u,w)1 + (v,w)1 + (w,w)s + (v, w)e = (u,w)1 +
(v,w)s + (u,w)1 + (v, w)2 = (u, w)s + (v, w)s.

(c) (zu,v)3 = (zu,v)1 + (zu,v)2 = z(u,v)1 + x(u, v)2 = = [(u,v)1 + (u,v)2] = z(u,v)s.

(d) (u,v)3 = (u,v)1 + (u,v)2 = (v,u)1 + (v,u)2 = (v, u)s.
Com relagao a operacao (u,v)y, temos:

(a) (u,u)s = A+ (u,u)1 > 0, porque (u,u); >0e A >0.

(b) (u+v,w)g = A-(u+v,w)1 = X-[(u,w)1 + (V,w)1] = X (u,w)1+ - (v,w)1 = (U, w)s+ (v, W)4.

(c) (xu,v)g = A (zu,v)1 = X z(u,v)1 =z [A- (u,v)1] = z(u,v)4.

(d) (u,v)a=A-(u,v)1 =X (v,u)1 = (v,u)s.
5. Em R? considere os produtos internos:
(z,y), (=", )1 =z’ +yy' e (x,%2={((z,9),(2,9))2 =2z’ +yy.

Se u = (1,0), temos que

(u,uys = —2 <0,
contradizendo uma das condigoes que define o produto interno.

6. Partindo do principio que (T'u,u) = 0, Vu, temos:

0 = T(u—v),u—v)=Tu—Tv,u—v)= Tu,u) — (Tu,v) — (Tv,u) + (T'v,v)
=0 =0

= —(Tu,v) — (Tv,u).
Logo, (Tu,v) = —(Tv,u).
7. Um célculo direto nos dé T'(1,0) = (a11,a21) e, sendo assim, temos:

(T'(1,0),(0,1)) = ((a11,a21),(0,1)) = a1 - 0+ ag; - 1 = ag;.
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8. Inicialmente, recorde-se que A = [aij]2x2 ¢ antissimétrica se a11 = ags = 0 € as; = —aja. Con-

siderando u = (1,0) e, em seguida, u = (0, 1), encontramos:

0 = (T'(1,0),(1,0)) = ((a11,021),(1,0)) = a1 - 1 + a2 -0 =ai1 = ann =0.
0 = <T (0, 1) , (0, 1)) = <(a12,a22) , (O, 1)> =a1g-0+4+ag -1 =a9 = ayp =0.

Por fim, considere u = (1, 1) e, a partir da relagao (T'(1,1),(1,1)) = 0, deduza que a;2 = —az;.

9. Uma particularidade do espago vetorial R é que seus vetores sdo, também, escalares. Assim,

olhando os vetores x e y como escalares e o escalar 1 como vetor, temos

onde A é o nimero real (1,1).

10. Considere h(z) = 1 e defina
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