VETORES & ALGEBRA LINEAR 7. ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

Introducao

Quando tratamos com vetores geométricos determinados por .
z A(x, p,2)

dois pontos do espaco, as nogoes de angulo e comprimento
tornam-se bem claras. Na figura ao lado ilustramos dois ve-

A 0 B(x',»",2")
tores u e v e 0 angulo 6 entres eles, onde vemos que A/ .

<l

i J y

Uu=0A=zi+yj+zk e 7=0B=2'i+¢yj+ 7k

Define-se a norma (ou comprimento) e o produto interno (ou produto escalar) no espago R? por:

NORMA: |d]] = Va2 + y? + 22

PRODUTO INTERNO: ue v = || v cosb.

Quando o angulo @ for 7/2, diremos que os vetores 4 e U sdo ortogonais ou perpendiculares e anotamos
4 L ¥. Considerando que os vetores i, j e k s@o unitdrios e mutuamente ortogonais, obtemos a seguinte

expressao para o produto interno em coordenadas:
Tev=xx' +yy + 22 (7.1)

e as seguintes propriedades sao vélidas sejam quais forem os vetores 4, ¥ e w e seja qual for o escalar A:

1. ded=|i]*>0 e deid=0xad=0.

U+ v)ew=1uew+Uew.

@D
—~

4. ie (V+w)=Uev+Uew

Com o objetivo de interpretar geometricamente o produto interno, deixe-nos considerar dois vetores

nao nulos ¥ e ¥, sendo @ um vetor unitério, isto é, ||| = 1.
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—
Na figura ao lado, o vetor OB representa a projecao ortogonal 4
do vetor ¥ sobre o vetor 4. Esta projecao ortogonal é represen- N
v
tada por Proj; v e um célculo simples nos da:
. o AR -~ ueuv)
PrOJﬁU:‘|OB‘|’u:(W>'U, 0
U
L4 —>
0 n B
e, consequentemente, ||Proj; v]| = |@ e U]. De certa forma, o produto interno # e ¥’ pode ser visto como o

comprimento da projegao ortogonal Proj; v e o vetor v — Proj; ¥ € ortogonal ao vetor @. De fato, basta

observar que:

Ge (7 —Proj;v) = wev—ieProj;d=1ide7—1ie <1|‘:H§>ﬁ
u
= detU—UevU=0.

EXEMPLO 7.0.1 (Um Produto Interno no R") Podemos usar o produto escalar (7.1) como guia
para definir um produto interno no espago R™. Dados u = (x1,22,...,Tpn) € v = (Y1,Y2, .- .,Yn) vetores

do R™, o produto interno

n
(u,v) = Tpye = T1y1 + T2y2 + - + T (7.2)
k=1

é conhecido por produto interno usual do R™. A norma induzida por esse produto interno é:

||u|]:\/uov:\/asf—i-x%-l--‘-—ka:%.

Em um espago vetorial V', em que os objetos (vetores) ndo sdo, necessariamente, vetores geométricos
(setas) as nogoes de comprimento e angulo, embora bem definidas, ndo sao tao ébvias. Por produto
interno em V entendemos uma operagao que associa a cada par de vetores (u,v) um escalar (u,v),
preservando as propriedades do produto escalar entre vetores geométricos. Em simbolos, um produto

interno em V' é uma aplicagao
B:VxV =R, B(u,v)={(u,v)
com as seguintes propriedades validas para u,v e w em V e X escalar:
1. (u,u) >0, YVueV e (u,u)=0se, esomente se, u=_0. (B é positiva definida)

2. (u,v) = (v,u), YuveV. (B é simétrica)
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3. (U, A v+ w) =X (u,v) + (u,w) e (Autv,w) =X (u,w) + (v,w). (B é bilinear)

Um produto interno induz no espago V' uma norma (distancia), definida por ||u|| = v/(u,u), a qual

goza das seguintes propriedades:

(N1) |lu| >0, VueV e |u|=0<u=0. (0 tinico vetor de norma 0 ¢ o vetor nulo)
(N2) A -ulf = [Alflul], YVweV, VAeR (propriedade homogénea)
(N3)  [(uw,v)| < |lu| [jv]|, VY u,veV. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
(N4)  u+ vl <|ul| + v, YuveV. (Desigualdade Triangular)

Em um contexto mais geral, as propriedades (N1), (N2) e (N4) sao usadas para definir a norma

como um funcional [|x[|: V — R.

EXEMPLO 7.0.2 O wvalor de & que ortogonaliza os vetores u = (1,—1,2,2) e v = (0,7,2,1) do R*

[N

determinado a partir da relagéo (u,v) = 0. De fato:
ulve (uv)=0—c+2x+2=0&2=-2.

EXEMPLO 7.0.3 No espaco C ([a,b]), das fungoes continuas f : [a,b] — R, o produto interno usual é

definido por: \
()= [ 1030t (73)

Consideremos a = 0, b= m e calculemos as normas e o produto interno entre os vetores f (t) = cost e

g (t) =sent. A norma induzida pelo produto interno (7.3) é

111 = VD = [ 1o dt)m

e usando as identidades cos®t = % (14 cos2t) e sen?t = £ (1 — cos 2t), encontramos
™ ™
lcost|® = / (cost)? dt = / (14 cos2t) dt = 7/2 = eost|| = \/7/2
0 0
™ ™
[sent|® = / (sent)? dt = / (1 —cos2t) dt =m/2 = |sent| = /7/2.
0 0

N[

N[ =

Por outro lado,

™
(cost,sent) = /0 costsent dt = 1 [sen? t]g =0. (7.4)

DEFINICAO 7.0.4 Em um espago vetorial V, com produto interno, diremos que dois vetores u e v $do

2

ortogonais, e anotamos u L v, quando (u,v) = 0. O dngulo (u,v) entre dois vetores nao nulos u e v é
definido a partir da relagao:

B (u,v)
cos (w.0) = T ol
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LEMA 7.0.5 Vetores nao nulos e ortogonais sao LI.

Prova:  Sejam u e v dois vetores nao nulos e ortogonais e suponhamos que = - u+ y - v = 0. Entao:
(z-u+y-v,u)=(0,u)=0sz|u*=0ez=0.

De modo similar prova-se que y =0. B

EXEMPLO 7.0.6 Os vetores e; = (1,0,0), ex = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) da base candnica do R?® sdo

mutuamente ortogonais, em relagdo ao produto interno usual (7.2). De fato, basta observar que:
lejll =1, j=1,2,3, e (e1,e2) = (e1, e3) = (€2, €3) = 0.

Ja a relagao (7.4) nos diz que as fungoes sent e cost sao ortogonais, em relagdo ao produto interno

(7.3), coma=0eb=m.
LEMA 7.0.7 Em um espaco vetorial V', com produto interno, temos as sequintes regras de ortogonalidade:

i) 0Lu VYuelV (0 vetor nulo é ortogonal a todos vetores de V')
(ii) Seuw Lv, VwveV, entiou=0.
(iii) Seu L v e X é um escalar, entdo \-u L v.

(iv) Seu L wev L w, entdo u+v L w.

Prova:  As comprovagoes sao consequéncias diretas das defini¢des. Como ilustragao, temos:

(i) (A -w,v) =X (u,v) =0, jique (u,v)=0.
(iv) (u+v,w) = (u,w)+ (v,w) =0, jique (u,w)=0e (v,w)=0.

DEFINICAO 7.0.8 Se os vetores de uma base de V sao dois a dois ortogonais, a base denomina-se
BASE ORTOGONAL. Se, além disso, os vetores da base sao todos unitdrios (de norma igual a 1) ela

denominar-se-4¢ BASE ORTONORMAL.

EXEMPLO 7.0.9 Em relagao ao produto interno usual, a base candénica do R™ é ortonormal. Uma base
B = {vi1,va,...,0,} de V' é ortonormal em relagao a um dado produto interno se, e sé se, para cada
1,5 =1,2,3,...,n, tem-se:

1, se i1=73

0, se 1i#j.
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7.0.1 Identidades & Desigualdades

No Capitulo 1, estabelecemos os Produtos Notdveis para vetores geométricos e esses produtos
continuam vélidos em espacos vetoriais com produto interno.

(a) Quadrado da Soma: |ju+v|> = ||Jul|® + 2(u,v) + ||v]*.
Prova:

lu +v)®

(u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)

2 2
= ull” 4+ 2(u, v) + [[ol”

(b) Quadrado da Diferenca: |ju —v|* = ||ul|* — 2(u,v) + ||Jv|>.

(c) Produto da Soma pela Diferenca: (u+v,u—v) = ||ul®> — |||
Prova:
(ut+v,u—v) = (u,u)— (u,v)+ (v,u) — (v,v)
= lull® = Jlo*.

(d) Identidades do Paralelogramo e de Polarizacao: Como consequéncia direta dos Produtos

Notdveis, temos as identidades:

Id. do Paralelogramo:* llu + v||2 + |lu— v||2 =2 (HuH2 + H’UH2> .

Id. de Polarizacao: lu+v|? = [Ju—v||* = 4(u, v).

Em um espago vetorial V' com produto interno, além dessas identidades destacamos duas desigual-
dades fundamentais: a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a Desigualdade Triangular. Dados dois

vetores u € v no espago V, temos:

(e) Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[{w, 0)| < ful| - o]l - (7.5)

3 Ao fazer referéncia a Identidade do Paralelogramo, a norma considerada é induzida por um produto interno, isto é,
|lu|| = v/ {u,u). Alids, a Identidade do Paralelogramo ¢é o indicador que determina se uma dada norma provém ou nao de

um produto interno (veja o Exercicio 13).
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Prova:  Partindo da desigualdade |ju + t - v||* > 0, encontramos:
2 0242 2 442
0<|lu+t-v||”=|v]|"t"+ 2(u,v)t + ||ul|" = At*+ Bt + C (7.6)

e o trinomio do lado direito de (7.6) serd ndo negativo se, e s6 se, seu discriminate A = B2 — 4AC < 0.

Ora, A= ||v||*, B =2(u,v), C = |lu||* e temos:
A <06 4u,v)® —4ul o] <0
e daf segue a desigaldade de Cauchy-Schwarz.

(f) Desigualdade Triangular:
lu+ ol < Jull + [|of] - (7.7)

Prova: Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:

2 2 2 2 2
lu+ol" = Jull” +2(u, v) + [[ol]* < flull” + 2 [u] - [[o]] + ]

(Il + flol))?

e daf resulta a Desigualdade Triangular (7.7).

7.0.2 Explorando as Desigualdades

Nas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Triangular, um fato que nos chama atengao é sobre a

ocorréncia das igualdades naquelas inequagoes. Se u ou v for o vetor nulo 0, é claro que (u,v) = ||ul|- ||v]]
e, também, ||u + v|| = ||ul| + ||v]|; no caso em que u e v s@o unitdrios, temos:

(u,v) = £1 & u = +o. (7.8)
De fato:

u=+ve |luFol>=0<e |u)® T 2uv) + v =0e 2T 2(u,v) =0 < (u,v) = £1.
LEMA 7.0.10 Os vetores u e v sao LD se, e somente se, |(u,v)| = ||ul| - ||v||. Em outras palavras, na

Desigualdade de Cauchy-Schwarz ocorre a igualdade apenas para vetores LD.

Prova: Se u =0 ouwv =0, nada hd a provar. Suponhamos u e v nao nulos e observemos que:

[(w, o) = [lull - [lv]| & <m, W>

e de (7.8) deduzimos que u = (£ [Jul| /||v||) - v, isto é, u e v sao LD. A
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LEMA 7.0.11 Os vetores u e v sdo LD se, e somente se, |[u+ v|| = ||u|| + ||v]|. Em outras palavras, na

Desigualdade Triangular ocorre a igualdade apenas para vetores LD.
Prova:  Temos que:

2 2
lu ol = ull + vl & [lu+ol" = (Jull + [[o])

& [u,v) = lull - v
e do Lema 7.1 deduzimos que os vetores v e v sao LD. W

EXEMPLO 7.0.12 (Extremos de um Funcional) No espaco vetorial V', dado um vetor unitdrio uy,

deize-nos considerar o funcional (nao linear) ¢ : S — R, definido por ¢ (v) = ||lug —v||, onde S =
{veV ||| =1} é a esfera unitaria de V. Em que pontos (vetores) o funcional ¢ atinge seus valores
extremos?

Solugao: E claro que [Jup — v|| > 0 e o valor minimo de |Jug — v|| é zero, atingido no vetor v; = ug.

Por outro lado, se ||[v]| = 1, temos:
2 2 2 2
)" = luo—vll" = [luoll” = 2(uo, v) + [[v]" = 2 = 2(uo, v)
< 24 2lug| - fv]| <4
e, portanto:
o) =4e2—2wup,v) =45 (ug,v) = —1
e de (7.8) segue que v = —ug. O valor maximo de ¢ (v) em S ¢é 2, atingido no vetor v = —uy.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.0
1. No espaco R?, dados u = (z,y) e v = (z',%/), verifique que a operagao
(u,v) = 2za’ + zy' + 2’y + 2yy/ (7.9)
define um produto interno em relagdo ao qual os vetores u = (1,1) e v = (1, —1) sao ortogonais.
2. A operacio ((z,y), (z',y)) = |2’ — z| + |y’ — y| define um produto interno no R?? Por qué?

3. Se u e v sdo unitdrios e (u,v) = +1, é correto afirmar que u = +v? Se ndo, apresente um

contra-exemplo.
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4. Se dois vetores u e v de um espacgo vetorial V' com produto interno sdo unitdrios e ortogonais,

10.

mostre que ||u — v|| = /2.

. No espaco V = Mayo das matrizes reais 2 x 2, dados A = [a;;] e B = [bjj], defina a operacao:

(A, B) = a11b11 + 2a12b12 + 3a21ba1 + azbaa, (7.10)
(a) Verifique que a operagao (7.10) define um produto interno em V.
(b) Calcule as normas e o angulo entre os vetores:

A: e B:

(c) Encontre o valor de = que torna ortogonais os vetores:

1 -1 1 -1
X: e Y:
2 1 2 =z

. Seja V um espacgo vetorial com produto interno e considere dois vetores u e v em V', com v # 0,

Mostre que a funcao real f () = ||u 4 2v||* atinge um valor mfmimo.

. No espaco R? considere a norma induzida pelo produto interno:

(u,v) = 2xz’ +yy' + 422/, (7.11)

sendo u = (z,y,2), v=(2/,y,2"). Qual o trabalho realizado pelo campo de forgas (constante)
F = (1,2,6), para transportar uma particula do ponto A (1,1,2) ao ponto B (2,3, —1), em linha

reta. Recorde-se que o trabalho é o produto da forga pelo deslocamento.

. Dados dois vetores nao nulos v1 e vy, qual valor deve-se atribuir & constante A para que os vetores

V1 € vé = v9 — Avp sejam ortogonais?

. Sejam vy, vy e vz vetores nao nulos e suponha que vy e va sejam ortogonais. Quais valores devem

assumir as constantes \ e (i, para que o vetor vy = v3 — Avy — pv; seja ortogonal a vy e v,

simultaneamente?

Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz em R? e mostre que:

1 1 1
(x+y+2) (—i——i—) >9, com z,y,z>0.
r Yy z
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11. Se u e v sao ortogonais, mostre que

luw+v|* = |Jul® + |jv]?. (Teorema de Pitdgoras)

Ilustre graficamente a situacdo com vetores no plano R?.
12. No espago Mo considere a seguinte operagao:
(A,B) =tr (B"- A). (7.12)

Mostre que a operacao (7.12) define um produto interno em Majxo e encontre um vetor Y # 0,
ortogonal ao vetor

1 -2

0 1

X =

13. No espaco R2, mostre que o funcional ||(z,y)|| = max{|z|,|y|} define uma norma, a qual nio

atende a Identidade do Paralelogramo e, portanto, ndao é induzida por um produto interno.

7.1 Ortogonalizacao

Por que as bases ortogonais sdo importantes e como ortogonalizar uma dada base? As coordenadas
de um vetor numa base ortogonal sao relativamente simples de calcular e isso ja justifica a importancia

das bases ortogonais. Se B = {v1,v2,...,v,} é uma base ortogonal de V' e u é um vetor qualquer, entao
U=221 V1 +T2 Vo + ...+ Ty Uy (7.13)

e para calcular a coordenada z; fazemos o produto interno dos dois lados de (7.13) pelo vetor v;, usamos

a ortogonalidade e encontramos

u, vy .
(u,05) = 2j(vj,v5) = @ ||vj||* = 2 = <ij H]2>’ i=1,23,...,n (7.14)
J
<U,Uj> P .
escalar que ura e . e o € u Ccom resperto ao vetor v,.
0) 1 e fig (7.14) COEFICIENTE DE FOURIER d t tor v;
Uj

EXEMPLO 7.1.1 Em relagdo ao produto interno usual, a base

B = {(1, 1,0) s (—1, 1,0) s (0,0,2)} = {2}1,'02,'03}
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é uma base ortogonal, tendo em vista que (v;,v;) = di5, 4,5 = 1,2,3. Os coeficientes de Fourier do

vetor u = (3, —1,2) em relagdo & base B sdo:

. <u,v1> . . (u,v2> . - <U7U3> _
= 7 =4 2= 5 — = 3 — 5 —
o]l [[vz]] o]l
e, consequentemente:
1
ulg=1 -2
1
O processo que apresentamos aqui para ortogonalizar uma base B = {vy,vs,...,v,} do espago

vetorial V' é devido a Gram-Schmidt e se inicia fixando uma das dire¢oes, digamos v} = vy, e construindo
vetores vy, v5...v,, de modo que B’ = {v],v),..., v} } seja uma base ortogonal, como sugerido nos

Exercicios 8 e 9 da secao Escrevendo para Aprender 7.0. O vetor v;, da base B’ vem dado por:

(Vk, Vj,_q) (Vk, Vo) Vg, V) Vg, V)
v;:vk—%-vgfl—%-vkﬂ—-- 4 ; %> v — < ; é> vy, k=2,3,...,n.
[V | [V | v o
De forma explicita, temos:
Ui = U1
/
V2,V
’Ué = U2—<2’I é> /1
[[or
/ /
’Ué = u3— <U3;U3> "(}/2 o <U3;Ué> 'U/I
vl ol
Up, V. Up, V. ! !
vy = o Sty Dwteeg) et )
lvh 1| [y [0l [[on

EXEMPLO 7.1.2 No espago Py dos polindmios de grau < 1, considere o produto interno

2
(p.q) = /0 p(z)q(z)de.

A partir da base B = {1,z} vamos construir, em duas etapas, uma base ortonormal de P;.
(i) ORTOGONALIZANDO A BASE B. Sejam v; =1, va = x e consideremos

v] = v=1 e

2
_ <U2’U,1> I fO zdz
P T

f02 12de

v
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A base B' = {1,z — 1} assim obtida é ortogonal.
EXEMPLO 7.1.3 Temos

2
]

<1,1>—/2dm—2:>HlH—\/§
0
2
le—1)? = <x—1,w—1>:/0 (x—1)2dz = 2/3 = ||z — 1] = /2/3.

A base B" = {%, % (x — 1)} é ortonormal.

EXEMPLO 7.1.4 Seja W o subespaco do R, gerado pelos vetores vy = (1,1,0,1,2), vg = (0,2,1,-2,0)
ewvs = (1,0,1,—1,2). Construir uma base ortogonal B’ de W, da qual fagam parte os vetores vy e va.

Qual as coordenadas do vetor v = (1,1,2,1,—1) na base B'?

Solugao: Inicialmente notamos que vy e vy sao ortogonais e, por isso, podem fazer parte da base
ortogonal B’ a ser construida e resta-nos construir um vetor vj, ortogonal a v; e ve. De acordo com o

método de Gram-Schmidt, consideramos:

V3, V2 U3, U1
1):/3:’1)3—<72>'2—<’2>'

[[va [[o]]
e um célculo direto nos dd v = (%, —%, %, —%, g) e temos a base ortogonal:

B/ == {(17 1707 1)2) ) (0725 ]-a _2)0) ) (%7 _27?7 %7 _%) g)} .

As coordenadas do vetor u na base B’ sao os coeficientees de Fourier de u em relagao aos vetores bésicos

v1, Vg e vf, isto é:

C1

!
[’LL]B/ = o com ¢; = <U,’U12>, Co = <U,U22> ey = <’LL,I'U32> .
o1 [[va| A

C3
Para finalizar esta secao, ressaltamos a importancia de uma base ortonormal B, de um espago veto-
rial V, na representagao matricial de um operador linear T': V' — V. Considerando B = {v1,va,...,v,}

e os coeficientes de Fourier ¢;; = (T (vj),v), 4,5 = 1,2,3,...,n, entdo:
T(Uj) :Clj'Ul—l—ng"Ug—{—"-—l-an"Un, j=123,...,n,

e, consequentemente, temos a representacao matricial:

(T (v1),v1) (T(v2),v1) -+ (T (vy),01)
me=| o

(T (v1) s 0n) (T (v2),00) - (T (vn),0n)
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ESCREVENDO PARA APRENDER 7.1

1. Use o processo de ortogonalizacio para construir uma base ortonormal do R?, a partir da base

B=1{(1,2),(2,1)}.
2. Repita o exercicio precedente considerando a base B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,2,0)} do R3.
3. Ortonormalize a base B = {(1,—1),(1,1)} do R?, em relagio ao produto interno (7.9).

4. Considere o produto interno usual do R? e encontre uma base ortonormal para o subespaco
W ={(z,y,2) :x —y+2z=0}.

5. No espago Py dos polinomios de grau < 2, considere o produto interno:

1
(p,q) = /_1p(w)q(:r) da.

Encontre uma base ortonormal para o subespaco de Py gerado pelos vetores vy =1 e vy =1 —x.

6. No espago Mgy, considere o produto interno (A, B) = tr (Bt . A) e ortonormalize a base

1
B = ) ) )

7. No espagco das fungoes reais continuas em [—, 7], considere o produto interno usual:

(fr9)=| f(@)g(x)dx
e deixe f ser a funcdo dada por f (z) = sen (kz), onde k & um inteiro positivo.

(a) Calcule ||f].
(b) Como se calcula coeficiente de Fourier de uma fungao continua g : [—m, 7] — R, com respeito

a funcdo f 7 O que representa este coeficiente?

8. Considere o espago das fungdes continuas em [0, 27, equipado do produto interno usual:

27
(fi9) = f(z)g(z)d.

0

Se gn (x) = cos (nx) e hy, (x) = sen (mz), sendo m e n inteiros, com n > 0 e m > 1, mostre que:



7. ESPACOS COM PRODUTO INTERNO 309

(@) llgoll = v2m e |lgnll = llhnll =7, ¥V n =1
(b) gn L hypy, Y m,n.
(€) gu L g som£n.

No célculo das integrais use as relagoes

senAcos B = 3 [sen(A+ B)+sen(A— B)]

1
2
1
2

cosAcosB = 3]cos(A+ B)+cos(A— B).

9. Com a notagao do exercicio precedente, calcule a norma e os coeficientes de Fourier da funcao

f (z) = x, com respeito as fungoes g, € hp,.

10. Seja V' o espago das fungoes continuas em [0, 1], equipado do produto interno:

(f.g) = /0 f(2) g (x) da.

(a) Encontre uma base ortonormal do subespaco gerado pelas funcdes f (z) =z e g (z) = 2.

(b) Repita o item (a) com o subespago W = [1,.’1?,.%'2] )

7.2 Complementar Ortogonal

No que se segue, V é um espago vetorial real e (x,%) um produto interno em V. Dado um
subconjunto S de V, 0 COMPLEMENTAR ORTOGONAL de S, representado por S+ (lé-se "S perp"), é

o subconjunto de V' constituido pelos vetores ortogonais a .S, isto é:
St={veV:(uv) =0 YueS}.
LEMA 7.2.1 O subconjunto S+ é um subespaco vetorial de V, mesmo que S nao o seja.

Prova: Dados v1 e v3 em S+ e um escalar A\, devemos mostrar que \v; + vz € S*. De fato, para

cada vetor u de S, temos (u,v1) =0 e (u,v2) = 0 e, portanto:

(u, Av1 + v2) = Mu,v1) + (u,v2) =0 = Avy + v € St m
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LEMA 7.2.2 Se W ¢ o subespaco de V, gerado pelos vetores vyi,va, ..., v, entdo:
veWt s (v,v) =0, 7=1,2,3,... k.

Prova:  Suponhamos que (v,v;) =0, para j =1,2,3,...,kesejau=x1-v1 +x2-v2 + -+ T} - U

um vetor genérico de W. Entao:
(v,u) =1 - (v,v1) + 22 - (V,v2) + -+ ) - (V) =0

de onde segue que v € W. Reciprocamente, se v € W entéo (v,u) = 0, seja qual for o vetor u de W

e, em particular, (v,v;) =0, para todo j =1,2,...,k. W

EXEMPLO 7.2.3 Seja W o subespaco do R*, gerado pelos vetores uy = (1,1,0,0) e ug = (—1,1,0,1) e

determinemos o complementar ortogonal W=.
Solugao:  Temos que:
v=(z,y,z,) eWrev-uy =0 ¢ v-upg=0

edafresultaz +y=0e —x+y+t=0,isto &, y = —x e t = 2x. Logo, W+ = {(x, —x, 2,2z) : 2,2 € R}
e B=1{(1,-1,0,2),(0,0,1,0)} é uma base do complementar ortogonal W=.

EXEMPLO 7.2.4 Decorre diretamente da definicdo que em um espaco vetorial V, tem-se:

vi={0} e {0}' =W

7.2.1 Projecao Ortogonal sobre um Subespacgo

Na introducédo deste capitulo, estabelecemos a projecao ortogonal de um vetor geométrico v sobre

um vetor @ e com o objetivo de generalizar a nogdo de projecdo ortogonal sobre um subespaco W de

V', deixe-nos considerar uma base B = {vy,va,...,v;} de W e seja w o vetor de W dado por:
v,V v,V v,
:<7 12>"U1 <722>v2++<7k2>vk
[[o1]] [[v2]] ok

Se v é qualquer vetor do espaco V, entdo v — w jaz no complementar ortogonal W+ e assim:

v=w+ (v—w)eW+Wt (7.15)
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e a relacao (7.15) sugere olhar o vetor w como a projegao ortogonal do vetor v no subespago W e

anotamos w = Projy, (v), isto é:

{(v,v1) Y (v,v9) _ (v, vg) '

ProjW (U): ) 1 ) Vg + -0+ ()
[Jva ] [[vall

2
x|

EXEMPLO 7.2.5 Vamos encontrar a proje¢io ortogonal do vetor v = (1,0,0,1,2) no subespagco W do
R®, gerado pelos vetores v1 = (1,2,0,0,1) e vy = (0,1,1,0,1). Ortogonalizando a base B = {v1,va} de
W, encontramos a base B' = {(1,2,0,0,1), (%,O, 1,0, %)} = {v], v} e temos:

(v, o), (v,05)

Projy, (v) = ~——5 -v1 + >
[[oa] [z

b =(1,1,1,0,1).

Da relacdo (7.15) deduzimos que V = W + W+ e para concluir que a soma é direta, resta-nos

verificar que W N W+ = {0}. De fato, dado v no subespaco W N W=, temos:
veW e veWt= @ww) =0, YweW,

e, em particular, (v,v) =0, isto é, v = 0.
Em espacos vetoriais de dimensao finita, a decomposicao em soma direta pode ser estabelecida

utilizando o completamento de uma base de W, como mostra o seguinte resultado.

LEMA 7.2.6 (Decomposicao em Soma Direta) Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Se

W ¢ qualquer subespaco vetorial de V, entao V. =W @ W+,

Prova: Se W = {0} ou W =V entdo W+ =V ou W+ = {0} e, nestes casos, nada h& a demonstrar,
ja que V = {0} & V. Suponhamos que 0 < dimW =k < dimV = n e seja B = {v1,v9,...,v;} uma

base ortonormal de W e completemos essa base a uma base

/
B = {v1,v9, ..., Uk, ki1, Vkt2, - Un}

de V, a qual é suposta ortonormal (no processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt os vetores

V1,2, . .., Uk Ndo mudam, porque ji sdo ortonormais). Afirmamos que:
1
W = [Ukt1, Ukt2, - - Un -
De fato, dado v em V, temos

V=121 V1 +22- U2+ ...+ Tk Vg + Tht1  Vktl + Tht2 Vg2 + ...+ Ty - Up (7.16)
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e fazendo o produto interno de ambos os lados de (7.16) com v;, encontramos
(,v;) = T (), v) =z lvj|* = x5, §=1,2,3,...n
e, consequentemente, temos:
v € Whe (vo)=0s2,=0, j=1,23,..k

& U= T4l Vg1l T Tht2 " Vkq2 + ... + T - Uy

© U E [V, U2y - -+ Vn) -
Logo, V. =W + W+ e como W N W+ = {0}, temos a decomposicio V=W o W+. R

EXEMPLO 7.2.7 Como consequéncia do Lema 7.2.6, mostremos que W+ = W, seja qual for W

subespago vetorial de V. De fato, se v = vy +vo € W @ W, jaz no complementar W+t = (WL)J',

entao:
0= (v,v2) = (V1 + v2,v2) = (v1,02) + (v2,v2) = [|val|”

e assim, vo = 0, v = v; € W e temos W+ C W. Reciprocamente, se v € W, entao (w,v) =0, seja

qual for o vetor w do complementar W= e assim, temos:
i 0\t
(v,wy=0, VweW :>U€<W) .

Logo, WH-c W e W C (WJ-)L, isto é, W = (Wl)J‘.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.2
1. Em cada caso, encontre uma base do subespaco W+.
(@ W={(z,y) eR*:x=y} () W={(z,y,2) eR}:z=y}.
2. Em R3, com o produto interno usual, considere o operador linear T (z,y, 2) = (2,2 — y, —2).

(a) Encontre uma base ortonormal do subespago N (T)*.

(b) Repita o item (a), considerando o produto interno (7.11).

3. Em R3, com o produto interno usual, seja W o subespaco gerado pelos vetores

U1:(1,1,0), ’1)2:(0,1,1), € 1)3:(1,0,—1).
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(a) Encontre o complementar ortogonal W+.

(b) Qual o operador T do R3, que satisfaz a Im (T) = W+ e N (T) = W?
. Seja W o subespaco R3 gerado pelo conjunto S = {(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1)}.

(a) Hé diferenca entre S+ e W+?

(b) Encontre uma base ortogonal de W+.

. Seja W o subespaco do R3, gerado pelos vetores (1,0,1) e (1,1,0). Determine uma base de W+,

considerando o produto escalar

<(l‘, Y, Z) ) (.73‘/, y/7 Z/)> = 2z’ + yy' + 22

. Mostre que o espaco solugao do sistema

2z4+y—2=0
y+z=0

coincide com o complementar ortogonal em R? do subespaco gerado pelos vetores vy = (2,1, —1)

e vy = (0,1,1). Encontre uma base ortonormal do espago solugao.

. Repita o exercicio precedente com os sistemas:

S 0 r+y+z=0
r—2y+z+t=

(a) (b) z—y=0
r+y+2t=0

y+z=0.

. Seja W o subespaco do R gerado pelos vetores
v =(1,2,3,-1,2) e wy=1(2,4,7,2,-1).

Encontre uma base do subespaco W+, considerando em R® o produto interno usual.




314 VETORES & ALGEBRA LINEAR MARIVALDO P. MATOS

7.3 Revisando o Contetido

1. Em um espago vetorial V' com produto interno, considere dois vetores u e v, unitdrios e ortogonais.
Mostre que
(zu+yv) L (zu+tv) & zz+yt =0.

2. O funcional ¢ (v), definido no Exemplo 7.0.12, tem valor minimo 0 e valor maximo 2 atingidos em

v = ug e v = —ug, respectivamente. Mostre que ¢ (v) = V2 se, e somente se, v | ug.

3. Dada uma matriz real A, de ordem 2 x 2, mostre que a matriz A*A ¢ diagonal se, e somente se,

as colunas de A sdo vetores ortogonais, em relacio ao produto interno usual do R2.

4. Em um espago vetorial V', considere dois produtos internos (* ,*); e ( , %) e defina:

(% ,%)3 = (k,%)1 4 (x , %)
(*,%)g = A-(x,%)1, A>0

Mostre que (x ,*)g e (x , )4 definem produtos internos em V.

5. No espaco vetorial R? construa dois produtos internos (x ,*); e (x ,*)2, tais que a diferenca

(x ,x)3 = (% ,%)1 — (% , *)2 ndo seja um produto interno.
6. Dado um operador linear T : R? — R2, tal que (T (u),u) =0, V u, mostre que

(T (u),v) = —(u,T (v)), ¥V u,v € R

7. Seja A = [a;;] uma matriz 2 x 2 e defina T : R? — R? por T (u) = A - [u]. Em relagdo ao produto

interno usual do R?, identificado com My, mostre que:

<T (17 0) ) (07 1)> = a21 € <T (Oa 1) ) (170)> = ai2.

8. Com a notacao do exercicio precedente e admitindo que (7' (u),u) = 0, V u € R?, mostre que a

matriz A é antissimétrica.

9. Se (x ,*) & um produto interno no espago vetorial R, mostre que existe um escalar A, tal que
(,y) = A(x-y). Em outras palavras, a menos de uma constante multiplicativa, um produto

interno em R coincide com o produto usual de niimeros reais.
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10. No espago Cy, das fungoes continuas f : [0, 1] — R, com produto interno

1
(f. ) = /0 f (2) g9 () da,

encontre uma fungao g (x) ortogonal a f (z) = ze”.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.0
1. Comprove uma a uma as propriedades de produto interno. Sendo u = (1,1) e v = (1, —1), temos
(u,v) =2x1x14+1x(-1)+1x14+2x(-1)=0.
2. Nao. Se u = (1,0) e v = (0,0), um célculo direto nos d&
(u,v) =10—1|4+|0—-0] = 1.

(se fosse um produto interno, terfamos (u,0) = 0).

3. Nao. Considere no espaco R? os vetores u = (1,1) e v = (—1,0). Temos (u,v) = —1 e, contudo,
u # tv.
4. Sendo u e v unitdrios e ortogonais, temos |ju|| = ||v]| =1 e (u,v) = 0. Assim,

2 2 2
lu — ol = [lul|” = 2(u,v) + ||v||" = 2.
5. (a) Comprove as condigoes que definem o produto interno.

(b) Temos
IA=vV1i+24+1=2 e ||B|=V4+2+3+1=10.

Além disso, (A, B) = 1 e representando por 6 o angulo entre A e B, temos:

(4,B) _ 1
IAIIIBI - 2v10

(c) Os vetores (matrizes) X e Y serdo ortogonais quando (X,Y) = 0. Um calculo direto nos dd

r = —15.

= 6 = arccos (1/2\/5) .

cosf =
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6. A fungao f (z) ¢ o trinémio do segundo grau
f (@) = |loll* 2? + 2(u, o)z + ||ul*,

com discriminante A = 4(u,v)2 — 4|ju/|? |[v]|* < 0. e seu valor minimo & —A/4 ||[v||*, que é a

ordenada do vértice.
7. O desocamento ¢ AB = (1,2, —3) e o trabalho é igual a:

7= (F,AB) = ((1,2,6),(1,2,—3)) =2x 1 +2x 244 x 6 x (—3) = —66.

8. O vetor v, = vy — Avy serd ortogonal a v, quando (vh,v1) = 0 e daf resulta:

V9,V
0= <'U§7U1> = <U2 — >\U17U1> = <’U2,1)1> _ )\<’U1,1}1> = )\ = <||j) ’§>
1

9. O vetor v = v3 — Avy — p; serd ortogonal a v e v, quando o par (A, u) for solugdo do sistema
(v1,v3 — Avg — pwy) = 0
(v2,v3 — Avg — pwy) = 0

e considerando que (vy,v1) = 0, obtemos:

(vg,v1) — puflva > =0 ) = (vs,v2) (v, m1)

2 2"
(vs,v2) — A|va]®> = 0 o2 o]

10. Considere os vetores u = (V/Z,/y,V/z) e v = (\/1/m, V1/ ,\/1/z) e use a desigualdade de

Cauchy-Schwarz.
11. Temos que ||u +v||* = (u+ v, u + v) e expandindo o produto interno, encontramos

2 2 2 2 2
lu+]" = {u+v,u+0) = [luf|” + 2(u, v) + [[o]| = [Jul” + [[o] "
N——

=0

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.1
1. Primeiro ortogonalize a base, substituindo o vetor vg = (2,1) pelo vetor
/ <1)2,1)1> <(271)7(172)> 4 6 _3
- g1 =(2,1) - = (1,2) = (2,1) - £ (1L,2) = (5,-3) -
[[o]] [1(1,2)]] 5

Para concluir, normalize a base {v1,v5} e encontre a base ortonormal

Vy = V2
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. BL = {(17170) ) (%7_%71)7(_%7 %7 %)} .

. Com relacao ao produto interno (7.9) a base B é ortogonal e resta-nos normalizd-la. (normalizar

uma base é tornar seus componentes unitdrios). Temos:

10Dl =12+ (12 =V2 e [[LD]=VE+12=v2

A base ortonormal correspondente ¢é, portanto
g-={(1/v2,-1/v2), (1/v2.1/v2) |

. Considere, por exemplo, a base B = {(1,0,—1),(0,1,1)} de W e ortonormalize essa base, via

Gram-Schmidt.

. Os vetores v1 =1 e v = 1 — x sao LI e formam uma base do subespago. Temos

1
fou? = ||1\|2=/ dz =2

-1

1 1
ol = 1-al?= [ @-afde= [ (1-204aYdo=83

-1

(v1,v9) = /1 (1-2)dy = 2.

-1

Para ortogonalizar a base, consideramos v] = v; e

A base B = {1, —xz} de Py é ortogonal e a base
B ={1/2,-3x/2}.
¢é ortonormal.

. Dado que (A, B) = tr (Bt . A), as regras que definem o Produto Interno sao facilmente compro-

vadas usando propriedades do trago e da transposicao de matrizes:

(a) (A, A)=tr (A" A) =a} +aly +ad +ad, > 0. (aqui A = [ai;],, 5)
(b) (B,A) =tr (A" B) =tr [(B'- A)]" = tr (B! - A) = (A, B).

(c) (A+B,C)=tr(C'-(A+B)) =tr (C*- A)+ =tr (C*- B)) = (A,C) + (4,C).

(d) (z-A,B)=tr (B'- (zA)) =z tr (B'- A) = z(A, B).
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Para os vetores béasicos

10 11 10 11
ji:: 5 133: s (7:: e l)::
01 0 0 11 11
temos: ||A|> =2, |B|I> =2, ||C||> =3 e ||D||* = 4 e o processo de Gram-Schmidt nos ensina que

a base ortogonal B’ = {A’, B, C’, D'} deve ser construida de tal forma que:

A = A
!’ __<BHM>‘ /
B =B A7 A
1 _{C,B) ‘BI _ (c,A) ~Al
¢ ¢ |1B|? 1A)1?
D = _ (D, e (D,B") o (D,A") A
c7)1? |B|? A7
Um célculo direto nos conduz a:
10 1/2 1 00 0 1
A = , B'= / ' = e D' =
0 0 -1/2 1 0 00

. (a) V7 (b) i/wg(x)sen(kx) dx.

—T

. (a) Temos g, () = cos (nx) e, portanto, a fun¢ao gy é constante e igual a 1. Logo,

27 2
lool* = [0 do= [ do =20 > g0l = Vn
m 2 2
lgall® = /0 gn (z)? dz = /0 cos? (nx) dx = ;/0 [1+ cos (2nz)|dz = 7, Vm.
2m o o
lhml® = / hn ()% dz = / sen? (mz) dx = %/ [1—cos (2ma) |de =m, m > 1.
0 0 0

2m
(b) Duas fungoes g e h sao ortogonais quando (g, h) = 0, isto &, / g(x)h(z)dr =0.Sem #n,
0

temos:
2m 2m
(gns hm) = / Cos(nx)sen(mx)dxzé/ [sen (m +n) z + sen (n — m) z|dx

0 0
1 2w 1 2m

= / sen (m + n) zdx + / sen (n —m) zdx
2Jo 2Jo

1 [—cos(m+n)z 27r+1 —cos(m—n)z 2”_0

2 m+n 0o 2 m-—n o

No caso em que m = n, temos:

2m
(gnsho) = [ cos () sem (n) o = 5 [sen (na) |7 =



7. ESPACOS COM PRODUTO INTERNO 319

(c) Sendo m # n, temos:

21 27
(Ins gm) = /0 cos (nx) cos (mx) de = % /0 [cos (m+mn)x+ cos(n—m) 33] dz

1 [Sen(m—l—n)x]% L1 [sen(m - n)xr”

— =0.
m+n 0 2

2 m-—n 0

9. Usando integracao por partes, encontramos:

1 2w 1 2m
Cn = {f, gn2> =— </ x cos na:d:n) = — <[£L’ sen mz]g7r —/ senn:z:d:r) =0
lgnll™ ™ \Jo n 0

Em relacao a h,,, o coeficiente de Fourier de f é:

" 2 1 - 2m
dy = (fih 2> _ 1 (/ xsen(mx)daz) = — <[—:1:cos(m:c)}§ —i—/ cosma:da:)
[hml™ ™ \Jo mn 0
2 2

mm m’

10. (a) {V80(z? —3z/4), V3z}  (b) {V80(z?—3z/4), 3z, 10z — 122+ 3}.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.2

1. A construcio de uma base de W+ baseia-se Lema 7.2.6. A partir de uma base de W fazemos o

completamento a uma base ortogonal de V.

(a) Vemos que W = [(1,1)] e considerando um vetor v ortogonal a (1, 1) chegamos ao resultado.

Por exemplo, considerando v = (1, —1), vemos que W+ = [(1, —1)] ¢ aretay = —ux.

(b) Neste caso, B ={(1,1,0),(0,0,1)} é uma base ortogonal de W e considerando vs = (1,—1,0),

obtemos a base ortogonal do R3 :
B =1{(1,1,0),(0,0,1),(1,-1,0)}.
Assim, Wt = [(1,-1,0) ].
2. Temos que N (T) = [(1,1,0) | e um vetor v = (z,y, 2) jaz em N (T)* se, e s6 se,

((z,9,2),(1,1,0)) = 0.
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(a) Em relagao ao produto interno usual, temos
(z,9,2),(1,1,0)) =0 z+y =0.

Assim, N (T)* = {(z,—z,2) : 2,z € R} e B = {(1,—1,0),(0,0,1)} é uma base ortogonal de

N (T). Normalizando B encontramos a base ortonormal:
B = {(1/\@, ~1/v/2,0), (0,0, 1)}.
(b) Em relagao ao produto interno (7.11), temos
(z,y,2),(1,1,0)) =022 +y=0

e, neste caso, temos N (T)" = {(z,—2x,z) : 2,z € R}. Uma base ortogonal de N (T')* ¢
B={(1,-2,0),(0,0,1)} e normalizando-a, chegamos a:

B = {(1/f,—2/\/6,0),(0,0,1/2)}.

3. Escalonando a matriz geradora de W, encontramos

o
I
—_ O

1
1 1 |—=| o 1] 1
0

e, portanto, B ={(1,0,—1),(0,1,1)} é uma base de W.

(a) Um vetor v = (z,v, 2) pertence a W+ se, e somente se,

<(:C,y,z),(1,0,—1)>:0 e ((w,y,z),(O,l,l))zO.

Assim, W ¢é o espaco solucdo do sistema

com um grau de liberdade e variavel livre z. Uma base de W+ & B’ = {(1,-1,1)}.
(b) Recorde-se que um operador linear estara determinado quando conhecemos sua agao nos
vetores de uma base. Como desejamos que N (T) = W e Im (T) = W, consideramos
7(1,0,-1) = (0,0,0) ((1,0, 1) vetor bésico do micleo)
T(0,1,1) = (0,0,0) (1 (0,1,1) vetor basico do micleo)
T(1,-1,1) = (1,-1,1) ((1,-1,1) vetor basico da imagem )
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Escrevendo (z,y,2) =a-(1,0,—1)+b-(0,1,1)+c¢- (1,—1,1), encontramos ¢ = = (z —y + 2)

W=

e, portanto
T(z,y,z)=c-T(L,-1,1)=2(z—y+z,—z4+y—z,2—y+2).
. (a) Os subespacos S e W coincidem, embora os suconjuntos S e W sejam distintos.

(b) O subespaco W+ ¢ o espaco-solucio do sistema linear homogéneo

r+2=0
r+y=0
2 +y+z2z=0

o qual é gerado por (0,1,—1).
. O complementar ortogonal W= é o espaco-solucao do sistema

20 +2=0
20 +y=0

isto é, o subespago unidimensional, gerado por (1,—-2,—2).

. Considerando v; = (2,1, —1) e v = (0,1, 1), entao:

(u,v1) 2 4+y—2=0

weWt e

0
<U7U2> 0 y+Z:0

w

e temos Wt =[(1,-1,1)] e B= {i (1,-1, 1)} é uma base ortonormal de TW+.

. Como ilustracio, faremos o item (a). Neste caso, o complementar ortogonal é o subespaco do R*,
de dimensao 2, dado por:

W+ =[(-1,1,5,0),(-2,0,5,1) ],
sendo W =(3,-2,1,1),(1,1,0,2)].

. A fim de que um vetor u = (x,y, z, 5,t) esteja em W & necessario e suficiente que (u,v;) = 0 e
(u,v2) = 0. Assim,
z+2y+3z—5+2t=0

0
we Wt e & (7.17)
0 2 +4y+T2+2s—t=0
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Por escalonamento, vemos que o sistema (7.17) é equivalente a

r+2y+32—s5+2t=0
z+4s—-5t=0

(7.18)

com grau de liberdade 3 e variaveis livres y, s e t. Para construir a base de W, atribufmos valores

as varidveis livres e a partir de (7.18) calculamos x e z. Veja a tabela abaixo.

z |y| z | s|t| vetores basicos de W+
—2 1110 |0]0|w =(-21,0,0,0)
13 [0| =4 |10 wy=(13,0,—4,1,0)
1710 5 | 0] 1| ws=(~17,0,5,0,1)

Logo, B = {w1,ws, w3} é uma base de W=.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.3
1. Se ||ul]| = ||v]| =1 e (u,v) = 0, entao

(xu, +yv,zu+tv)y = 0
& (z2) (u,u) + (t) (u,v) + (yz) (v,u) + (yt) (v,v) =0
S zz+yt=0.

2. Temos
@(v)Q =2- 2<U0,U> ~ SD(U) =V 2 - 2<U0,U>

e p(v) = V2 se, e s6 se, (ug,v) =0, isto é, se, e somente se, ug L v.

3. Considere a matriz

a b
A=
c d
a b )
com vetores colunas u = ev = . A matriz
c d
AtA — a ¢ a b B a?+c2 ab+ed
b d c d ab+cd b2+ d?

serd diagonal se, e s6 se, ab + cd = 0. Ora, a condi¢ao ab + c¢d = 0 é equivalente a (u,v) = 0.
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4. Mostremos que (x ,*)3 é um produto interno. Observe que:

(a) (u,u)3 = (u,u)1 + (u,uyy > 0, porque (u,u); >0 e (u,u)s > 0.

(b) (u+v,w)3 = (u+v,w); + (u+ v,w)e = (u,w)1 + (v,w)1 + (w,w)s + (v, w)e = (u,w)1 +
(v,w)s + (u,w)1 + (v, w)2 = (u, w)s + (v, w)s.

(c) (zu,v)3 = (zu,v)1 + (zu,v)2 = z(u,v)1 + x(u, v)2 = = [(u,v)1 + (u,v)2] = z(u,v)s.

(d) (u,v)3 = (u,v)1 + (u,v)2 = (v,u)1 + (v,u)2 = (v, u)s.
Com relagao a operacao (u,v)y, temos:

(a) (u,u)s = A+ (u,u)1 > 0, porque (u,u); >0e A >0.

(b) (u+v,w)g = A-(u+v,w)1 = X-[(u,w)1 + (V,w)1] = X (u,w)1+ - (v,w)1 = (U, w)s+ (v, W)4.

(c) (xu,v)g = A (zu,v)1 = X z(u,v)1 =z [A- (u,v)1] = z(u,v)4.

(d) (u,v)a=A-(u,v)1 =X (v,u)1 = (v,u)s.
5. Em R? considere os produtos internos:
(z,y), (=", )1 =z’ +yy' e (x,%2={((z,9),(2,9))2 =2z’ +yy.

Se u = (1,0), temos que

(u,uys = —2 <0,
contradizendo uma das condigoes que define o produto interno.

6. Partindo do principio que (T'u,u) = 0, Vu, temos:

0 = T(u—v),u—v)=Tu—Tv,u—v)= Tu,u) — (Tu,v) — (Tv,u) + (T'v,v)
=0 =0

= —(Tu,v) — (Tv,u).
Logo, (Tu,v) = —(Tv,u).
7. Um célculo direto nos dé T'(1,0) = (a11,a21) e, sendo assim, temos:

(T'(1,0),(0,1)) = ((a11,a21),(0,1)) = a1 - 0+ ag; - 1 = ag;.
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8. Inicialmente, recorde-se que A = [aij]2x2 ¢ antissimétrica se a11 = ags = 0 € as; = —aja. Con-

siderando u = (1,0) e, em seguida, u = (0, 1), encontramos:

0 = (T'(1,0),(1,0)) = ((a11,021),(1,0)) = a1 - 1 + a2 -0 =ai1 = ann =0.
0 = <T (0, 1) , (0, 1)) = <(a12,a22) , (O, 1)> =a1g-0+4+ag -1 =a9 = ayp =0.

Por fim, considere u = (1, 1) e, a partir da relagao (T'(1,1),(1,1)) = 0, deduza que a;2 = —az;.

9. Uma particularidade do espago vetorial R é que seus vetores sdo, também, escalares. Assim,

olhando os vetores x e y como escalares e o escalar 1 como vetor, temos

onde A é o nimero real (1,1).

10. Considere h(z) = 1 e defina
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