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Sejam K uma extensdo de R (por exemplo K = C) e A € K uma raiz do polinémio

f € R[z|. Dizemos que A\ tem multiplicidade algébrica m, denotada por
ma(A) =m,
se (x — A\)™ ¢ um fator de f mas (z — \)™*! nao, isto &,
f=(@—-X"g, onde g(\) #0.

A dimensao do auto-espago V) = ker(T — AI) serd chamada de multiplicidade geométrica
de A e denotada por m,(A) = dim Vj.

Exemplo 4.7 Seja T : R* — R3 um operador linear cuja representacao matricial em

relacdo a base canonica de R? é

4 2 0

01

Entao o polindmio caracteristico de'T" é
fr=(z—2)*(z - 3).

Portanto, m.(2) = 2 e mq(3) = 1. Além disso, pelo Exemplo 4.6, temos que, my4(2) =1
e mgy(3) = 1. Note que my(2) < m,(2).

Teorema 4.8 Sejam T : V — V um operador linear com dimV =n e A € R. Se A é um
autovalor de T, entdo my(\) < m,(\) = dim V2.

Prova. Por hipétese existe u € V* com u # 0. Logo, podemos escolher um menor k € N
tal que (T'— AI)*(u) = 0 mas (T — M )*"1(u) # 0, pois dimV = n e ker(T — \[)™ C
ker(T — M\ )™*!, para todo m € N. Assim, ¢ facil verificar que

{uj,us...,u;}
¢ uma base de V*, onde u; = (T — A\I)*(u), j = 1,...,k, a qual ¢ parte de uma base
o = {ulu"‘7uk‘7uk+17"'7un}

de V. Como

T(ay) =AM, T(uj) =uj_1+ Ay, j=2,...,k, onde T(ug) = Zai(kﬂ)ui, (4.2)
i=1

temos que
1 0
J A 0
A =TS = ],onde.]: ,
0 o 1
0 0 A
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B é uma matriz k x (n — k) e C é uma matriz (n — k) x (n — k). Logo,
fr = det(21, — A) = det(2I; — J) det(zI,_; — C) = (z — \)*h,

onde h = det(zI,,_; — C) é um polinémio de grau n — k. Note que A é o unico autovalor
de T' que satisfaz as equagoes (4.2) e (T'— M )(v) # 0, para todo v € V — V*, pois se p é

outro autovalor de T', entao

2\
e
— (- M "

Logo, it — X = 0, isto é, A\ = u. Agora, se (T — \I)(v) = 0, para algum v € V — V*, entdo
(T — \I)(v) € V*. Assim, existe s € N tal que

(T — AI)¥(v) = (T — MX)*(T — M\I)(v) =0,
isto é, v € V*, o que é impossivel. Portanto, h()\) # 0 e my(\) = k = dim V. |

Sejam T' : V' — V um operador linear com dim V' = n, cuja representacao matricial

em relagdo a alguma base ordenada a de V' é A = [T]%, e A um autovalor de T'. Entao
(AL, — A)adj(AL, — A) = det(\,, — A)I,, =0

ou, equivalentemente,
A adj(AL, — A) = Aadj(A\I, — A).

Seja C; a j-ésima coluna da matriz adj(AL, — A). Entao
AC; = \C;,

isto é, qualquer coluna ndo-nula C; de adj(AL, — A) é um autovetor de 7" associado ao

autovalor \.

Exemplo 4.9 Seja T : R? — R3 um operador linear cuja representacdao matricial em

relacdo a base canodnica de R? é

00 4
A=[T]=|1 0 -17
18

Determine os autovalores e autovetores de T'.
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Solucdo. E facil verificar que o polindémio caracteristico de T é
fr=2" =82 +1Te —4=(z —4)(x =2+ V3)(x —2—V/3).

Para A\ = 4, temos que

1 4 16
adj(4l; — A) = | —4 —16 —64
1 4 16

Logo, u; = (1,—4,1) é um autovetor de T associado ao autovalor A\; = 4. Para Ay =
2 — /3, temos que

43+ 8 4 8 —4v/3
adj(2—V3)Is—A)=| —v/3-6 4v/3-9 17v/3—30
1 2—-v3 T7—-43

Logo, uy = (4(2 +/3), —(6 +/3),1) & um autovetor de T associado ao autovalor \y =
2 — /3. De modo andlogo, obtemos us = (4(2 — v/3), —(6 — v/3), 1) é um autovetor de T
associado ao autovalor A3 = 2 + /3.

Teorema 4.10 Sejam T : V. — V um operador linear com dimV = n, cuja represen-

tagdao matricial em relagao a alguma base ordenada o de V- é A = [T, e A\1,..., A\, 08

autovalores de T'. Se m,(X\;) =1, entdo existe j € {1,...,n} tal que a j-ésima coluna C;

de adj(\I, — A) é um autovetor de T associado ao autovalor \;.

Prova. (Caso n = 2). O polindmio caracteristico de T' é
fr = det(zI — A) = 2” — tr(A)z + det(A), onde A = Gz
Q21 Q22

Logo,
dfr

Ty = 20 —tr(A) = 2x — (a1; + ax) = tr (adj(zI; — A)),

onde

adj(zl, — A) = [x_“” —2 ] .

—a21 T — a1

Por outro lado, como fr = (z — A;)(z — A\2) temos que

dfr

Assim,

tr (adj(aly — A)) = (x — \o) + (x — \p).

Em particular, quando x = A\, obtemos

tr (adj()\glg — A)) = ()\2 - a22) + ()\2 - CLH) = ()\2 — )\1)
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Portanto, se mq(A2) = 1, entao A\o—A; # 0. Logo, existe j € {1,2} para o qual Ao—a;; # 0,
isto &, existe j € {1,2} tal que a j-ésima coluna C; de adj(A2I; — A) é um autovetor de

T associado ao autovalor \y. Esse procedimento se aplica ao caso geral. |

EXERCICIOS

1. Determine o polinémio caracteristico dos operadores lineares, encontre seus auto-
valores e autovetores correspondentes e dar uma base e a dimensao dos respectivos

auto-espagos.

(a) T(z,y) = (2y,2)

(b) T'(z,y) = (z +y,2z + y)

(c) T'(z,y) = (—y,x).

(d) T(z,y) = (22 + 3y, —x — 2y).

(e) T(z,y) = 2z +y,—y)

(f) T(z,y, z,w) = 2z + y, 2y, 2z, 3w).
g) T(a+ bx + cx?) = b+ ax + cx?.

T(A) = A’ sendo A € R**2.

(G) T(x,y,2) = (x+y+ 2,2y + 2, 3z).

(k) T(z,y,2) = (2x + 2y, v +y + 22,2 + y + 22).

() T(x,y,2) = (r+y,z—y+22z2c+y—2).
(m) T(x,y,2) = (=92 + 4y + 42, —8x + 3y + 4z, —16x + 8y + 7z).
(n) T(z,y,2) = (x + 3y — 32,4y, =3z + 3y + 2).

(o) T(z,y,z,w) = (x,c+y,xr+y+z,x+y+z+w).

(p) T(x,y,z,w) = (3x — 42,3y + bz, —z,,w).

(@) (Tp)(z) =p'(z), p € P(R)

(r) (Tp)(z) = (1 —2?)p"(x) — 22p'(x), p € P3(R).

2. Qual é o operador linear 7" : R? — R? que possui \; = —2 e Ay = 3 como autovalores

associados, respectivamente, a autovetores da forma (3y,y) e (—2y,y), com y # 07

3. Seja T : V — V um operador linear tendo A\ = 0 como autovalor. Mostre que T" é

singular.
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4. Sejam T : V — V um operador linear invertivel A um autovalor de 7". Mostre que

A1 é um autovalor T-'. O que se pode dizer sobre os autovetores associados?

5. Sejam T : V — V um operador linear. Mostre que se v é um autovetor de T
associado ao autovalor \, entdo v é um autovetor de T* associado ao autovalor A\¥,
para todo k € N.

6. Seja A € R™ ", Mostre que A e A’ tém o mesmo polindmio caracteristico mas
podem ter autovetores distintos.

7. Seja T : R? — R? um operador linear definido por
T(z,y) = (azx + by, cx + dy),

onde a, b, ¢ e d sao nimeros reais positivos. Mostre que:

(a) Os autovalores de T sao dados por

(a4 d) £ /(a — d)? + 4bc
5 :

(b) Os autovalores de T' sdo reais, distintos e pelo menos um deles é positivo.

8. Sejam A € R?*? uma matriz simétrica com autovalor \; = 1 e v; = (1,3) o

autovetor de A associado a ;.

(a) Determine uma matriz A # I que satisfaga essas condicoes.

(b) Se A2 = 9 ¢é outro autovalor de A, determine um autovetor de A associado a
Aa.

(c) Determine uma matriz B tal que B? = A.
9. Sejam A, B € R™". Mostre que os autovalores da matriz

A B
B A

C—

sdo exatamente os autovalores simultaneos de A +B e A — B. (Sugestao: Note que

A B
B A

A+B —-A
A+B -B

e use o Exercicio 12 da Secao 1.1 do Capitulo 1.)

10. Sejam S :V — Ve T : V — V operadores lineares. Mostre que se fs¢ = fr, entao

det(S) = det(T"). Mostre, com um exemplo, que a reciproca ¢ falsa.
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11. Sejam A, B € R™*". Mostre que AB e BA tém o mesmo polinémio caracteristico.

(Sugestao: Sejam

I, O
-B 71,

C:

zI,, A
e
B I,

Agora, use o fato de que det(CD) = det(DC).)

12. Seja T': V. — V um operador linear tal que todo v € V — {0} é um autovetor de
T. Mostre que T' = al, para algum a € R.

13. Sejam T : V' — V um operador linear com dimV = n e A = [T]?, para alguma

base ordenada o de V. Mostre que:

(a) Se n é ftmpar e det(A) < 0, entdao T possui pelo menos um autovalor positivo.
(b) Se n & impar e det(A) > 0, entdo 7" possui pelo menos um autovalor negativo.

(c) Se n é par e det(A) < 0, entdo T possui pelo menos um autovalor positivo e

um negativo.

(Sugestao: Use o Teorema do Valor Intermedidrio para o polindomio caracteristico
fr de T e 0 FATO: se z = a + bi é uma raiz de fr, entdao Z = a — bi também o é,
onde a,b € R, i’ =—1ezz=a>+1>>0.)

14. Seja T : R* — R?® um operador linear nao-nulo. Mostre que existe uma reta r em

R3 passando pela origem tal que T'(r) C r.

15. Mostre que nao existe A € R3*3 tal que A? = —I;.

4.2 Operadores Diagonalizaveis

Antes de definirmos operadores diagonalizdveis, provaremos um fato muito importante

de que autovetores associados a autovalores distintos aos pares sao linearmente indepen-

dentes.
Teorema 4.11 Sejam T : V. — V um operador linear e Ay, ..., \, autovalores distin-
tos aos pares de T. Se uy,...,u, sao os autovetores de T associados aos autovalores
ALy .oy An, entao o conjunto

{ug,...,u,}
¢ linearmente independente.
Prova. (Indugao sobre n). Sejam 1, ...,z, € R tais que

i + -+ ru, = 0. (43)
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Se n = 1, entdao r1u; = 0. Logo, ;7 = 0, pois u; # 0. Agora, suponhamos que n > 2 e
que o resultado seja vélido para todo k com 1 < k <n — 1. Aplicando T" a equagao (4.3)

e usando que T'(u;) = \ju;, temos que

rAua; + -+, 0, = 0. (4.4)
Agora, multiplicando a equagao (4.3) por A, e subtraindo da equagao (4.4), temos que

(A — A)zug + -+ (A — A1) Zp_1u, 1 = 0.
Logo, pela hipétese de inducao,
(A —A)z; =0,i=1,...,n—1.
Como A\, — \; #0,i=1,...,n—1, temos que x; =0,7=1,...,n — 1. Assim,
r,u, =0
mas isto implica que x,, = 0. Portanto, o conjunto
{ug,...,u,}

é linearmente independente. [ |

Teorema 4.12 Sejam T : V — V um operador linear com dimV' = n, cuja representa¢ao

matricial em relag¢io a alguma base ordenada o de V é A =[T]%, e
Xj = [V]a = (xlj,xgj, e ,Inj)t c RnXI
as coordenadas de um autovetor v de T' associado ao autovalor A\;, j = 1,...,n. Se os
vetores X, ..., X,, geram R"*! entio a matriz P = [x;;] € tal que
M O - 0
B 0 A -+ 0
PAP " = A ) =D.
0 0 - )\,
Prova. Como os vetores X, ..., X,, geram R™*! temos, pelo Teorema 4.11, que a matriz

P ¢é nao-singular. Sendo
AX; =\ X,

temos que

n
E Qi Tg; = /\j!L‘z‘j, 1= 1, <, N
k=1

Logo,

Portanto, PAP! = D. [ |
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Exemplo 4.13 Seja T : R* — R3 um operador linear cuja representacio matricial em

relacdo a base canonica de R? é

30 —4
A=[T]=|03 5
00 —1

Mostre que R? possui uma base de autovetores.
Solucdo. E ficil verificar que o polinémio caracteristica de T é
fr=(z+1)(z—3)>
Assim, A\ = —1 e Ay = 3 sao os autovalores de T'. Para \; = —1, temos que
Vi, = [(4,=5,4)].

Para Ay = 3, temos que
Vi, = [(1,0,0),(0,1,0)].

Portanto,
a={(4,-5,4),(1,0,0),(0,1,0)}

¢ uma base de autovetores de R3. Note que

-100
RE=V, ®Vy, D=[T]=| 0 3 0| e PAP'=D,
00 3
onde
410
P=[§=| -5 0
4.0 0

¢ a matriz de mudanca de base da base a para a base canonica 3 de R3.

Seja T : V' — V um operador linear com dim V' = n. Dizemos que T' é diagonalizdvel

se existir uma base de V formada de autovetores de T'.

Exemplo 4.14 Seja T : R? — R3 um operador linear cuja representacdo matricial em

relacdo a base canonica de R? é

3 -3 —4
A=[T=|0 3 5
0 0 -1

T ¢é diagonalizdvel?
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Solucdo. E facil verificar que o polindémio caracteristica de T é
fr=(xr+1)(z —3)%

Assim, A\ = —1 e Ay = 3 sao os autovalores de T'. Para \; = —1, temos que
Vi, = [(1,-20,16)].

Para \; = 3, temos que
Vi, = [(1,0,0)].

Portanto, T nao é diagonalizavel.

Sejam
f=a 2"+ -+ ax+ag € Rlz]

um polindmio de grau J(f) = n sobre os reais R e T': V' — V um operador linear. Entao

f(T') ¢ um operador linear sobre V' definido por
f()=a,T"+ -+ a;T + apl.
Dizemos que f anula T se f(T) = 0.

Lema 4.15 Seja T : V — V um operador linear tal que T'(u) = Au, com u # 0. Entao

f(T)(a) = fMu, ¥V f e Rlzl.

Prova. (Exercicio) u

Sejam V' um espaco vetorial sobre R e W7,..., W} subespacos de V. Dizemos que W7,
..., Wy sao independentes se u; € W euy +us+---+u, =0,entaouw; =0, =1,... k.
Lema 4.16 Sejam V um espago vetorial sobre R com dimV = n, Wy,..., W}, subespacos

deVeW =Wy +---+ Wjy. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
1. Wh,..., Wy sao independentes;
2. W,Nn(Wy+---+W;_1) ={0}, para 2 < j < k;

3. Se a; é uma base ordenada de W, entdo o conjunto ordenado o = {ay,...,ap} €

uma base de W.

Prova. (1= 2)Sejaue W,;N(W;+---+W,_1). Entaioue Wy eue W, +---+W,_;.
Assim, existem u; € Wy,...,u;_; € W;_; tais que

u=u +uz+--+ Ui

Logo,
u +up+--+u+(—u)+0+---+0=0.
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Pela hipétese, u; =uy =--- =u;_; = (—u) = 0. Portanto,u=0e
Win Wi+ W) ={0},2<j <k

(2 = 3) E claro que W = [a]. Como qualquer relagio linear entre os vetores de « terd a
forma
vitvet+---+vy =0,

onde os v; é alguma combinacao linear dos vetores de «;, temos que
vi € Wen (Wi + -+ 4+ Wi_y) = {0},
isto &, v, = 0. Assim,
Vit vet -+ Ve =0=vp €W N(Wy + -+ Wi_s) = {0},

isto é, vi,_; = 0. Continuando dessa maneira, temos que « é LI.

(3 = 1) Fica como um exercicio. [ |
Sejam V' um espaco vetorial sobre R e Wy,..., W, subespacos de V. Dizemos que V' é
soma direta de W1, ..., W}, se pelo menos uma (e portanto todas) das condigoes do Lema,

4.16 for satisfeita. Notacao
V=W & &W

Teorema 4.17 SejamT : V — V um operador linear com dimV = n e V), = ker(T'—\;1)
0s auto-espagos de T associados aos autovalores distintos aos pares \;, i = 1,....k (em

alguma extensao de R). Entdo as sequintes condi¢des sio equivalentes:
1. T é diagonalizdvel,
2. O polinémio caracteristico de T é
fr=(x—=X)"(x—X )™ (x — \)™, onde m; =dimV,;
3V=V,® --dV,,.

Prova. (1 = 2) Suponhamos que 7T seja diagonalizavel. Entao existe uma base

a=A{uy,...,u,}
de V' tal que
T(ui):)\iui, Zzl,,n
Logo,
a; O - O
O XL --- O
e e
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onde I,,,, € uma matriz identidade m; x m; e m; =dimV),, i = 1,..., k. Portanto,
fr=det(zL, — A) = (z — A)™(x — Ag)™2 -+ (. — N\p)™
(2= 3) Sejam u; € V),, i = 1,..., k. Para verificar que
V=V\,® - dV,,

basta provar que
u1+'+uk20:u1207 Z':]_,...,k:,

isto é, os Vy,, i = 1,..., k, s@o independentes. Seja

Si = (T—=ML) (T = XNadia)(T = Ngaliga) - (T = MeIy)
k
= [T = N1I)) com j#i.

J=1

Entao, pelo Lema 4.15, temos que

(A —A))

’:]w

7=1
Por outro lado, aplicando S; & equagao vetorial
wuy+--+u,=0
e usando o Exercicio (8) a seguir, temos que S;(u;) = 0. Assim,
k
T =)
7=1
Como \; # )\, j#iej=1,...,k, temos que
ui:0, ’l:l,,l{?

(3= 1) E uma conseqiiéncia direta da definicao. |

EXERCICIOS

1. Para cada um dos operadores lineares do Exercicio (1) da Segao (4.1), identifique os
operadores que sao diagonalizdveis. Nos casos afirmativos, especifique uma matriz
P tal que PAP ! seja diagonal.



132

CAPITULO 4. FORMAS CANONICAS ELEMENTARES
Seja T : R? — R? um operador linear definido por
T(x,y) = (ax + by, cx + dy),
onde a, b, ¢ e d sao nimeros reais positivos. Mostre que 7" ¢ diagonalizdvel.
Seja T' : R? — R? um operador linear cuja representacio matricial em relacao a
a b ]
b c |

Mostre que os autovalores de 1" sao reais e T' que é diagonalizavel.

base candnica de R? é

A=[T]=

. Seja T : R?® — R? um operador linear cuja representacao matricial em relacio a

base candnica de R? é

A=1[T|=

—_ = =
—_ = =

1
1
1
Mostre que T' é diagonalizdvel. Generalize para R™.

Seja T : R?® — R3 um operador linear cuja representacao matricial em relacao a

base candnica de R? é

A=1[T|=

ot o

b b
a b
b a

Determine os autovalores e autovetores de T'. Além disso, especifique uma matriz
P tal que PAP ™! seja diagonal.

Seja T' : R? — R?® um operador linear cuja representacio matricial em relacao a

base candnica de R? é
0 a O

A=[T]=|b 0 b
0 a 0

Determine os autovalores e autovetores de T'. Além disso, para que valores de a e

b, T é diagonalizédvel.

Considere as matrizes

4 5 1 -2 3

A = eB=|[0 -1 3
10 7

0 01

Calcule A e B35,
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10.

11.

12.

13.

Seja T': V' — V um operador linear. Mostre que
THT) = f(IT, V [ €R[a].

Conclua que
f(M)g(T) =g(T)f(T), ¥ [, 9 €Rlz].

Sejam A, B € R™". Mostre que se A e B sao semelhantes, entao f(A) e f(B) sao
semelhantes, para todo f € R|x].

Seja T : V — V um operador linear com dimV = n. Mostre que existe um

polindmio nao-nulo f € R[x] de grau no méximo n? tal que f(T) = O.
Os nimeros de Fibonacct aq, as, . .. sao definidos por

ap=ay=1¢€e a1 =a,+ a1, Vn>2.

i an 1 1]
o+t 4 = , VneN,
Ay  Qp_1 10

onde ag = 0, e conclua que

(a) Mostre que

Up10n_1 — a2 = (—1)".

(b) Mostre que

1 n n
an:2n—\/g((1+\/5) ~(1-VE)"), ¥ neN,

Sejam 71" : V' — V um operador linear diagonalizédvel com dimV =n e
Jr=a"+ba"  + -+ bzt by
o polinémio caracteristico de 1. Mostre que
posto(T') = max{j : b; # 0}.

(Sugestao: Note que

bj = (_1)j Z )\il o )\ija

1<) <ig <+ <i;<n
onde \; s@o os autovalores de T'.)
Sejam 1, ...,%Tn, Y1, ..,y € R. Mostre que se z1,...,z, sao distintos aos pares,

entdo existe um tnico polinomio f € R[z] de grau no maximo n—1 tal que f(z;) = v;,

i=1,...,n. (Sugestao: Seja

f=ay+ayx+-+apa™ !
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o polinémio desejado, onde os a; devem ser determinados. Entao obtemos o sistema
de equagoes lineares com n equacoes e n incégnitas

ay+ agri + -t al =y, i=1,...,n,

ou, na forma matricial AX = B, onde

n—1
Iz - 1y ax (7
1 a9 -+ a0t a
2 2 Y2
A= . , X=| . | eB=
n—1
1z -0 ay, Um

Agora, use a Regra de Cramer para resolver o sistema.)

14. Seja T : V. — V um operador linear diagonalizdvel com dimV = n e todos os
autovalores de T sao distintos aos pares. Mostre que qualquer operador linear

diagonalizavel sobre V' pode ser escrito como um polinémio em 7.

15. Sejam V = C(R,R) o espago vetorial de todas as fungoes reais continuas e

B ={e"" ... e}

onde os a; € R, i =1,...,n, sao distintos. Mostre que 3 é um subconjunto linear-

mente independente de V. (Sugestao: Considere o operador diferencial.)

4.3 Polindbmio Minimal

Sejam
f=a 2"+ +ax+ag € Rlz]

um polinémio de grau J(f) = n sobre R e T': V' — V um operador linear. J4 vimos que

f(T') &€ um operador linear sobre V' definido por
f()=a,T" 4+ a;T + apl.
e que f anula T se f(T) = 0.

«

Observagao 4.18 Sejam T : V. — V um operador linear com dimV =n e A = [T]2,

para alguma base ordenada o de V. Entao:
1. f(T) = O se, e somente se, f(A) = O.
2. A fungao fa : R[z] — R™™ definida por
falapa™ + -+ a1z + ag) = a, A" + - + a1 A + apl,
¢ claramente uma transformacao linear com
ker fa = {f € Rz]: f(A) = O} e Im fs = {f(A): f € R[z]}.
Mostraremos a sequir ( Teorema de Cayley-Hamilton) que ker fao # {0}.
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Exemplo 4.19 Seja T : R? — R? um operador linear cuja representacdo matricial em

1 3
03|
Se f=12%—4x +3, entao f(A) = O. Logo, f anula T. Se g =z — 3, entdo

g(A):[—z 3]#0

relacdo a base canonica de R? é

A=[T]=

00

Logo, g nao anula T.

Sejam T": V — V um operador linear com dim V' = n e fr o polinébmio caracteristico
de T. Se T ¢ diagonalizdvel, entdao fr(7") = 0.

De fato, se T' é diagonalizdvel, entao existe uma base

a={u,...,u,}

de V tal que
T(uz) = )\iui,i = ]., oo, n.

Logo, pelo Lema 4.15, temos que
fT(T)(uZ) = fT()\z)uZ = O,Z = 1, e, .
Portanto, f(7T) = 0. Mais geralmente, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.20 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja T : V — V' um operador linear

com dimV =n. Se fr é o polinomio caracteristico de T', entio fr(T) = 0.
Prova. (Caso n = 2). Sejam
a = {ug,us}
uma base ordenada de V' e A = [T']¢. Entao o polinoémio caracteristico de T" é
fT = det(l’Ig — A) = 12 + bliL' + bg.
Seja B(z) = adj(zIy — A), isto &,
B(z) = T — Q2 —0a12 .
—Gz1 X —an
Entao os elementos de B(z) sdo polindmios de grau no maximo 1 (n — 1). Logo,

T — a2 —Qai2

B(z) =
—a21 T — a2

[ z 0 —a —a
- ] —+ [ 22 12 = BOCL' + Bl,
0 =z —Q21 —a11
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onde By, B; € R?*2? s30 independentes de z. Como

temos que
(zIy — A)(Box + By) = (2 + by + by)Is,
ou ainda,
Boz? 4 (B; — ABg)z — AB; = (2% + b1z + by) 1.
Assim,
By = L,
B, — AB, = bhl
—AB;, = bhlL.

Multiplicando as equacoes & esquerda pelas matrizes A%, A e I, respectivamente, e so-

mando, temos que
O =A%+ b A +bl,,

isto é, f(A) = 0. Esse procedimento se aplica ao caso geral. |
Seja T : V — V um operador linear com dim V' = n. Dizemos que o polinémio
mp = 2% + ap_1 2" 4+ a1+ ap € R[]
é o polindomio minimal de T se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. mp(T) =0.
2. mg € o polinémio de menor grau dentre aqueles que anulam 7" com d(mr) > 1.

Note que o polindbmio minimal m7 nao necessita ser irredutivel, confira exemplo a

seguir.

Exemplo 4.21 Seja T : R? — R? um operador linear cuja representacio matricial em

A:[T]:[?S].

Determine o polinémio minimal de T'.

relacdo a base canonica de R? é

Solucao. E claro que o polinémio caracteristico de T" é

Jr= z?

Se d(mr) =1, entdo my = ax + b com a # 0. Logo,

7 O,

-1

Assim, d(mr) > 2. Como fr(A) = O temos que d(mr) = 2. Portanto, my = fr = z*

nao é irredutivel sobre R.
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Lema 4.22 Matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio minimal.

Prova. Sejam A e B matrizes n x n semelhantes. Entao existe uma matriz n x n invertivel
P tal que
B =PAP .

E facil verificar, indutivamente, que
B"=PA"P!, V meN.

Assim,

fB)=Pf(A)P ! V feRx].

Em particular,
mB(B) =0= mB(A) = O,

isto é, ma € um fator de mg. Por outro lado,
mA(A) =0= mA(B) = O,
isto &, mp é um fator de ma. Portanto, mg = ma, pois ambos sao monicos. [ |

Observacgao 4.23 A reciproca do Lema acima é falsa, pois é facil verificar que as ma-

trizes
0100 01 0O
A 0000 cB— 00 0O
00 01 0 0 0O
00 00O 00 0O

tém o mesmo polinémio minimal mg = ma = x* mas nao sao semelhantes.

Teorema 4.24 SejaT : V — V um operador linear com dimV = n. Entao os polinomios

caracteristico e minimal de T' possuem as mesmas raizes, a menos de multiplicidades.

Prova. Sejam my o polindmio minimal de T e A € R. Devemos provar que mz(A\) = 0
se, e somente se, A ¢ um autovalor de T'.

Suponhamos que mr(A) = 0. Entao, pelo algoritmo da divisao, existe ¢ € R[x] tal que
mr = (x — N)q.

Como 0(q) < d(mr) temos que ¢(T) # 0. Assim, existe w € V, w # 0, tal que
u = ¢(T)(w) # 0. Logo

0 = my(T)(w)
= (T = M)q(T)(w)

)
= (T - A)(u).
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Portanto, A é um autovalor de T" e u é o autovetor associado a A. Reciprocamente,
suponhamos que A seja um autovalor de 7. Entao existe u € V com u # 0 tal que

T'(u) = Au. Assim, pelo Lema 4.15, temos que
mr(A)u=mr(T)(u) =0.
Como u # 0 temos que mp(\) = 0. [

Observagao 4.25 Sejam T : 'V — V um operador linear com dimV = n e fr, mr os
polinémios caracteristico e minimal de T'. Entao pelo Teorema de Cayley-Hamilton e o

Teorema 4.24, my é um fator de fr.

Exemplo 4.26 Seja T :V — V um operador linear com polindomio caracteristico
fr=(z—3)72*x—1)>3x+5).

Determine os candidatos a polindomio minimal de T e a dim V.

Solucdo. E claro, da definicdo de fr, que dimV = 6. Pela Observacio acima os can-

didatos a polindbmio minimal de T" sao:

mr = (z=3)(x-1)(x+5)

mr = (v —3)*x—1)(z+5)
mr = (z—3)(z—1)*(z+5)
mr = (z—3)(z—1)*(z +5)
mr = (v—3)*x—1)*x+5)
mr = fr

Exemplo 4.27 Determine um operador linear T : R? — R3 cujo polindmio minimal ¢
mr = x> — 8% 4+ 5z + 7.
Solugao. Existe um vetor u de R? com u # 0 tal que o conjunto
a={u,T(u), T*(u)}
¢ uma base de R?, pela minimalidade do grau de my. Logo,

T(u) = Ou+1T(u)+ 07?(u)
T?(u) = Ou-+07T(u)+7T%(u)
T3(u) = —Tu—5T(u)+ 8T%(u),

o

pois

mp(T) =0 = T°(u) = (=71 — 5T + 877) (u) = —7Tu — 57 (u) + 877 (u).



4.3. POLINOMIO MINIMAL 139

Portanto,
00 —7
A=[T)S=|10 -5 | e T(x,y,2) =(=Tz,2 —5z,y + 8z).
1 8

A matriz A é chamada de matriz companheira associada com mr.

Lema 4.28 Seja T : V — V um operador linear com dimV =n. SeT" é diagonalizdvel
e existe u € V tal que T?(u) = 0, entdo T'(u) = 0.

Prova. Suponhamos que 7' seja diagonalizdvel. Entao existe uma base

a={u,...,u,}
de V' tal que
T(w)=M\Nu;, i=1,...,n.
Como para cada u € V' existem tnicos ¢y, ..., c, € R tais que
u=cu +---+cu,
temos que

O:T2(u):cl)\fulnt---—l—cn)\iun:ci)\?:O, 1=1,...,n.

Logo, \; = 0 ou ¢;\; = 0, nao ambos, para todo ¢ = 1,...,n. Portanto, em qualquer caso
T(u)=0. [ |

Sejam V' um espaco vetorial sobre R e W7, W, subespacos de V' tais que V' = W; & W.
A projegao sobre Wi na diregdo de W é o operador linear F; : V — V tal que E;(v) =
E1(wy + wy) = wy, para todo wy € W; e wy € W, (confira Figura 4.1).

Figura 4.1: Projegao sobre W, na diregao de Wj.
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Exemplo 4.29 Seja E, : R — R3 a projecao sobre o plano
Wy ={(z,y,2) € R*: 3z +y — 22 =0}

na diregao da reta Wy = [(1,1,1)]. Determine a representa¢ao matricial de Ey em relagdo

a base canonica de R? e também em relacio & base ordenada
a={(1,-1,0),(2,0,1),(1,2,3)}

de R3.

Solugao. Como Wy = [(1,-3,0),(0,2,1)] temos que R3 = W, & Wy e
g ={(1,-3,0),(0,2,1),(1,1,1)}

¢ uma base ordenada de R3. Assim, é facil verificar que

By )= —r—y+2z 3rx+y+2z —3rx—y+4z
1\ Y, 2) = 92 ) 9 ) 9 .
Portanto,
-1 -1 2 2 2 1
1 N :
[El] = 5 -3 1 2 € [El]a = -1 -1 5
-3 -1 4 0 01
Lema 4.30 Seja F : V. — V um operador linear com dimV = n. Entdo as sequintes

condigoes sao equivalentes:
1. E é uma projegao;
2.V=ImE®kerE ew € ImFE se, e somente se, E(w) =w;

3. Existe uma base ordenada o de V' tal que

£ =

«

I, 0
0 0|’

/. B*=E.

Prova. (1 < 2) Suponhamos que E seja uma projegao. Entao existe uma decomposigao
V =W, & W, tal que F é a projecao sobre I na direcao de Ws. Portanto, W; = Im E
e Wy = ker . Além disso,

{weV :Ew)=w} = {wi+we e W, @&Wy:w; =w; + Wy}
= {W1+W2€W1@W21W2:0}
= Wi=ImkE.

Reciprocamente, basta tomar W, = Im E e Wy = ker F.
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(2 = 3) Sejam {uy,uy,...,u;r} uma base ordenada de Im F' e {ugi1,upy2,...,u,} uma
base ordenada de ker . Entao

a:{ul,ug,...,uk,ukﬂ,...,un}

¢ uma base ordenada para V. Logo,

(3 = 4) E claro.
(4 = 2) Suponhamos que F? = E. Entdo F(v) € ImE e v — F(v) € ker F, para todo
v € V. Logo,

v=EWV)+(v—E((v)elmE+kerE, VveV,

isto ¢, V =Im E +ker E. Agora, se v € Im FNker F, entdo E(v) =v e E(v) = 0. Logo,
v =FE(v)=0elIm Enker E = {0}. Portanto, V = Im F @ker E. Finalmente, w € Im F

se, e somente se, existe v € V tal que w = F(v) se, e somente se,
E(w)=FE*v)=E(v) =w.
|

Teorema 4.31 Seja T :V — V um operador linear com dimV = n. Entao as sequintes

condicoes sao equivalentes:
1. T é diagonalizdvel,;
2. Para cadau €V e X € R se (T — \I)*(u) =0, entio (T — M\ )(u) = 0;

3. Sevy € V é um autovetor de T associado ao autovalor \g € R, entdo (T'— oI )(u) #

Vo, para todo u € V;

4. As raizes do polinomio minimal de T' sao todas distintas (simples);

5. Existe um k € N, escalares distintos A1, ..., \x € R e operadores lineares nao-nulos
E, V-V i=1,...k, tal que

k k
T=Y MNE, Y Ei=1IcEE;=0sei#]j
=1 =1

Prova. (1 = 2) Seja A = [T]% a representagdo matricial de 7" em relacao a alguma
base ordenada a de V. Suponhamos que A seja diagonalizdvel. Entao existe uma base

ordenada  de V' e uma matriz invertivel P tal que

PAP™' =[T]; =D
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¢ diagonal. Seja Y = PX, onde X = [u], € R™*!| para cada u € V. Entao
0=(A-)L)’P 'Y = (P'DP - \L,)’P'Y = P (D — \L,)?Y.

Como P ¢ invertivel temos que (D — AI,,)*Y = 0 e, pelo Lema 4.28, (D — \L,)Y = 0.
Portanto,
(D-AL,)PX=0= (D-\,)X=0.

(2 = 3) Suponhamos que v € V' seja um autovetor de 1" associado ao autovalor g € R.
Entao T'(vo) = Aovo. Logo, se existir u € V tal que (T' — A\oI)(u) = vy, entao

(T — MoD)*(w) = (T — MoI)(vo) = 0.

Assim, por hipétese,
Vo = (T — )\0])(11) = 0,

o que é uma contradicao.
(3 = 4) Suponhamos que

mr = (z — X\o)%q.
Entéo existe w € V com w # 0 tal que vo = (T — \o{)q(T)(w) # 0, pois

I((x — Xo)q) < O(my).

Assim,
(T - )\0]) (Vo) == mT(T) (Vo) = 0.

Logo, vo € V & um autovetor de T" associado ao autovalor \y. Mas entao a equagao
(T - )\0])(11) = Vp

tem solucao ¢(7T')(w), o que é uma contradicao.
(4 = 5) Suponhamos que
my = (x—X) - (x — M),

onde A, ..., \;x € R sdo os autovalores distintos de T'. Definimos p; € R[z] pelas relagdes
mr = (x—)\z-)pi, 1= 1,...,]{7.

Entao p;(A;) # 0 e p;(A\;) = 0 se, e somente se i # j. Agora consideremos o polindmio

Entao
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Logo, pela minimalidade do grau de mr, temos que g = 0. Assim, ¢(S) = 0, para todo

operador linear S : V' — V. Escolhendo os operadores lineares

1

E;, = mpl-(T), 1=1,...,k,
obtemos .
Ei#0, Y Ei=1cmp(T) = (T = N\I)p(T) =0.
Logo,
Tp(T) = \pi(T), i=1,...,k
Assim,

Di\Aq -
=1

1 S :
Z)\E Z ()\))\z’pi(T) :Zpi()\i)pi(T)T:T (ZEz) =T.

Finalmente, se ¢ # j, entao

1
EL; = mpz(T)Pj(T) =0.

(5= 1) Sejav eV comv # 0. Entdao u; = E;(v) é um autovetor de T associado ao

autovalor )\;, pois

k
(Z)\ E ) Z NEj(w) =Y NEE(V) = NE(v) = A,
j=1
Além disso,
k
v=Iv) =Y E(v) =Y u,
' i=1
de modo que, todo vetor é combinacao linear dos autovetores. Portanto,
a={u,...,u,}

é uma base de V formada de autovetores, isto é, 1" é diagonalizédvel. [ |

Exemplo 4.32 Seja T : R?* — R3 um operador linear cuja representacdo matricial em

relacdo a base canonica de R? é

2 2 -5
A=[T|= 7 —15
—4

T ¢é diagonalizdvel?
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Solucao. 1.° Passo. Determinar o polindmio caracteristico de T'.

fr = det(zI3 — A)
= (z—1)*x-23).

2.° Passo. Determinar os candidatos a polinémio minimal de 7. Neste caso, sao

my = (z—1)(z—3)
mr = fr.

3. Passo. Calcular my(A) para cada um dos candidatos. Neste caso,

mr(A) = (A—TI;)(A - 3L)
12 —5][-12 =5 000
- |36 15 34 -15|=]000
12 -5 12 -7 000

Assim,
mp = (x—1)(x —3)=2>—4r +3

¢ o polinémio minimal de 7'. Portanto, 17" é diagonalizdvel. Note que

1 1
_§(T_31)7 pgzx—l, E2 = §(T_I)7

E1E2 = 0e E1+E2:]

P = x_gu E1:

EXERCICIOS

1. Para cada um dos operadores lineares do Exercicio (1) da Segao (4.1), determine o

polindbmio minimal e identifique os operadores que sao diagonalizdveis.

2. Seja T : V — V um operador linear cujo polinbmio caracteristico é
f= (0 =17 — )z +2).

(a) Qual é a dimensao de V'?
(b) Quais sao as possibilidades para o polindmio minimal de 77
(¢) Se T é diagonalizével, qual é o seu polindmio minimal?
3. Sejam V um espago vetorial de dimensao 5 e T': V — V um operador linear cujo

polindmio minimal é
m= (v —1)*(z - 2).
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(a) Quais sdo as possibilidades para o polindmio caracteristico de 77

(b) T ¢é diagonalizédvel?
. Determine condicoes necessédrias e suficientes em a, b, ¢ e d, de modo que a matriz
a b
c d
nao seja semelhante a uma matriz diagonal.

Seja A € R¥* matriz cujos autovalores distintos sao A =1e XA = —1.

(a) Escreva todas as possibilidades para o polinémio caracteristico de A.

(b) Para cada possibilidade do polindmio caracteristico de A, escreva os possiveis

polinémios minimais de A.

Mostre que se A e p sao autovalores distintos de um operador linear 7' : V. — V,
entdao VA NV, = {0}.

Seja T : V — V um operador linear cujo polindémio caracteristico é
f=(r—4)7>x+2)"~

(a) Quais sdo as possibilidades para dim V; e dim V_57

(b) Se T ¢é diagonalizével, qual a dimensao de Vj e a de V_o?

Sejam V' um espago vetorial de dimensao 6 e T': V' — V um operador linear cujos

autovalores distintos sao A\; e Ag. Se dim V), =3 e dim V), = 1.

(a) Quais sao as possibilidades para o polindmio caracteristico de 77

(b) O polinémio minimal de 7" pode ser
m=(x—A)(x—A)?

Sejam V' um espaco vetorial e T : V' — V um operador linear nao diagonalizavel

cujo polinémio caracteristico é
f=(x+1)(x—3)>
Quais sao as possibilidades para dim V_; e dim V37

Seja T : V — V um operador linear invertivel com dim V' = n. Mostre que T~ &

um polinémio em 7' de grau no méximo n — 1.



146

11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

CAPITULO 4. FORMAS CANONICAS ELEMENTARES

Sejam 7" : V' — V um operador linear com dimV =n e
Spec(T) = {A € R: X\ é autovalor de T'}.
Mostre que Spec(T’) é um conjunto finito.
Sejam V' um espago vetorial sobre R e
a={u,...,u,}

uma base ordenada de V. Se E;; : V — V ¢é um operador linear definido por

E;;(u) = 0;5u;, determine o Spec(E;;).

Seja T' : R® — R?® um operador linear cuja representacio matricial em relacao a

base candnica de R? é

A=[T|=

o O >
S > Q2
> Q@ O

Determine o polinomio minimal de T" quando a = 0 e a # 0. Generalize para R".

Seja T : R? — R? um operador linear cuja matriz em relacao & base canonica de R?

¢é simétrica. Prove que 1" é diagonalizdvel.
Seja T : R? — R? um operador linear definido por
T(xz,y) = (xcos —ysend, xsenf + y cosl).

Mostre que se 6 for um multiplo inteiro de 7, entao o autovalor de T serd A\ = 1 ou
A=—1.

Determine a projecao E de R? sobre W, = [(1, —1)] na diregao da reta Wy = [(1, 2)].

Suponhamos que V = W; & W,. Mostre que E; é a projecao sobre Wi na direcao

de W5 se, e somente se, [ — E; é a projecao sobre W5 na direcao de .

Sejam E; a projecao de V' sobre Wj na dire¢ao de W5 e E; a projegao de V sobre Uy

na direcao de U,. Mostre que E; + F5 é uma projecao se, e somente se, FqFEy = 0.
Sejam E : V — V uma projecao e f € R[z]. Mostre que f(F) = al + bE.

Seja ' : V — V uma projecao. Mostre que I + E é invertivel exibindo sua inversa
(I+E)™L

Seja T : R?® — R3 um operador linear cuja representacao matricial em relacao a

base candnica de R? é

5 —6 —6
A=[T)=| -1 4 2
3 —6 —4

Determine matrizes E; e Es tais que A = \{E; + L Eq, E; + Eo=1¢ E{E; =0.
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Seja T : R* — R* um operador linear cuja representacao matricial em relacdo a

base candnica de R* é

101

010
A==10 101
010

_ o = O
_ O = O

Determine matrizes E;, Es e E3 tais que A = \{E; + M Es+ Es, E1+E+E; =1
(§ E1E2 = E1E3 = E2E3 =0.

Mostre que o auto-espaco associado ao autovalor \;, nos Exercicios 21 e 22, é ge-
rado pelos vetores colunas das matrizes E; com ¢ # j. Essa afirmacao pode ser

generalizada?

Seja T': V — W uma transformacao linear. Sejam F; : V' — V uma projecao sobre
kerT e Fy : W — W uma projecao na direcao de ImT. Mostre que existe uma
transformacao linear S': W — V tal que ST = Iy — Fy e T'S = Iy — Es.

Seja T : V — W um operador linear tal que 72 = 1.

(a) Mostre que V' = W, & W, onde
Wi={ueV:Tu)=u} e Wo={ueV:7T(u)=—u}
(b) Determine W; e W; para o operador linear T : R™" — R™" definido por
T(A)=A"

Seja T': V — V um operador linear. Mostre que as seguintes condigoes sao equiva-

lentes:

(a) T? = I,
(b) Se By =1(I—T) e Ey=1(I+T), entdo E} = Ey, E} = F> e By + E» = I
(c) ker(T'+ 1) =Im(T — I);
(d) ker(T — 1) =TIm(T + I);
)

(e) T é uma reflexao.

Seja T': V — V um operador linear com dimV = n tal que 7% = 0, para algum

k € N. Mostre que o polindbmio caracteristico de T" é z™.
Seja A € R™", Mostre que A e A’ tém o mesmo polindmio minimal.

Sejam A, B € R"*". Mostre que o polindmio minimal m¢ da matriz

A O
O B

C:

¢ o minimo muiiltiplo comum dos polindémios minimais ma e mg de A e B, respec-

tivamente.
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30. Sejam B € R™"™ uma matriz fixada e 7" : R"*" — R™*" um operador linear definido

por
T(A) = BA.

Mostre que o polinémio minimal de 7" é o polinémio minimal de B.

31. Sejam A, B € R"*". As matrizes AB e BA tém o mesmo polindmio minimal?



Capitulo 5
Espacos com Produto Interno

O principal objetivo neste capitulo é estudar espacos vetorias nos quais tenha sentido

falar do “comprimento” de um vetor e do “4ngulo” entre dois vetores.

5.1 Produto Interno

Seja V' um espago vetorial sobre R. Uma fungao ( , ) : V x V — R é um produto

interno sobre V se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. (u+v,w) = (u,w) + (v,w), para todos u,v,w € V.
2. (au,v) = a(u, v), para todos u,v € Ve a € R.
3. (u,v) = (v,u), para todos u,v € V.
4. (u,u) >0, paratodoue Ve (uu) =0 u=0.
Observagoes 5.1 1. Note que
(au+bv,w) = a{u,w) + b(v,w), YV a,b€eR e u,v,weV,
po1s

(au+bv,w) = (au,w)+ (bv,w)
= a{u,w) + b(v,w).

Mais geralmente,
(aug + -+ + apu,, w) = a1 {ug, w) + -+ a,(u,,w), Va R eu,welV.
2. Note, também, que
(u,av +bw) = a{u,v) + b{u,w), ¥V a,b€R e u,v,we V.

149
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Exemplo 5.2 Sejam V =R3 e u = (11, 22,73), v = (y1,¥2,y3) € V. Entao

(u,v) = z1y1 + Toy2 + 3Y3

¢ um produto interno sobre V', o qual é chamado de produto interno usual (canénico).

Note que
(u,v) = XY,
onde
T Y1
X=u=| 2 eY=[]= |1y
T3 Y3

Solugao. Dados u = (x1, 22, 23), v = (Y1, Y2,Y3), W = (21, 22, 23) € V e a € R, temos que
u+v= ($1 + Y1, T2 + Y2, T3 + yg) e au = (axl,axg,axg).
Logo,

(ut+v,w) = (z1+y1)z1 + (v +y2)20 + (T3 + y3)23
= w1z + Y121 + X222 + Y222 + T323 + Y32z em R
= (w121 + D220 + 2323) + (Y121 + Y222 + Y323)
= (u,w)+ (v,w).

As condicoes (2) e (3) s@o andlogas a (1). Finalmente, é claro que
(w,u) = 23 + 23 + 23 > 0.

Agora, para provar que
(u,u) =0=u=0.

Suponhamos, por absurdo, que u # 0, digamos z; # 0. Entao

o que ¢ uma contradicao, pois o lado esquerdo da 1ltima equacao é positivo enquanto o

lado direito é negativo.

Exemplo 5.3 Sejam V =R? e u = (x1,22),v = (y1,42) € V. Entdo
(W, v) = 2191 — 212 — T2y1 + 57292

é um produto interno sobre V. Note que

(u,v) = X'AY,

X:MZIZI,A:[i'?]eY:M:[ZI

onde
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Solugao. Vamos provar apenas a (4) condigao. Como
(w,u) = 27 — 22125 + 523 = (17 — 12)* + (212)?

temos que
(u,u) >0, YVueVe (uuuy=0<u=0.

Note que, como a matriz
1 -1
—1 5)

A:

é simétrica temos que existe uma matriz invertivel P tal que P!AP = D ¢ diagonal, pois

1 -1 : 10 1 0:10
) L2—>L2+L1(Cg—>02+01) ) :[D Pt ]
-1 5 : 01 04 : 11

Assim, dizemos que A é positiva definida se todos os elementos diagonais de D sao
positivos. Portanto, a func¢ao (u,v) = X'AY define um produto interno se A for uma

matriz simétrica positiva definida.

Exemplo 5.4 Sejam V = Pi(R) e f = ap+ a1z, g = by + byz € V. Entao

(f.9) = / F(t)g(t)dt

é um produto interno sobre V.

Solugao. Vamos provar apenas a (4) condi¢ao. Como

1 2
<f7f>:ag‘i‘aoa/l—i-—a%:(ao_'_ﬂ)Z_'_< ai >

3 2 V12
temos que

(f,f)y>0,V feVelf,fy=0&f=0.

Exemplo 5.5 Sejam V = 1% o conjunto de todas as seqiiéncias reais (T, )nen tais que

(o]
2 <
T, < 00
n=1

eu = (Zy)nen, V= (Yn)nen € V. Entdo

<ua V> = Z TnYn
n=1

é um produto interno sobre V.
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Solugao. Note que a fungdo (u,v) estd bem definida, pois se
x:in<oo, y:Zyi<oo
n=1 n=1

0 < (|2zn| = ynl)? = 22 = 2|z0yn| + y2,
entao

2

[ 00 0o )
D wayn| 2) rayal <D an+ > yh =4y < oo
n=1 n=1 n=1 n=1

Agora, fica como uma exercicio provar que a fungéo (u,v) é um produto interno.

Um espago euclidiano é um espago vetorial V' sobre R munido com um produto interno.
Sejam V um espaco euclidiano e u,v € V. Dizemos que u e v sao ortogonais se
(u,v) = 0 e denotamos por

ulwv.

Sejam « e  subconjuntos de V. Dizemos que « e 3 sao ortogonais se
(u,v)=0, Yuecaevep

e denotamos por
a LS.

Proposicao 5.6 Seja V' um espaco euclidiano. Entdo:

1. 0 L u, para todou € V.

2. Seu L v, entao v L u, para todosu,v € V.

3. Seu L v, para todo v € V, entao u = 0.

4. Seu Lw,v 1w, entio (u+v) L w, para todos u,v,w € V.

5. Seu L v, entdo (au) L v, para todos u,v € V e a € R.

Prova. Vamos provar apenas os itens (1) e (3). Como 0 = Ou, para todo u € V, temos
que

(0,u) = (Ou,u) = 0(u,u) = 0.
Finalmente, como por hipétese (u,v) = 0, para todo v € V, temos, em particular, que

(u,u) = 0. Portanto, u = 0. [ |

Teorema 5.7 Seja V' um espago euclidiano. Se 5 é um subconjunto (finito ou infinito) de

V' formado de vetores nao-nulos ortogonais aos pares, entao [3 é linearmente independente.
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Prova. Sejam uy, ..., u, vetores distintos de S e x1,..., 2, € R tais que

ruy + -+ z,u, =0.

Entao
0 = <O, 11j> = <I1111 4+ 4 TpUp, Uj>
= z(u, ) + -+ 2 (un, ) = (g, uy),
pois (u;,u;) =0, se i # j. Como (u;,u;) > 0 temos que z; =0, j = 1,...,n. Portanto,
[ é linearmente independente. [ |

Seja V' um espago euclidiano. Dizemos que

B=A{uy,...,u,,...}

¢ uma base ortogonal (Hamel) de V se w; L u;, quando i # j.
Corolario 5.8 Seja V' um espaco euclidiano com dimV = n. Se

B ={uy,...,u,}

é um congunto de vetores nao-nulos ortogonais aos pares de V', entdao 3 é uma base or-
togonal de V. [ |

Exemplo 5.9 Seja V =R" com o produto interno usual. Entdo

p=A{e1...,e,}
é uma base ortogonal de V.
Exemplo 5.10 Seja V = R? com o produto interno

(W, v) = 2191 — T1y2 — Tay1 + T2y,
onde u = (x1,22),v = (y1,y2) € V. Entdo
p=A{21),(=3,1)}
é uma base ortogonal de V.
Solugao. Como
((2,1),(=3,1))=2(-3)—2-1—-1(-3)+5-1-1=0

temos que os vetores (2,1) e (—3,1) sdo L. Portanto, 5 ¢ uma base ortogonal de V.



154 CAPITULO 5. ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

Exemplo 5.11 Sejam V = P;(R) com o produto interno

<ﬁm:/}wMWﬁ

onde f = ag+ ayx, g =byg+ byx € V. Entao
g ={1,1-2z}
¢ uma base ortogonal de V.
Solugao. Como
(1,1 —2x) / (1—2t)d
0
temos que os vetores 1 e 1 — 2x sao LI. Portanto, S é uma base ortogonal de V.
Exemplo 5.12 Seja V = [? com o produto interno do Exemplo 5.5. Entdo
g=A{ei,...,e,,...}, onde e, =(0,...0,1,0,...),
é um conjunto ortogonal de V- mas nao é uma base ortogonal de V.

Solugdo. E claro que (e, e,) = 0 se m # n, isto &, 3 é um conjunto ortogonal de V.

Logo, f é um conjunto LI mas V # [f], pois

= (e V e ud g

Sejam V' um espaco euclidiano e

B ={uy,...,u,}
uma base ortogonal de V. Entao
(u,u;)
llz‘, YuelV.
ul’
=1
Neste caso,
(u,uy)
(ur,ug)
[u]s =
(u,uy,)
(un,un)
De fato, dado u € V' existem tnicos x1,...,z, € R tais que

u=xuy +- -+ r,Uu,.
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Entao
(w,u;) = (rjug+---+2,u,,u;)
= zi(uy,u ) + - + 2,(u,,u;) por hipétese
= ;(uy,uy).
Assim,
.CU]— <u7uj>’ ]:17 ,TL
<uj7 uj>
Portanto,
u= (u,ui>u“ VuelVl
<ui7 uz)
=1
Observacao 5.13 Os escalares
PR A
<ui7 u’L>

sao chamados os coeficientes de Fourier de u em relacao & base 3 e a expressio para u
no lado direito é chamada de expansao de Fourier de u em relacao a base 3. Os vetores
x;u; sGo os vetores projegoes de u sobre [w;]. Neste caso, (u —z;w;) Lw;, i =1,...,n,
(confira Figura 5.1).

Y- X

Figura 5.1: Projecao de u sobre [u].

Exemplo 5.14 Seja V = R? com o produto interno usual. Entdo

B = {<17 1)7 (_17 1)}
é uma base ortogonal de V. Calcule [(2,3)]s.

Solucdo. E claro que
((1,1),(-1,1)) =0.
Logo,  é uma base ortogonal de V. Para calcular as coordenadas do vetor u = (2, 3) em

relacao a base 3, basta calcular
(2,3),(1,1) 5 ((2,3)
1

:—el‘zz

(L1).(L1) 2 .

7<_171)> _1
),(—1,1 2

Ir =

) 2

Portanto,
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EXERCICIOS
1. Sejam V =R? e u = (21, 72), v= (y1,42) € V. Mostre que
f(a,v) = 22151 + 21y2 + 2291 + T2y
¢ um produto interno sobre V.
2. Sejam V =R? e u = (21,72), v = (y1,42) € V. Verifique se
f(u,v) = 21912295
¢ um produto interno sobre V.
3. Sejam V =R3 e u = (1,79, 73), v = (y1,y2,y3) € V. Verifique se
f(u,v) = z1y1 + Tay> — 733
¢ um produto interno sobre V.
4. Sejam V = R*? ¢ A = (a;;), B = (b;;) € V. Mostre que
f(A,B) = a11biy + 2a12b12 + 3a21b21 + a22ba2
¢ um produto interno sobre V.
5. Sejam V =R? e u = (r1,72), v= (y1,y2) € V. Verifique se
fu,v) = |y1 — 21| + |y2 — 22|
¢ um produto interno sobre V.
6. Seja V = R* com o produto interno usual. Mostre que
g={(1,1,0,-1),(1,2,1,3),(1,1,-9,2),(16,—13,1,3)}
¢ uma base ortogonal de V. Calcule [(a,b, ¢, d)]s.
7. Sejam V um espaco euclidiano e T": V' — V um operador linear

(a) Que condigoes T deve satisfazer para que a fungao

f(u,v) = (T(u),v)

seja um produto interno sobre V7
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(b) Que condicoes T' deve satisfazer para que a fungao

9(u,v) = (T'(a),T(v))

seja um produto interno sobre V7

8. Sejam V e W espagos vetoriais com produtos internos f e g, respectivamente. Mostre
que a fungao h: (V x W) x (V x W) — R definida por

h((v, w), (v!,w')) = f(v, V') + g(w, W)
¢ um produto interno sobre V' x W.
9. Sejam A € R?*? ¢ V = R*!, Para X,Y €V, seja
f(X,Y) = X'AY.

Mostre que f é um produto interno sobre V' se, e somente se, A = A’, a;; > 0,
as > 0 e det(A) > 0.

10. Seja V' um espago vetorial sobre R. Mostre que a soma de dois produtos internos
sobre V' é um produto interno sobre V. A diferenga de dois produtos internos sobre
V' é um produto interno sobre V7 Mostre que um muiltiplo positivo de um produto

interno sobre V' é um produto interno sobre V.
11. Descreva explicitamente todos os produtos internos sobre R.

12. Mostre que todo espago vetorial de dimensao finita sobre R pode ser munido com

um produto interno.

5.2 Norma

Seja V' um espacgo euclidiano. A norma ou comprimento de um vetor u € V' é definida

[ull = v/ {u, w).

Note que esta definigao é possivel, pois (u,u) > 0, para todo u € V.

como

Seja u € V um vetor qualquer. Dizemos que u é um vetor unitdrio se
Juff = 1.

Se v € V é um vetor nao-nulo qualquer, entao

\%

vl

é um vetor unitdrio tal que

Neste caso, dizemos que u é a normalizacao do vetor v.
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Teorema 5.15 Seja V' um espaco euclidiano. Entao:
1. ||ul| >0, para todou € V.
2. |[u]| =0 se, e somente se, u = 0.
3. ||aul|| = |a| ||ul|, para todou € V e a € R.
4. lu£v|? = |lul> £2(u,v) +|[v|]? para todos u,v € V.
5. [(u,v)| < ||u||||v||, para todos u,v € V. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

6. |[luxv| <|ul + ||v|], para todos u,v € V. (Desigualdade de Minkowsks)

Prova. Vamos provar apenas o item (5). Se u = 0, nada ha para ser provado. Se u # 0,

entao
|sv +tul| >0, V s,t €R.
Como
Isv + tu]|® = 5> [[v]|* + 2(u, v)st + [|u]**
temos que
s2||v|]® + 2 (u,v) st + |ul|*t2 >0, V s,t € R.
Em particular, escolhendo s = ||lu|® e t = —(u, v), temos que

4 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Jall* [vII* = 2], v)I* [[al* + lul|* [{a, v)[* = [lu]]” (Ju]*[[v]® = [(a,v)]") > 0.
Logo,
2 2 2 2 2 2
[u* [[v]]" = [{a, v} = 0 = [(u,v)[" < [lul]*[[v]",

pois |[ul|> > 0. Portanto, extraindo a raiz quadrada em ambos os membros, temos que
[(w, v)| < [alf [}v].
|

Exemplo 5.16 Sejam V um espaco euclidiano e u,v € V. Mostre que u L v se, e
somente se,
|ul| < JJlu—av|, V aeR.

Solugao. Como
lu—av|* = |[u]” - 2a(u, v) + a®[|v]*
temos que
2 2 2 2
[l — av|® = [[ul® + o [v[|" > [Jul|

se u L v, pois a? HVH2 > 0, para todo a € R. Logo, extraindo a raiz quadrada em ambos
os membros, temos que
[ufl < Jlu—av|], ¥V aeR.
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Reciprocamente, como
lu = av|]* = [jul|* = 2a{u,v) +a®[|v]* > [ul|*

temos que
—2a(u,v) +d?|[v|]* >0, ¥V a € R,

Se v = 0, nada h4 para ser provado. Se v # 0, entao

2 2
—aafu,v) 4+ a v = — Y v (o= 22) 50 vaer
Iv]* IvI®

Assim, escolhendo

temos que

Portanto, (u,v) =0, isto é, u L v.

Tendo definido o conceito de comprimento em um espaco euclidiano qualquer, é natural
perguntar: se o conceito de angulo pode ser generalizado? A resposta é verdadeira se nosso
corpo é os reais R mas é falsa no corpo dos nimeros complexos C.

Seja V' um espaco euclidiano. Para quaisquer u,v € V — {0}, o dngulo entre u e v é

definido como o angulo # tal que

1. 0<0<m;
2. cosf = M
[l [[v]

Observagao 5.17 Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

< fwv)
= al vl =

e, assim, o dngulo 0 sempre existe e é unico.
Sejam V' um espaco euclidiano e

B ={uy,...,u,}

uma base de V. Dizemos que 3 é uma base ortonormal ou sistema de coordenadas carte-
sianas para V se

<llz‘,11j> = (51]
Exemplo 5.18 Seja V =R" com o produto interno usual. Entao

p=A{e....e,}

é uma base ortonormal de V.
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EXERCICIOS

1. Seja V = R? com o produto interno

f(u,v) =221y1 + T1y2 + ToY1 + TaYa,

onde u = (x1,x2), v = (y1,y2) € V. Calcule o angulo entre os vetores u = (1,1) e
v =(1,-1).

2. Seja V = R?*2? com o produto interno
J(A,B) = a11b11 + 2a19b12 + 3as1ba1 + agbao,

onde A = (a;;), B = (b;;) € V. Calcule o angulo entre as matrizes

1 -1
e B= 21 .
0 1 -1 1

3. Sejam V = P;(R) com o produto interno

A_:

(f.9) = / f(2)g(x)dz,

onde f =ag+ a1z, g = by + byx € V. Calcule o dngulo entre os polindbmios
f=142eg=1—rx.
Também, determine h € V' tal que o angulo entre h e 1 + = seja 60°.

4. Seja V = C([0,1],R) o espaco vetorial de todas as fungdes reais continuas munido

com o produto interno
1
()= [ F@gtyis
0

Calcule o angulo entre
flx)=x+¢€" e g(x) =x.

5. Sejam V um espaco euclidiano e u,v € V, a distancia entre u e v é definida por
d(u,v) = [lu—v].

Mostre que:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(a) d(u,u) >0, paratodoueVed(uu)=0<u=0.

(b) d(u,v) =d(v,u), para todos u,v € V.

(c) d(u,v) <d(u,w) + d(v,w), para todos u,v,w € V.
(Identidade do Paralelogramo) Sejam V' um espago euclidiano e u,v € V.

Mostre que
2 2 2 2
[a+ V" + [fu=v|[" =2 ([[ul* +[]v]) .

Sejam V' um espaco euclidiano e u,v € V. Mostre que

2 2
(utv,u—v)=ul” = [jv[".

(Identidade de Polarizagao) Sejam V' um espago euclidiano e u,v € V. Mostre
que

(u,v) = - ([lu+vl* = [lu-v[?).

P

(Identidade de Appolonius)
Mostre que

ejam V um espago euclidiano e u,v,w € V.

2

1 1
2 2 2
o =l = vl = g = vl 42w - Gt

Seja V' um espago vetorial com dois produtos internos f e g. Mostre que se |lul|, =

|uf|,, para todo u € V, entdo f = g.

Sejam V' um espago euclidiano e x, y, z,t € R. Mostre que se u, v € V sao ortogonais
e unitarios, entao
(ru+yv) L (zu+tv) & xz+yt =0.

Seja V' um espaco euclidiano. Mostre que se u,v € V sao ortogonais e unitdrios,
entdo |u — v| = v2.

Sejam V = R? e u = (z1,72), v = (y1,%2) € V. Seja A a matriz cujas colunas
sejam esses vetores. Mostre que a matriz A*A ¢ diagonal se, e somente se, u e v

sao vetores ortogonais em relacao ao produto interno usual.

Sejam V' um espaco euclidiano e u, v € V. Mostre que a funcdo f(z) = [[u + zv|*

possui um ponto de minimo.

Sejam V' um espago euclidiano e u € V' um vetor unitdrio. Sejam
S={veV:|v|=1}

e f: S — R a fungdo definida por f(v) = |[ju — v||.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.
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(a) Mostre que o valor maximo de f é 2 e que o valor minimo de f é 0.

(b) Mostre que f(v) = v/2 se, e somente se, u L v.

Sejam V' um espaco euclidiano e u, v € V. Mostre que se u e v sao vetores unitdrios

tais que (u,v) = £1, entdo u = +v.
Sejam V' espaco euclidiano e u,v € V. Mostre que
[(u, v)| = [[ul/ {}v]

se, e somente se, u e v sao linearmente dependentes. (Sugestao: Se u =0 ouv = 0,

nada hé para ser provado. Se u # 0 e v # 0, entao

[(w, v)[ =[] Iv]| < [[ul[{[v] = (u,v) ou [uf{v]=—(uv).

< u v > ) < u v > )
ITAETENTEAN - ou ITEETERTEEN = 4
[l [|v]] [l [|v]]

Sejam V' espaco euclidiano e u,v € V. Mostre que

Logo,

continue.)

[u+ v = [ful] + []v]]
se, e somente se, u = 0 ou v = au, para algum a € R,..
Sejam V' espaco euclidiano e u,v € V. Mostre que

Hall = vl < fla= vl

(Teorema de Pitdgoras) Sejam V' um espaco euclidiano e uy, ..., u, € V. Mostre

que se u; L u;, quando 7 # j, entao

n 2 n
2
D il = luil
i=1 i=1

Sejam V' um espaco euclidiano e u,v,w € V. Mostre que

lu =v[{lw] <[lv—=wiuf +[[w = f}v].

(Sugestao: Se u =0 ou v =0 ou w = 0, nada hd para ser provado. Caso contrério,

considere a normalizacao dos vetores

u A% w
W=y V1= 37 ¢ W1 =7
[[u v [[wl]
Note que
-2 -2
ay = v = [[a = v} [[uf " []v]

e use a desigualdade triangular.)
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5.3 Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Sejam V' um espago euclidiano e
a={u,...,u,}
uma base de V. Entao poderemos obter uma base ortogonal
B=Avi,...,va}

de V a partir da base a como segue:
Para iniciar o processo vamos escolher v; como qualquer um dos vetores uy, ..., u,,

digamos vi = uy, ja vimos que o vetor

o <u27 V1>
Vo = Uy — 5 V1
[[va]]
é ortogonal ao vetor vy e é claro que
[V, va] = [ug, up).

Assim, os vetores de [vy, Vo] sdo da forma
T1V1 + T2Va,

para alguns z1, 25 € R. Como usz ¢ [u, uy] temos que

us, v
<u3 o (xlvl + $2V2),V1> =01 = < 39 1>
vl
Analogamente,
us, v
(ug — (x1vy + 22Va), Vo) = 0 & 19 = (us, ;)
[va]l
Assim, o vetor
V3 = u3 — <u3’vé> _ <u3,V§> ,
[l [val|
é tal que
vy L vs,ve L vy e [vy, Vs, V3] = [ug, uy, ugl.
(confira Figura 5.2).
u3
' V3
Tuyg,uz]

Figura 5.2: Projegao de us sobre o espaco [uy, uy).
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Continuando desta maneira, obtemos uma base ortogonal

B=Avi,...,Va}
de V', onde
k-1 (g, vi)
Vk:uk—z ||k’H2Z vi,k=1,...,n.
Vi

i=1
Este processo de ortogonalizacao é conhecido como o processo de ortogonalizagao de Gram-
Schmidt.

Conclusao 5.1 A partir de uma base qualquer de V' podemos sempre obter uma base

ortogonal (ortonormal) de V. Mais geralmente, se
a=(a,...,up,...)

é um seqiiéncia LI de V', entao podemos construir, indutivamente, uma seqiiéncia orto-

gonal

B=(Vi,eeeyVay...)

de V' tal que
[Vl,...,Vk] = [ul,...,uk], V keN.

Exemplo 5.19 Sejam V = R? com o produto interno usual e
a=1{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}
uma base de V. Determine a partir de o uma base ortonormal de V.

Solugao. Para resolver este problema, vamos usar o processo de ortogonalizacao de

Gram-Schmidt. Escolhendo um vetor inicial u;, digamos

u = (1,1,1).
Agora, tomamos
e s = (0,0.1) (0,0, 1);u1>u1 _ {(0,0, 1),2u2>u2 — (0, _1’ l)
[ | [us | 2’2

Finalmente, normalizando os vetores u;, uy e us, obtemos uma base ortonormal

{ u; Uz us }
|7 [luzl] [Jus]

de V.
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Exemplo 5.20 Seja V = P(R) o conjunto de todos o0s polinémios com coeficientes reais
munido com o produto interno

(frg) = / F(Bg(t)dt.

Determine uma base ortonormal de V' a partir da base
B={1,z,2%2°. .}

Solucao. Para resolver este problema, vamos usar o processo de ortogonalizacao de
Gram-Schmidt. Escolhendo um vetor inicial p;, digamos

P1 = 1.
Agora, tomamos
_ <x>P1> o
b2 = T — 9 b1 =,
11
_ 2 <l’2,p1> <I27p2> 2 1
p3s = TP ke T
1] 2]l
23, a3, a3, 3
D x3_< p§>1_< p§>2_< pz>P3:l’3_gffa
11 12 173
e assim por diante. Finalmente, normalizando os vetores pi, ps, p3, P4,. - ., Obtemos uma

base ortonormal
{Q1a 42,43,44, - . }

de V. Os polindmios nesta seqiiéncia sao chamados, a menos de constantes, de polinémios
de Legendre.

Observagao 5.21 Sejam V' um espago euclidiano e u,v,w € V. Se
(ru+yv,w) =0,

nao é verdade, em geral, que u L w e v L w, pois se V = R? com o produto interno

usual e
f=A{uv}
uma base ortogonal de V', onde u = (1,1) ev = (1,—1). Sejaw = (5,—3) € V. Entdo

(du+ (—1)v,w) =0

mas (u,w) =2 e (v,w) = 8.
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EXERCICIOS
1. Seja V = R? com o produto interno usual. Determine uma base ortonormal de V' a,
partir da base
p= {(17 2)7 (27 1)}
2. Seja V = R3 com o produto interno usual. Determine uma base ortonormal de V' a
partir da base
s =1{(1,1,0),(1,0,1),(0,2,0)}.
3. Seja V = R? munido com o produto interno
fu,v) = 22191 + 11y2 + Tayr + Ty,
onde u = (x1,x2), v = (y1,%2) € V. Determine uma base ortonormal de V' a partir
da base
B = {(_17 1)7 (17 1>}
4. Seja V' = P;(R) munido com o produto interno
1
(r9)= [ 100
0
onde f = ag+ a1z, g = by+ bz € V. Determine uma base ortonormal de V' a partir
da base
B={z,1+uz}.
5. Seja V = R? com o produto interno usual. Determine uma base ortonormal para o
subespaco W de R? definido por
W={(z,y,2) € V:x—y+z=0}
6. Seja V = P3(R) munido com o produto interno

(f.g) = / F(Og(t)e .

Determine uma base ortonormal de V' a partir da base

b= {1,1’,352,:153}.
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5.4 Complementar Ortogonal

Sejam V' um espaco euclidiano e S um subconjunto nao-vazio de V. O complementar

ortogonal de f em V é o conjunto
Br={veV:{(v,u)=0, Y ucpg}.

Observagao 5.22 Pelos itens (4) e (5) da Proposicao 5.6, Bt é um subespaco de V se f3
é um subespago ou nao de V. Note, também, pelos itens (1) e (3) da Proposi¢ao 5.6, que
{0} =V eV+t={0}.

Exemplo 5.23 Sejam R* com o produto interno usual e
W =1[(1,0,1,0),(1,1,0,0)]
um subespaco de R*. Determine W+.
Solugao. Para resolver este problema basta encontrar
u=(z,9,21t) c¢R*

tal que
(u,(1,0,1,0)) =0 e (u,(1,1,0,0)) =0,

r+2=0
r+y=0.

Logo, x = —z, y = z e 2z, t quaisquer. Portanto,

isto é, resolver o sistema

W+ = {(z,y,5,t) ER* 0z = -2,y =2 ¢ 2,t €R}
= [(-1,1,1,0),(0,0,0,1)].

Teorema 5.24 (Teorema da Projecao) Sejam V um espaco euclidiano e W um sub-

espago de V. com dimW = k. Entao
V=WaoWwh

Prova. Como dim W = k temos, pelo processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, que

W contém uma base ortonormal
6: {ul,...,Uk}.
Para cada v € V, consideremos o vetor

Q = <V7u1>u1 +oe <V7uk>uk € W
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isto é, a projecao de v sobre W ou a expansao de Fourier de v com respeito a base (5.

Logo,
V=V+(v-V)eW+ W
pois
(v—v,u) =(v,u) — (V,u;) =0, i=1,...,k.
Logo, V = W + W+. Portanto, V =W @& W+, pois W N W+ = {0}. |

Observagao 5.25 Se a dimensao de W, no Teorema da Projegao, for infinita o resultado

¢, em geral, falso. Por exemplo, sejam V =1?> e W =[] do Exemplo 5.12. Entdo
Wr={veV:{v,u)=0, ¥ uecW}=/{0},
pois se v = (y,) € W, entio y, = (v,e,) =0, para todo n € N, e v = 0. Portanto,
WaoWr=W+#£V.

Note que, 3 é um conjunto ortonormal maximal, pois ndo existe v = (y,) € W diferente

do vetor nulo.

Teorema 5.26 Sejam V' um espaco euclidiano e Wy, Wy subespacos de V. FEntao as

sequintes condigoes sao equivalentes:
1. V=Wye W, e W) LW, (soma direta ortogonal);
2. V=W &W, e Wo =W
8V =W, ®W, e W, C Wi,

Prova. (1 = 2) Como W, L W, temos que Wy C Wit. Por outro lado, se v.e Wi- C V|

entao existem wy € W e wo € W tais que v = w; + wy. Logo,
0= <W1,V> = <W1,W1 +W2> = <W1,W1> + <W1,W2> = <W1,W1>.

implica que w; =0 e v = wy € W5, Assim, Wf C W,. Portanto, Wy = VVli
(2 = 3) E claro.
(3= 1) Como W, C Wi temos que W, L Ws. |

Proposicao 5.27 Sejam V um espaco euclidiano com dimV =n e W um subespaco de
V. Entao V=W @ W+ se, e somente se, existe um operador linear P : V — V tal que
ImP =W, ker P=W" e P(w) =w, para todo w € W.

Prova. Se V = W @ W+, basta definir P : V — V por P(w; + wy) = wy, para todo

wi € W e wy € W+, Reciprocamente, cada vetor v € V pode ser escrito sob a forma
v =Pv)+(v-P©)),
onde P(v) € W ev — P(v) € Wt. Logo, V. =W + W, E facil verificar que
Wnw+={o}.
Portanto, V =W @& W+, [ |
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Observagao 5.28 Sejam V' um espaco euclidiano com dimV =n e W um subespaco de

V. Entao P(v) € W é a melhor aproximagao (unica) de v € V em W, isto é,
v =P <|v-w], VweW,
ou, equivalentemente,
(v—PWv),w)=0, VweW.
Além disso, se
a={u,...,u}

¢ uma base ortonormal de W, entao
P(v) = (viupu; + -+ + (v, up)uy.
Exemplo 5.29 Sejam R* com o produto interno usual e
W =[(1,1,1,1),(1,-3,4, —2)]
um subespago de R*. Determine a melhor aprovimacdo de v = (1,3,5,7) € R* sobre W.

Solugao. Como
((1,1,1,1), (1,-3,4,-2)) = 0
temos que 5 = {(1,1,1,1),(1,—3,4,—2)} é uma base ortogonal de W. Entao os coefi-

cientes de Fourier v em relacao a 3 sao

(v,(1,1,1,1)) (v,(1,-3,4,-2)) 1

= =4 ex = = ——.
1)) T =84 )P 15

Portanto,
1
P(v) =a1(1,1,1,1) +a5(1, =3, 4, =2) = = (59, 63,56,62) .
Exemplo 5.30 Seja R® com o produto interno usual. Determine a solugcao do sistema

r4+2y—22=1
2v4+y—22=6
r+8y —6z2=—7

mais prozima do vetor 0 = (0,0,0) € R3.

Solugao. Vamos escalonar a matriz

1 2 1: 1 0 0 1 0 5 3 -2 0
2 1 8:1 0 1 0 0 1 =2 2 2 0
-2 -2 -6 : 0 0 1|—=-—| 0 0 0 2 21

I
|
—_
|
(=}
~J
S
e}
=)
L
I
S
S
S
w|=
|
Wl
e}
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Portanto,
11 4
X = (_> 5
3 3

¢ a solugao geral do sistema. Seja

2 2
0)+C(§,§,1), VCGR,
2 2
W=l(=,=1
[(3737 )]

o subespago solucao do sistema homogéneo. Entao

1
——(2,2,3
{ % 17( )}
é uma base ortonormal para W e

11 4 11 4 1 1 14

P(—,—,0)=(—=,—%,0),—=(2,2,3))——=(2,2,3) = —(2,2,3).
(37 3’ ) <(3’ 3’ )7 \/ﬁ( » = )>\/177( » = ) 51( r = )
Poranto, 0o "
Xo = (3, —5,0) + ﬁ<2’2’3) = ﬁ(215, —40,42)

¢ a solugao mais préxima do vetor 0 = (0,0,0) € R3.

EXERCICIOS

1. Sejam T : R3 — R?® um operador linear definido por
T<I7y7 Z) = (27 r—Y, _Z)7

e W =kerT.

(a) Encontre uma base ortonormal para W+, em relagao ao produto interno usual.

(b) A mesma questao, considerando o produto interno
(1,51, 21), (%2, Y2, 22)) = 22122 + Y12 + 42120
2. Sejam V = R? com o produto interno usual e
W =1(1,1,0),(0,1,1)]

um subespaco de V. Determine W+ e um operador linear 7' : R* — R3 tal que
ImT =W ekerT = W+.

3. Sejam V = R? com o produto interno
<(‘1.17 Y1, 21)7 (x27 Y2, ZQ)) = 21‘11'2 + 4y1?J2 + 32122-
e W niicleo do operador linear 7' : R* — R3 definido por

T(x,y,z) = (z —vy,0, 2).
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(a) Encontre bases ortogonais de W e W+,

(b) Use as bases ortogonais de W e W+ do item (a) para determinar uma base

ortogonal de R3.

4. Sejam V = R? com o produto interno usual e
W =1(1,0,-1),(0,1,1)].

um subespaco de V. Determine W+ e um operador linear diagonalizavel T : R? —
R3 tal que InT =W e ker T = W+,

5. Sejam V = P(R) e

(f.g) = / F(B)g (1) dt.

(a) Verifique que a fungao definida acima é um produto interno.

(b) Se W = [1,1—t], determine uma base ortonormal de W utilizando esse poduto

interno.

6. Seja V = R?*2, Mostre que
f(A.B) = tr (B'A) |

onde A, B € V, é um produto interno sobre V. Determine uma base ortonormal de

V' a partir da base

(L)

7. Sejam V = R?*2? munido com o produto interno
f(A,B) =tr (BtA) e W={AecV A=A}
Determine uma base ortogonal de W+,
8. Sejam R? com o produto interno usual e o subconjunto
p={(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1)}
de R3.

(a) Determine 5+
(b) Se tivéssemos
p=1(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)],

o que seria 3? Considerando esta hipStese, Determine bases ortogonais de 3

e B,
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9. Sejam R* com o produto interno usual e W = [u;]. Determine bases ortonormais
de W e W+, onde

uy = (1,0,-2,1),us = (4,3,0,—1) e us = (0, —3, —8,5).

10. Sejam V' = C([—1,1],R) o espago vetorial de todas as funcoes reais continuas com

o produto interno
(f.9) = / f@)g@)dz e W=1{f €V : f(z) = f(~z), ¥ = € [-11]}.

Determine W=.

11. Sejam V um espaco euclidiano e
{ug,...,u;}
uma base ortogonal de V. Mostre que
{kiay, ... koug}
uma base ortogonal de V', para todo k; e R*, 1 =1,... ,n.

12. Sejam V' um espaco euclidiano com dim V' = n e Wy, W5 subespagos de V. Mostre
que:
(a) Wy C W se, e somente se, W5~ C Wit
(b) WILJ' = Wl-
(¢) Wy +Wo)t =W n Wit e (Wy N o)™ = Wik + Wi
13. Sejam V um espago euclidiano com produto interno ( , ) e, para cada u € V,

considere o conjunto

fu=AveV vl =Iull}.

Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) (v,w) =0, para algum w € V.

(b) B,Nr={v}, onde
r={v+itw:teR}

14. Sejam V um espaco euclidiano e u, v € V vetores distintos. Mostre que
{xeV:(x—u)Ll(x—v)}

¢ uma esfera.
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15.

16.

17.

18.

19.

Seja T : R? — R? um operador linear tal que
(T(u),u) =0, V ueR.

Mostre que
(T(u),v) =—(T(v),u), V u,veRrR:

Sejam A € R?*? ¢ T : R? — R? um operador linear definido por
T(u) = Au’.
Mostre que se A = [a;;] e R? com o produto interno usual, entao
(T'(1,0),(0,1)) = az1 e (T'(0,1),(1,0)) = ar2.
Sejam A e T como no Exercicio anterior e suponhamos que
(T(u),u) =0, V ueR.

Mostre que

para algum \ € R.

Sejam 3 = {uy, uy, uz} uma base ortonormal de R? e

3
VvV = E T;u;
i=1

um vetor fixo em R3. Seja T : R® — R3 um operador linear definido por T'(u) = vxu

(produto vetorial). Mostre que

0 —XI3 T9
T=| 23 0 -
—XT2 T 0
Reciprocamente, mostre que cada matriz A € R3*3 tal que A! = —A, descreve um

operador linear da forma 7T'(u) = v x u.
Seja T : R™ — R™ um operador linear tal que
T(e)=w,i=1,...,n,
onde
{ug,...,u,}
é uma base ortonormal de R". Mostre que

[T(w) =TW)|| = fla=v], ¥V u,veR"

Conclua que T' é um isomorfismo.
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20

21.

22.

23.

24.
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Sejam R* com o produto interno usual e
w=1(1,1,1,1),(1,-1,2,2), (1,2, -3, —4)]

um subespago de R%. Determine a melhor aproximagao de v = (1,2, —-3,4) € R?
sobre W.

Sejam V' = C([-1,1],R) o espaco vetorial de todas as fungoes continuas com o

produto interno
1
() = [ rgteras

]
e W = [1, 2, 2% 23] um subespago de V. Determine a melhor aproximagao de f(z) =
e’ em W.
(Identidade de Bessel) Sejam V' um espaco euclidiano e

B={u,...,u,}
uma base ortonormal de V. Mostre que
HVH2 - |<V,111>’2 +oe ’<V7un>|2> VveV.

(Identidade de Parseval) Sejam V' um espagco euclidiano e

B ={uy,...,u,}
uma base ortonormal de V. Mostre que

(v,w) = (v,up)(w,uy) + -+ (v,u,)(w,u,), Vv,wel

Sejam V' um espaco euclidiano de dimensao finita,

g =A{uy,...,u}
um conjunto ortonormal de V' e

P(v)=(v,uju; + -+ (v,up)ug, Vvel
(a) (Desigualdade de Bessel) Mostre que
[PV < vl VveV

(b) Mostre que 3 ¢ uma base de V' se, e somente se, P(v) = v, para todo v € V.

(¢) Mostre que 5 é uma base de V' se, e somente se,
[PV =lvl[, ¥V veV.
(d) Mostre que 5 é uma base de V' se, e somente se,

(viw) = (v, )(w,uy) + -+ (v,u,)(w,u,), Vv,weV.



Capitulo 6
Operadores Especiais

Com objetivo de classificar as conicas e as superficies quadréticas apresentaremos neste

capftulo alguns operadores especiais.

6.1 Operador Adjunto

Sejam V' um espaco euclidiano e v € V fixado. Entao a funcao f, : V — R definida
por
fv(u) ={(u,v), Yuev,

¢ uma transformagao linear (prove isto!). Seja V* = L(V,R) o conjunto de todas as

transformacoes lineares de V em R. J4 vimos que V* é um espago vetorial sobre R.

Teorema 6.1 (Teorema da Representagao de Riesz) Sejam V' um espaco euclidi-

ano com dimV =mn e f € V*. Entao existe um tunico v € V tal que
fa)=(u,v), VueV

Prova. (Existéncia) Seja {ui,...,u,} uma base ortonormal de V. Entdo cada vetor

u € V pode ser escrito de modo tnico sob a forma
u=uaxu; +- -+ x,U,.

Logo,
fu) =xc1 + -+ + Tpcn,

onde ¢; = f(w;) € R, i =1,...,n. Assim, tomando
vV =cu;+ -+ cyu,,
obtemos a transformacao linear
fv(u)={(u,v), VuelV.

175
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Logo,
Se(wi) = (u;, v)

= (w,cuy + - +cyuy,)

Portanto, f = f.
(Unicidade) Sejam v, w € V tais que

(u,v) = (u,w), YueV.

Entao

(u,v—w)=(uv)—(uw)=0, Vuel.
Portanto, v — w = 0, isto é, v = w. |
Observagoes 6.2 1. O Teorema 6.1 mostra que a fung¢ao T : V — V* definida por
Tv)=fy, VveV
é um 1somorfismo.

2. Seja W = ker f como no Teorema 6.1. Entao V =W ® W+ e f é completamente
determinado pelos vetores de W+. De fato, seja a funcio P :V — V definida por

P(wi+ W) =wa, Wi €W e wye W
Entdao P ¢é um operador linear tal que Im P = W+ e P? = P. Logo,
f(u) = f(P(u) +u— P(u)) = f(P(u)), VueV,

pois u — P(u) € W. Agora, suponhamos que f # 0. Entio dim W+ = 1. Assim, se

W+ = [w], entdo

P(u) {u, VV2>W, VuelV
[wl
Portanto,
f(u) <u,w2) (W), VueV ev= f(wg
[wl [w]|

Exemplo 6.3 Sejam V = R"™ com o produto interno usual e f € V*. Entao existe um

unico
v=_(c1,...,0,) EV
tal que
fw)=(u,v), VueV,
pois

(Wv)=x101+ -+ a0, YVu=(21,...,2,) €V.
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Exemplo 6.4 Sejam V =R3 com o produto interno usual, u = (1, s, 73),
v = (y1,Y2,y3) €V fizados e f € V* definido por

rr Y1 oz
f(w)y=det | z3 9o 20 | =detfu v w ], Vw=_(21,29,23) € V.

T3 Ys Zz3

Entao existe um tnico u X v € V' tal que
fw)=(uxv,w), VweV.

Exemplo 6.5 Seja V = P, com o produto interno

(f.q) = / f(Hg(t)dt, ¥ f.g eV

Set=1€R fizado, determine g, € V' tal que (f,g:) = f(t), para todo f € V.

Solugao. Seja
G = ag + a1z + axa® € V.

Entao

1 1
1 = (1,g:) = a0+ sa1 + 5az

2 3
b= (o) = Lot Loyt
= (x,q¢) = 2a0 3a1 4CL2
1 1 1
t2 = <$2,gt> = gao + Zal + gag.

Assim, resolvendo o sistema, obtemos
ag = 3,a1 = —24 e as = 30.

Portanto,
g = 3 — 24x + 3027

Teorema 6.6 Sejam V' um espaco euclidiano com dimV =n eT :V — V um operador

linear. Entdo existe um tnico operador linear T' : V — V tal que
(T(n),v) = (u,T(v)), YV u,veV.
Prova. Seja v € V fixado. Entao a funcao f : V — R definida por
f() =(T(w),v), VueV,

é uma transformacao linear, isto é, f € V*. Assim, pelo Teorema 6.1, existe um um tnico

w € V (dependendo de v) tal que

f(u) =(u,w), YueV.
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Vamos definir 7% : V' — V por T*(v) = w, de modo que
(T(0),v) = (0 T'W), ¥ uv eV

E claro que T" estd bem definido e é unico. Assim, resta mostrar que 7 é um operador

linear. Dados v,w € V e a € R, obtemos

(WT'(v+w)) = (T(),v+w)=(T(u),v)+(T(u),w)
= (u,T"V))+ (u, T"(w)) = (0, T"(v) + T (w)), YV ueV.

Logo, T'(v +w) = T"(v) + T*(w). De modo andlogo, mostra-se que T%(av) = aT*(v).
Portanto, 7" é um operador linear. [

Teorema 6.7 Sejam V um espaco euclidiano com dimV = n,
g =Au,...,u,}

uma base ortonormal de V', T : V — V um operador linear e
A = [a;] = [T}

Entao
aij = (T'(u;), u;).

Prova. Para cada u € V, obtemos
u=(u,uu; + -+ (u,u,)u,.
Como T'(u;) €V, j=1,...,n, temos que
T(u;) = (T'(uj),upu; +-- -+ (I'(w)), u)u,,j=1,...,n.
Por definicao de A, obtemos
ajuy + -+ apu, =T(w;) = (T(wj),unu; + -+ (T'(wy), w,)u,,j=1,...,n.

Portanto,
ai; = (T'(u;), u;).

pois [ base é uma de V. ]

Coroldrio 6.8 Sejam V um espaco euclidiano comdimV =n eT : V — V um operador
linear. Entao [T'] = A', ondeA = [T] é a matriz de T em relagdo o qualquer base
ortonormal de V. |

Sejam V' um espaco euclidiano e T' : V' — V um operador linear. Dizemos que T

possui um operador adjunto sobre V' se existir um operador linear 7% : V — V tal que
(T(u),v) = (u, T'(v)), ¥ u,v e V.

Quando dim V' = n o operador adjunto sempre existe.
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Exemplo 6.9 Sejam V = R? com o produto interno usual e T : V — V um operador

linear definido por
T(x,y) = (z+2y,y).

Determine o operador adjunto de T

Solugao. A representacao matricial de T' em relacao & base canonica de R? é
1 2
0 1]

10
2 1

¢ a representacao matricial de T em relacao & base canonica de R?. Assim,

[T'f(m,y)]:[; ?”y]:

T'x,y) = (z,2x +y).

[T] =

Logo,
7" =

T
2r +y

Portanto,

Teorema 6.10 Sejam V' um espago euclidiano com dimV =n, S,T : V — V operadores

lineares e a € R. Entao:
1. (T =T.
2. (S+T) =8"4+T"e (aT)" = aT".
3. (TS): = S'T".
4. Se T ¢é invertivel, entio T* é invertivel e (T*)~! = (T1)%.
Prova. Vamos provar apenas o item (3). Como
(0, (TS)'(v)) = (TS(u),v) = (S(u),T"(v)) = (u,S'T(v)), Vu,veV,
temos, pela unicidade, que (T'S)' = S'T". [

Sejam V' um espaco euclidiano, W um subespaco de V e T : V — V um operador

linear. Dizemos que W é um subespago invariante sob T se T(W) C W, isto é,
T(w)eW, VweW

Se W é um subespaco invariante sob 7', entao 7" induz um operador linear Ty, : W — W
tal que Ty (w) = T(w), para todo w € W. Note que Ty, # T, pois W é dominio de Ty

e nao de V.
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Exemplo 6.11 Sejam V um espaco euclidiano e T : V — V um operador linear. Entao
o auto-espaco Vy, para todo autovalor \ de T, é invariante sob T, pois dado w € V),

obtemos

T(W) =w e V).

Exemplo 6.12 Sejam V' um espaco euclidiano, T : V. — V um operador linear e U :
V' — V operador linear qualquer tal que TU = UT. Entao kerU e ImU sao invariantes

sob T, pois
w e kerU = U(T(w)) = UT(w) = T(U(w)) = T(0) = 0,
isto é, T(w) € kerU. Sew € ImU, entao existe v €V tal que w = U(v). Logo,
I(w)=TU(v)) =TU(v) =UT(v) = U(T(v)),
isto é, T(w) € ImU.

Teorema 6.13 Sejam V' um espaco euclidiano comdimV =n eT : V — V um operador

linear. Entao:
1. kerT" = (ImT)* e ImT* = (ker T)*. Logo,
V=ImT!@®kerT e V=ImT ® ker T".

Em particular, a equagao T'(u) = b tem solugdo se, e somente se, b L v, para todo
v € kerT".

2. Se W ¢é um subespaco invariante sob T, entao W+ é um subespaco invariante sob
Tt

3. Os operadores T e T* tém os mesmos autovalores.

4. Sejam u; e uy autovetores de T e T! associados aos autovalores \; e g, respecti-

vamente, com A1 # Ao. Entao u; 1 us.

5. kerT'T =kerT e ImT'T =ImT".
Prova. Vamos provar apenas os itens (1) e (5). Dado v € V, obtemos
ve(ImT)t & 0= (T(u),v) = (uT!(v)), YVueV.
Logo, T'(v) = 0, isto &, v € ker T*. Assim, ker 7% = (ImT')*. Como (T*)! = T temos que
ker T' = ker(T")! = (Im T%)*.

Logo,
(ker T)* = (ImTH )+ = Im T".
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Portanto,
V=kerT® ket T)" =kerT & ImT"

V=ImT®(ImT)" =ImT @ ker T".

(5) E claro ker T C ker T*T. Por outro lado,
uckerT'T = 0= (u,0) = (u, 7T (u)) = (T(u), T(u)) = |T(u)|”.
Assim, T'(u) = 0, isto ¢, u € ker T. Finalmente, é claro que Im 7T*T C Im T*. Como

dimIm7" = dim(ker)* = dimV — dimker T’
= dimV —dimker 7"T = dim Im T"T

temos que Im 7T = Im T". [

EXERCICIOS

1. Mostre todas as afirmacoes deixadas nesta segao.

2. Sejam R? com o produto interno usual e T : R? — R? um operador linear definido
por

T(x,y,x)=(r+y+23x+y+zz+3y+32).

Mostre que o sistema de equagoes linerares T'(x,y, z) = (3,10,1) ndo tem solugao,
mostrando que (3,10, 1) ¢ (ker T%)*.

3. Sejam R? com o produto interno usual e 7" : R? — R? um operador linear tal que

2 —4
5 —2 |

Determine os subespagos invariantes sob T'

7] =

4. Sejam R?® com o produto interno usual e T : R* — R3 um operador linear tal que

[T] =

e R N
o Ut o
N o w

Verifique se o subespago W = [e;, e;] € invariante sob T'.
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5. Sejam R* com o produto interno usual e 7' : R* — R* um operador linear tal que

21 00
12 00

TS =

715 00 3 4]
00 —4 3

onde 8 = {u;,us,u3, 1y} ¢ uma base qualquer de R*. Verifique se os subespagos

Wi = [uy, uz] e Wy = [us, uy] sdo invariantes sob 7.

6. Sejam V um espago euclidiano, 7' : V' — V um operador linear e W um subespago
de V invariante sob T'. Mostre que se u € W for um autovetor de Ty associado ao

autovalor ), entao u também é um autovetor de 1" associado ao autovalor .

7. Sejam R™ com o produto interno usual e v,w € R". Mostre que T : R" — R"
definido por
T(u) = (u,v)w, ¥V ueR",

¢ um operador linear e descreva explicitamente 7.

8. Mostre que para cada transformacao linear 7' : R"*" — R existe um tnico B € R™*"
tal que
T(A)=tr(AB), ¥V A € R™".

6.2 Operadores Ortogonais e Simétricos

Sejam V' um espaco euclidiano e T : V' — V um operador linear. Dizemos que T é

ortogonal se
TT' =T'T =1,

isto &, T' & invertivel com T~! = T*.

Teorema 6.14 Sejam V um espaco euclidiano e T : V — V um operador linear. Entao

as sequintes condi¢ao sao equivalentes:

1. T é ortogonal.

2. (T'(u), T(v)) = (u,v), para todos u,v € V.

3. || T(a)|| = ||ul|, para todo u € V.

4. T leva toda base ortonormal de V' em alguma base ortonormal de V.
Prova. (1 < 2) Basta observar que

(T(n), T(v)) = (,TT(v)), VuveV.
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(2 = 3) Basta notar que
IT()|[* = (T (w), T(w)) = (u,u) = [u]”.

(3 =4) Seja
B ={uy,...,u,}
uma base ortonormal de V. Entao
1
(T(wi), T(wy)) = 5 (1T (w) + T(w)|* = 1T (w) = T(u;)|*)
1
= 1 (s + | = [lu; — wy]|*)
= <ul-, Uj> = (5”
Portanto,
TB)={T(0y),...,T(u,)}

é uma base ortonormal de V.
(4 = 2) Seja
/6: {ula"'7un}

uma base ortonormal de V. Entao

T(B) ={T(0y),...,T(u,)}

¢ uma base ortonormal de V. Dados u,v € V, existem tnicos x1,...,Z,, Y1, .-

tais que
n n
u= E ru; € v= E y; ;.
i=1 =1

Logo,

(T(),T(v)) = > > wy;(T(w),T(uy))

1'21 j:l .
= Z Z acl-yjéij = Z inyj<uia uj) = <u7 V>‘
i=1 j=1 i=1 j=1

183

s yn €R

Exemplo 6.15 Seja R? com o produto interno usual. Determine todos os operadores

ortogonais sobre R2.

Solugao. Seja T : R? — R? um operador ortogonal. Entao toda base ortonormal de R?

¢ da forma
{T(e1),T(e2)},

onde {e;, ey} ¢ a base canonical de R2. Seja T'(e;) = (a,b). Entao

o =0 <@ + 8 = |T(e)|’ = 1= ~1<a< L



184 CAPITULO 6. OPERADORES ESPECIAIS

Como a fungéo cos : R — [—1, 1] é sobrejetora temos que existe € R tal que a = cos#.
Logo, b =senf e
T(e;) = (cosf,sen?).

Sendo
[T(e2)]| =1 e (T'(e1),T(e2)) =0,

obtemos
T(ey) = (—senf,cosf) ou T(ey) = (senf, — cosb).

Portanto, a representacao matricial de 7' em relacao a qualquer base ortonormal de R? &

cos —senf

7] = ou [T] =

cosf sen 0 ]

sen 6 cosf senfl —cosf

isto &, qualquer operador ortogonal sobre R? ¢ uma rotacao sobre a origem ou uma reflexao

em torno de uma reta passando pela origem.

Sejam V' um espaco euclidiano e T : V' — V um operador linear. Dizemos que T é

auto-adjunto ou simétrico se T* = T.

Teorema 6.16 Sejam V um espaco euclidiano com dimV =n > 0eT : V — V um
operador simétrico. Entdao T possui um autovetor nao-nulo.
Prova. Consideremos a fungao (quociente de Raleigh) R : V — {0} — R definida por

(u, T(w)

R(u) = o

Como R é continua e

S={ueV:|ul|=1}

¢ um conjunto compacto (confira Elon Lages Lima, Espagos Métricos, pdginas 209 e 215)

temos que existe up € V com ||ug|| =1 tal que
R(ll()) < R(V), Vves.

Seja w € V' — {0} um vetor qualquer. Entao
1
R(uwy) < R(——=w) = R(w).
[wl

Portanto, ug € V' é um minimo absoluto de R. Agora, fixado v € V e considerando a

1 1
NEEREN
VI v

(ug, T'(ug)) + 2t{v, T'(ug)) + t*(v, T(v))
1+ 2t(ug, v) + t2 ||VH2

funcao

definida por

g(t) = R(uy + tv) =

Y
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a qual é bem definida e tem um minimo em ¢ = 0. Logo,
0 =g'(0) = 2((T(uo) — (uo, T'(uo))uo), v).

Portanto,
T'(ug) = (g, T'(ug))u,

isto é, ug € um autovetor de T associado ao autovalor A\ = (ug, T'(up)). |

Teorema 6.17 Sejam V um espaco euclidiano com dimV =n > 0eT : V — V um
operador simétrico. Entao V possui uma base ortonormal formada de autovetores de T'.

Em particular, T é diagonalizdvel e o polindomio caracteristico de T’ s tem raizes reais.

Prova. Vamos usar indugao em n. Se n = 1, entao pelo Teorema 6.16 1" possui um

autovetor nao-nulo u. Seja

1
u = —u.
[[ull

Entao u; é um autovetor de 7' com ||u; || = 1. Suponhamos que n > 2 e que o resultado seja
vélido para todo espaco euclidiano com dimensio k, 1 < k < n. E claro que W = [uy] &
invariante sob 7. Assim, pelo Teorema 6.13, W+ é invariante sob 7% = T. Como S = T+
é simétrico e W+ é um espaco euclidiano com dim W+ = n — 1 < n temos, pela hipdtese

de inducao, que W+ possui uma base ortonormal
{ug, ..., u,}
de autovetores de S (T prove isto!). J& vimos que V = W & W+. Portanto,
g ={u,uy,...,u,}
¢ uma base ortonormal de V' formada de autovetores de 7' |

Coroldrio 6.18 Seja A € M(n,n) uma matriz simétrica. Entdo existe uma matriz or-
togonal P tal que
P'AP

seja uma matriz diagonal. |

Exemplo 6.19 Sejam R? com o produto interno usual e T : R?> — R? um operador

simétrico. Determine uma base ortonormal de R? formada de autovetores de T.

Solucgao. A representacao matricial 7' com relacdo a qualquer base ortonormal de R? é
a b
b c |

fr =det(zly — A) = 2> — (a + ¢)z + (ac — b?)

A=[T]=

Logo,
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Como
A= (a+c)? —4(ac—b*) = (a—c)* +4b* >0

temos duas possibilidades:

Se A =0, entdao a = ce b = 0. Logo, T = al e qualquer base ortonormal de R? &
formada de autovetores de T'.

Se A > 0, entao T possui dois autovalores distintos A; e As. Logo, pelo Teorema 6.13,

os autovetores u; e uy associados aos autovalores A\; e Ay sao ortogonais. Portanto,
u; Uy
o u)
[ || [[ue
¢ uma base ortonormal de R? formada de autovetores de 7" e
A0
2
Exemplo 6.20 Sejam R® com o produto interno usual e T : R* — R3® um operador

simétrico tal que

—1 1 2
A=[T]= 1 -1 2
2 2 2
Determine uma matriz ortogonal P tal que
P 'AP

seja uma matriz diagonal.
Solugao. O polinémio caracteristico de 1" é
fr=a%—122— 16
e A\ = —2 e \y = 4 sao os autovalores de T'. Logo,
Vi, = [(=2,0,1),(=1,1,0)] e Vi, =[(1,1,2)].

Assim, pelo processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, obtemos bases ortonormais

{(_L L LI L)} o {<L 1 i)}
V2' V2T VB VBB V6 V6 V6
de V), e V),, respectivamente. Logo,
1 1 1 1 1 1 1 2
- __7_a0a T =y T T =y T =\ T = T = T =
B =550 5~z (e e =)
¢ uma base ortonormal de R3 formada de autovetores de T e
—2 00
P AP = 0 -2 0|,
0O 0 4
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onde

1 1 1
V2 V3 V6
P = I
V2 V3 V6
0 12
V3 V6

EXERCICIOS
1. Mostre todas as afirmacoes deixadas nesta secao.

Sejam R? com o produto interno usual e A € R?*? uma matriz simétrica com

autovalores Ay = 1, Ay = 9 e v; = (1, 3) o autovetor de A associado a A;.

(a) Determine o autovetor de A associado a A.
(b) Determine a matriz A.

(c) Determine uma matriz B tal que B? = A.

Sejam V um espaco euclidiano, 7" : V' — V um operador simétrico e u € V um

autovetor de T. Mostre que o subespago
ut={veV:(v,u =0}
¢é invariante sob T'.

Sejam V' um espago euclidiano com dimV =n e u € V, u # 0. Mostre que se

{ug,...,u,}

1

é uma base de [u]*, entao

{u,uy,...,u,}
¢ uma base de V.
Sejam V um espaco euclidiano com dimV =n > 1, T : V — V um operador

simétrico e u € V' um autovetor de 7. Mostre que se T},1 € diagonalizdvel, entao

T ¢é diagonalizavel.

Sejam V' um espago euclidiano com dimV =n e T : V — V um operador linear

invertivel. Mostre que as seguintes condicoes sao equivalentes:

(a) T'= AU, onde U é um operador ortogonal.
(b) T preserva angulo, isto é,

(T(w), T(v)) _ _(wv)
IT)IT (v

V uveV—{0}
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(c¢) T preserva ortogonalidade, isto ¢, se (u,v) = 0, entao (T'(u),T(v)) = 0.
(d) T preserva comprimento, isto &, se |[u|| = ||v||, entao [|T'(u)|| = ||T(v)]|-

7. Sejam R™ com o produto interno usual e A € R"*" Mostre que as colunas de A

sao ortonormais se, e somente se, as linhas de A também o sao.

8. Sejam V um espaco euclidiano com dimV =n e T : V — V um operador linear.

(a) Mostre que se T' é auto-adjunto, entdo detT" é real.

(b) Mostre que se T' é ortogonal, entao det 7' = +1.

6.3 Quadadricas

Seja R™ com o produto interno usual. Uma isometria ou um movimento rigido em R™
é uma funcao T : R” — R™ que preserva produto interno, isto é,

(T'(), T(v)) = (u,v), V u,veR"
Exemplo 6.21 Set € R", entdao a fungao Ty : R — R"™ definida por
Ti(u) =u+t, VueR"

¢ um movimento rigido, chamado a translacao (a direita) por t. E claro que Ty(0) = t,
de modo que Ty ndao é um operador linear se t # 0. Note, também, que todo operador

ortogonal sobre R"™ é um movimento rigido em R™.

Lema 6.22 Sejam R™ com o produto interno usual e T : R" — R" um movimento
rigido. Entao
[T(w) =TV)| =lla=v[, VuveR"

Além disso, se T(0) =0, entdo T é um operador linear.
Prova. Suponhamos que 7(0) =0 e
T(e;)=e,i=1,...,n.

Entao
|T()|| = [|T(a) =T0)] = [lu-0[=[uf, VueR"

Denotando T'(u) por (y1, .- .,Yn), obtemos
Yt tyl=at 4+l (6.1)

Por outro lado,
[T'(0) — exf| = [[T(u) = T(e)|| = [lu— e
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Logo,
(=1 +y+ oty =(m = 1) +a5 4+ +ap, (6.2)

Assim, subtraindo a equagao (6.1) de (6.2) e desenvolvendo, obtemos
2y1—1:2I1—1:>y1:$1.

De modo analogo, obtemos y; = x;, para todo i = 2,...,n. Portanto, T'(u)= u, isto é,
T =1 é a aplicagao identidade.
Suponhamos, agora, que T'(e;) = w;, i = 1,...,n e que S : R" — R" seja um

operador linear tal que

onde
{uy,...,u,}

& uma base ortonormal de R”. E claro que S ¢ invertivel e S~! 0T é um movimento rigido
em R”. Como
StoT(0)=0e S 'oT(e)=e;i=1,...,n

temos que S~ toT =TeT =S. [ |

Teorema 6.23 Todo movimento rigido em R™ pode se escrito de modo tinico sob a forma
TolS,

onde T é uma translacao em R™ e S é um operador ortogonal em R™.

Prova. Sejam f um movimento rigido em R", t = f(0) e S = f — t. Entao é facil
verificar que S ¢ um movimento rigido em R" e S(0) = 0. Logo, pelo Lema 6.22, S é um

operador linear em R". Portanto,

f=ToS,
onde T'(u) = u + t, para todo u € R". Agora, seja
f =T105

outra decomposicao. Entao
To S = Tl o Sl-

Logo,
SoS;t = T'o(ToS)oS;t

= T o(TyoS;) oSt
= TﬁloTl.

Assim, T"1oT1(0) =0et; —t =0, isto ¢, T = T;. Portanto, S = 5. [
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Seja V' um espago vetorial sobre R com dimV = n. Uma funcao ¢ : V' — R é uma

forma quadrdtica sobre V' se, para qualquer base

ﬁ = {u17"'7un}
de V, existir uma matriz A € R™*" tal que
q(v) = X'AX,

onde X = [v]s.

Seja R™ com o produto interno usual. Uma quddrica em R™ é um conjunto da forma
Sn:{(xl,..., ER”'ZZa”xz%%—Zbkm—i—c— }
i=1 j=1

onde a;j, by, c € R e pelo menos um a;; # 0. Em particular, S, é chamada de conica e S;
é chamada de superficie quadrdtica.
Sejam
A =la;] € R e b= (by,...,b,) € R" =R>™

Entao
S, ={xeR":x'Ax+b'x+c=0}.

Nao hé perda de generalidade em supor que A seja uma matriz simétrica, pois a quédrica

S, permanece inalterada quando substituimos A pela matriz
1 t
que é uma matriz simétrica.

Exemplo 6.24 Seja R? com o produto interno usual. Entdo os conjuntos

Ey = {(z1,22) € R*: 4af+ 923 — 36 =0}
H2 = {(l‘l,CL‘Q) S Rz L X1T9 — 1= O}
b = {($1,$2)€R215L‘%—£L‘2—1:0}

sdo quddricas em R2?.

Teorema 6.25 Sejam R™ com o produto interno usual e S,, uma quddrica em R™. Entao
existem um vetor uy € R"™ e uma base ortonormal

6:{u17u27"'7un}

de R™ tal que

n:{ o—i—ZziulER" Zm + Z dzj—l—e—O}

j=k+1
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Prova. Suponhamos que a equagao da quédrica S,, é dada por

n

Z Z ;%5 + Z bpxy + ¢ = x"Ax +b'x + ¢ = 0. (6.3)

i=1 j=1 k=1

Como A ¢é uma matriz simétrica temos, pelo Coroldrio 6.18, que existe uma matriz or-

togonal P tal que

AN -0 0

P'AP=D=| : .o
0 - A\,

¢ uma matriz diagonal. Tomando, y = P~!'x e d = P~'b, obtemos

Yn d,

onde
= {Pey,...,Pe,}

¢ uma nova base de R". Entao a equacao (6.3) torna-se

y'Dy +d'y +¢=0,

isto é,
Z)\iyi2+2diyi+c:0.
i=1 i=1
Reenumerando, se necessédrio, podemos supor que A\; # 0,7 = 1,...,k, e \; =0, j =
k4 1,...,n. Assim, completanto os quadrados, obtemos
i d;
Ai diy; > =0.
S g D e Y
i=1 j=k+1

Agora, aplicando a translagao 7' : R — R" definida por T'(y) = z, onde

)

2—)\»71::1"”’1{:’ € zj:yj,j:l{:+1,...,n

Zi =Y+

e fazendo

obtemos

Z)\z + Z djzj +e=0.

j=k-+1
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Observagao 6.26 Como o operador ortogonal e a translagao sao movimentos rigidos

temos que a forma geométrica da quddrica nao é alterada.
Exemplo 6.27 Seja R? com o produto interno usual. Classifique a quddrica
Sy = {(xl,xQ) ER? gy — 1= 0} )

Solucao. Note que a quédrica na forma matricial é

o [22][2 ]

O polindémio caracteristico da matriz

[V )
O NI

1

3 0
¢ 1

Ja = z? — 1
Logo, \; = —% e Ny = % sao os autovalores de A. Sejam
1 1
uy=—(—11) e uw=—7(1,1
1 \/5( ) 2 \/i( )

os autovetores (normalizados) associados aos autovalores A; e Ag. Se

(21, 22) = y1uy + Youy,

_— 1/
S I U B S IR B \{5( Y1+ y2)
T2 V2 11 Y2 T = ﬁ(yl +y2),

a equagao da quddrica torna-se
o] [ o

Y1 Y2 1

0 3

2 2
_%_
2 2

Assim, a quédrica é uma hipérbole com eixo imagindrio o eixo ;.

isto é,

N |=

ou seja,

Exemplo 6.28 Seja R? com o produto interno usual. Classifique a quddrica cuja equagdo
é
623 + Tx5 + 5as — dx179 + 471703 — 1221 + 629 — 1873 — 18 = 0.
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Solucgao. Note que a quéddrica na forma matricial é

6 —2 2 T x1
[xl - xg} 2 70| | m +[—12 6 —18] 2y | —18 =0,
2 0 5 T3 T3

fa =% — 1822 + 99z — 162.
Logo, A\ = 3, Ay = 6 e A3 = 9 sao os autovalores de A. Sejam

1 1 1
u = §<2’ 1,—-2),up = 5(1,272) e uz = 5(2, -2,1)

os autovetores (normalizados) associados aos autovalores A, Ay e A3. Se

(21, T2, 3) = Yy1u1 + YoUa + Y3us,

isto é,
T 1 21 2 Y1 T = %(2?41 + Yo + 2y3)
m|=3| 12 -2 Yo | © 9 x2=3(n + 2y — 2y3)
3 -2 2 1| v r3 = 5(=2y1 + 242 + 3),

a equacao da qudadrica torna-se

30071 [m n
[yl U yg] 06 0| |w|+|6 —12 —18 ||y |—-18=0,
009/ ys Ys

ou seja,
32 + 692 + 9y + 6y, — 12y, — 18ys — 18 = 0.

Agora, completando os quadrados, obtemos

(n+1)?2  (1o—107  (ys—1)7°
19 + G + 5 =1.

Finalmente, aplicando a translacao T : R® — R3 definida por T'(y) = z, onde

n=h+Lzn=yp—-1ezm=y—1,

obtemos ) ) )
2 25 23
— 4+ =4 2 =1.
12 + 6 + 2

Assim, a quddrica é um elipséide com semi-eixos 2\/5, V6 e V2.
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Exemplo 6.29 Seja R? com o produto interno usual. Classifique a quddrica cuja equagdo
é
—x% + Tox3 — 29 + 3 — 100 = 0.

Solucgao. Note que a quddrica na forma matricial é

-1 0 0 1 T
(mom w00 1| @m0 -1 1| x| -100=0
010 T3 T3
O polindémio caracteristico da matriz
-1 00
A= 0 01
010

fa=2>+2>—2—1.

Logo, Ay = —1 e Ay = 1 sao os autovalores de A. Sejam

1 1
_<07_]-7 ]-) € u3z = _(07 ]-7 1)

V2 V2

os autovetores (normalizados) associados aos autovalores \; e Ap. Se

u; = (17070)7112 -

(21,2, 3) = Y11 + YoUa + Y3Us,

isto é,
T1 1 0 0 Y1 1 =14
2 | =10 —% % Y2 | & P27 %(—?D +ys)
3 0 = Ys v3 = 5 (y2 + u3),
a equagao da quddrica torna-se
-1 00 (1 (1
[3/1 Yo 3/3] 0 -1 0 Yo | + —% 0 0 y2 | —100=0,
0 01 Y3 Y3

ou seja,
2
Uit~ 5t~ 100=0.

Agora, completando os quadrados, obtemos

h+35)? 2 a2
—I» ot 1w =L
2 2 2

Finalmente, aplicando a translacao T : R® — R3 definida por T(y) = z, onde

1
Z1=y1+ﬁ,22=y2 € 23 = Y3,
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obtemos ) ) )
21 22 <3 1
_m_199+199— :

2 2 2

Assim, a quédrica é um hiperboléide de duas folhas.

EXERCICIOS

1. Seja R? com o produto interno usual. Determine todos os movimentos rigidos em
]R2

2. Seja R? com o produto interno usual. Classifique as seguintes quadricas:

(a) 1222 4 24zy + 9y* = 5.

(b) 52 — 8xy + 5y? = 9.

(c) 222+ 122y = 1.

(d) 2322 + 2y — 72xy + 30z + 40y = 0.
)

(e) 322+ 3y? — 2xy + 62 — 2y — 3 = 0.
3. Seja R3 com o produto interno usual. Classifique as seguintes quadricas:

(a) 1222 + 122 + 1222 + 162y + 12y2 = 2.
(b) 2% +y? + 422 + 8xy + 212 + 2yz = 3.

(c
(d

(e) 2+ 3y* — 322 + 4wy — 2x2 + 2y — 42 +2 = 0.

)
)
) Y2 — 22+ 4oy —6x +4y +22+8=0.
) —x? —y? — 2%+ 2zy + 222 + 2yz = 2.
)

4. Seja R3 com o produto interno usual:
(a) Classifique a quédrica
5% + 6y% + 722 — day + 4dyz = 0.
(b) Mostre que
522 + 6y* + 727 > day — 4dyz, V (z,9,2) € R* - {(0,0,0)}.
5. Sejam R? com o produto interno usual, u,v € R? e a € R com a > 0. Mostre que
{xeR*: ||x —u|| + ||x — v| = 2a}

é uma elipse com semi-eixo maior a e semi-eixo menor

1\/ 2
— 4 2 _ _
5 a HV u
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6. Sejam V' um espaco vetorial sobre R com dimV =n e g : V — R uma funcao.

Entao as seguintes condicoes sao equivalentes:

(a) ¢ ¢ uma forma quadratica.

(b) Existem uma base
f=Auy,...,u,}

de V e uma matriz A € R"*" tal que
q(v) = X'AX,

onde X = [v]3.

(c) Existe uma forma bilinear B : V x V' — R tal que ¢(v) = B(v, v), para todo
velV.

(d) Existe uma forma bilinear simétrica B : V x V — R tal que ¢(v) = B(v,v),
para todo v € V.

(e) A funcio B(v) = q(v +w) — q(v) — q(w), é uma forma bilinear sobre V e
q(av) = a%q(v), paratodove V ea € R.



Capitulo 7
Forma Canonica de Jordan

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R e T": V — V um operador

[e%

® em relacao a alguma base ordenada o de V

linear. J4 vimos que a matriz A = [T
era semelhante a uma matriz diagonal se, e somente se, V' possui uma base formada
de autovetores de T'. Nosso objetivo neste capitulo é o seguinte: se 7" nao pode ser
diagonalizavel, entao determinar uma base de V' em relagao & qual a matriz de 7" tenha

uma forma tao préximo quanto possivel da matriz diagonal.

7.1 Teorema da Decomposi¢cao Primaria

Um polindomio f € Rlz] é chamado redutivel sobre R se existirem g, h € R[z]| com
1< d(g),0(h) < 0(f)

tais que
f=gh
Caso contrério, dizemos que ele é irredutivel sobre R.

Sejam f1,. .., fr € R[z]|. Dizemos que fi, ..., fx sdo relativamente primos se o
mde(fr,..., fx) =1
ou, equivalentemente, existirem g1, ..., gr € R[z] tais que
afi+- -+ afi=1 (Identidade de Bezout)
Teorema 7.1 Sejam T :V — V um operador linear e f € R[x] com decomposi¢ao
f=p1Dr,
onde 0s p1,...,pr € Rlz]| sdo relativamente primos.

1. Os subespagos W; = ker p;(T') de V' sao invariantes sob T e

ker f(T)=W1&--- & W

197
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2. A proje¢io E; associada a decomposi¢io em (1) é um polinémio em T. Além disso,
se S:V —V éum operador linear tal que T'S = ST, entao E;S = SE;.

3. Se W Cker f(T') é um subespago invariante sob T', entdo

W=Wnwy)@&---&(WnWw).

Prova. (1) Seja

- f )
fi:f:Hpj, 221,...,]{}.
P i
Entao é facil verificar que os fl, e ﬁc sao relativamente primos e que f divide ﬁf; se

i # 7. Vamos provar primeiro que a soma ¢ direta. Suponhamos que
Uy ey = 0,

onde u; € W;. Entao
fi(T)(u;) =0
se i # j, pois E(T) contém o fator p;(7"). Como ﬁ e p; sao relativamente primos temos

que existem g;, h; € R|z] tais que

gifi + hipi = 1.

Logo,
u = I(w)= <9¢(T>E(T) + hi(T>pi(T)) (w) = gz(T)ﬁ(T)(UJ
= g(DAT) (— > uj) == > (@MW) =o.
i i
Finalmente, como ﬁ, cee fk sao relativamente primos temos que existem g, . .., gx € R[z]
tais que

glﬁ+---+gkﬁ=1-
Assim, se u € ker f(7T), entao u; = gi(T)ﬁ-(T)(u) e W;, pois

~

pi(T)(w;) = pi(T)gi(T) fi(T)(n) = g:(T) f(T')(u) = 0.
Logo,
u= 1w = 3 g(DET) W) € Y W,

isto é,

Como a outra inclusao ¢ trivial temos que

ker f(T) = Wi & - & W,



7.1. TEOREMA DA DECOMPOSIGAO PRIMARIA 199
(2) A prova de (1) mostra que E; = g;(T)f{(T) e W; =Im E;, i = 1,.. ., k.
(3) Seja u € W. Entao, por (1), temos que
u=1u +uz+- -+ u,

onde u; € W;. Logo,
w; = E;(u) = g:i(T) fi(T)(u) € W,

pois W sendo invariante sob 7', W ¢é invariante sob o polinémio gi(T)ﬁ(T ). Portanto,
W=WnWw)e---&(WnW).
|

Teorema 7.2 (Teorema da Decomposicao Primaria) Sejam T : V. — V um ope-

rador linear com dimV =n e
—_ 71 Tk
mr =py " Pg
o polinomio minimal de T, onde 08 pu, ..., pr € Rlz| sao distintos, irredutiveis e monicos.

1. Os subespagos W; = kerp;'(T) de V' sdo invariantes sob T e

V=Wae- - oW,

2. SeT,=Tl|w, : W; = W, é a restrigio de T a W, entdo o polinémio minimal de T;
é igual a p;'. Além disso,
T=T\® -1

3. Se A, é a representacao matricial de T; em relagao a alguma base de W;, entao T

¢ representado pela matriz diagonal em bloco

A, 0 -~ 0
0 A, -~ O

= ) . ) . :AI@...@A,C'
0 0 --- A,

Prova. (1) Como my(T) = 0 temos que kermyp(T) = V. Assim, pelo item (1) do

Teorema 7.1, temos que W; é invariante sob 7" e
V=Wao- - oW

(2) Seja m; o polinémio minimal de 7;. Entao m; divide p.*, pois p;*(T)(u) = 0, para

todo u € W;. Por outro lado, como m;(T;) = 0 temos que
(mi:) (T) = mi(T)FAT) = 0.

Assim, m divide m; f;, isto &, p;’ f; divide m; f;. Logo, p;* divide m;. Portanto, m; = p;’,

pois ambos sao monicos. |
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Lema 7.3 Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita e S, T : V — V operadores
lineares diagonalizdveis tais que ST =TS. Entao S e T sdao simultaneamente diagona-

lizdveis, ou seja, existe uma base 5 de V' tal que [S]g e [T]g sdo diagonais.
Prova. Como S e T sao diagonalizdveis temos, pelo Teorema 4.17, que
V=V,o& eV, eV=V & -0V, .

Fixando pj € R, escolhendo u € Vuj C V e fazendo

k
u= E Vi,
=1

onde v; € V)., i =1,..., k, obtemos

k k

S S(vi) = S(u) = pyu =311,

=1 i=1

Como V), ¢é invariante sob S e a soma ¢ direta temos que

S(vi) = pvi, i=1,... k.

Logo,
v, = (Vuj N VM) @B (Vuj N VM)
Portanto,
m k
V=% (Vuj N VAi) :
j=1 i=1

isto ¢, escolhendo uma base para cada V), N V), obtemos uma base de V' formada de

autovetores de ambos S e T'. [ |

Exemplo 7.4 Sejam S, T : R? — R? operadores lineares cujas representagoes matriciais

3 -8
0 —1 |’

repectivamente. Determine uma matriz invertivel P tal que P1AP e P7'BP sejam

em relacdo & base canonica de R? sdo

1 2

0 9 e B=1[T]=

A:[S]:[

ambas diagonalizdveis.
Solugao. E facil verificar que S e T sao diagonalizaveis e ST = T'S, onde
Vi=[(1L0)], Va=[2,1)] e Voa =[(2,1)], V5=1[(1,0)].

Portanto,
R? = (VinVs) @ (VanViy) = [(1,0)] & [(2,1)].
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Assim, fazendo

obtemos

Seja T : V. — V um operador linear. Dizemos que T' é um operador nilpotente se

existir 7 € N tal que
T =0.

O menor k € N tal que T* = 0 é chamado de #ndice de nilpoténcia de T.

Lema 7.5 Sejam V' um espaco vetorial de dimensdo finita e S, T : V — V operadores

lineares tais que ST =T'S.
1. Se S eT sao diagonalizdveis, entao S + T também o é.
2. Se S eT sao nilpotentes, entao S + T também o é.

Prova. (1) Segue do Lema 7.3. Para provar (2), suponhamos que S™ = 0 e 7" = 0.

Entao, escolhendo k = m + n — 1, obtemos pelo binémio de Newton

(S+T) = Ek: (k) Sh=iT

=0 \J

" [k "k
=y ( ,)Sk—jTﬂ’ + ) ( ,)Sk‘jTj
j=0 J Jj=n+1 J
= 0+0=0,
pois k —j=m+ (n—1—j) > m. Portanto, S + T é nilpotente. [ |
Teorema 7.6 Sejam T : V — V um operador linear com dimV =n e
mp = (x— X)) (2 — Mp)™,
o polinémio minimal de T, onde 0s 1, ..., A\, € R sao distintos aos pares. Entao:

1. Existe um operador diagonalizdvel D e um operador nilpotente N tais que

a. T'=D + N.
b. DN = ND.

Além disso, os operadores D e N sao determinados de modo inico por (a) e (b) e sdo

polinomios em T
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2. Para cadai=1,... k, VY =ker(T — N\ I)".
Prova. (1) Pelo item (2) do Teorema 7.1, temos que
Im E; = ker(T — NI, i=1,... k.
Fazendo

D=ME, +-+ N

temos, pelo Teorema 4.31, que D é um operador diagonalizdvel. Seja N =T — D. Entao

N ¢é um operador nilpotente, pois

k
N=T-D=) (T-\E

=1

implica que
k

N"=Y (T - NI)'E;, Y reN,
i=1
Logo, tomando

r > max{ry,...,r},
temos que N = 0. Portanto, T'= D + N e DN = ND. Finalmente, suponhamos que
T = D"+ N’, com D' diagonalizdvel, N nilpotente e D'N’ = N'D’. Entao
TD =D'T e TN'= N'T.
Assim,
fMD'=D'f(T) e [(T)N'=N'f(T), V [ €R[z].

Em particular,
DD'=D'D, ND'=D'N, DN'=N'D e NN' = N'N.

Pelo Lema 7.5, temos que D — D’ é diagonalizdvel e N’ — N é nilpotente. Como D — D' =
N"— N temos que D — D' é nilpotente. Logo, o polindmio minimal de D — D’ é da forma
m = z*, onde k < dimV, mas sendo D — D’ diagonalizdvel devemos ter k = 1, isto ¢,
m = x. Portanto, D — D' =0, ou seja, D = D" e N = N'.
(2) E claro que ker(T — \,I)" C V. Suponhamos, por absurdo, que existe u € V>
tal que
v =(T—X\I)"(u) #0.

Entao existe s € N com s > r; tal que
(T'— N\I)*(u) = 0.
Escrevendo m = g(x — \;)™, temos que

mdc(q, (z — X)°7") = 1.
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Assim, existem g, h € R[] tais que

9q+ h(x —X\)* " = 1.

Logo,
v = I(v)=[g(T)q(T) + MT)T — XI)*")(v)
= g(M)q(T)(v) + MT)HT = NI)* " (v)
= g(M)m(T)(u) + h(T)(T — Ail)*(u)
= 0+0=0,
o que é uma contradi¢do. Portanto, VA = ker(T — N, )™, i =1,..., k. |

Exemplo 7.7 Seja T : R* — R3 um operador linear cuja representacdao matricial em
relacdo a base canonica de R? é

Mostre que existe um operador diagonalizdvel D sobre R3 e um operador nilpotente N
sobre R? tais que T = D+ N e DN = ND. Determine as matrizes de D e N em relacdo

a base candnica de R3.

Solucao. E facil verificar que o polindmio caracteristico e minimal de 7' é
fr=mr=2" -5 +8r —4=(z—1)(z—2)%

Sejam p; = x — 1,ps = v — 2 € R[z] e W; = kerp;(T), Wa = ker po(T)?. Entao ¢ facil

verificar que p; e ps sao distintos, irredutiveis e monicos. Sejam

~ m m
fi=— T2 —da+4e f2 —2T:ac—1.
P Pa
Entao fl e fg sao relativamente primos. Assim, existem ¢g; = 1,9, = —x + 3 € R[z] tais
que
afit+gafo=1
Sejam

Ey = g(T)i(T) = T? — 4T + 4l e Ey = go(T) fo(T) = —T? + 4T — 31.
Entao W7 = Im E; e Wy = Im E5. Portanto, existem

D=FE,+2E,=—-T?>+4T -2l e N=T—-D=T?—-3T+2I



204

CAPITULO 7. FORMA CANONICA DE JORDAN

taisque T'=D + N e DN = ND. Finalmente,

110 2 0 —1
D= 020 e[NJ=|2 0 -1
—2 2 2 40 —2

Note que

o = {(1707 2)} € gy = {(17 170)7 (0707 1)}

sao bases de W, e W5, respectivamente. Logo,

onde

[T1]51

(631

V=W eWye A=1[T]= [Tl]gi S [T2]g§ = 0 [Ty)2
2

4 -1
Tl = T’Wn T2 = T|W2’ [Tl]gi - [1] © [TQ]gg N [ 4 0 ] ‘

EXERCICIOS

1. Sejam S, T : R? — R? operadores lineares cujas representacoes matriciais em relagao

a base canonica de R2 sao

11

- e B=[T]=

A:m:[

1 a
a 1|’

repectivamente. Determine uma matriz invertivel P tal que P~'AP e P7!BP sejam
ambas diagonalizaveis.

Seja T : R?® — R3 um operador linear cuja representacao matricial em relacdo a
base canonica de R3 é

6 —3 —2
A=[T]=| 4 -1 -2
10 =5 —3

Escreva o polindbmio minimal de T sob a forma my = p1ps, onde p; e ps sao distintos,
irredutiveis e monicos sobre R. Sejam W, = ker p;(T') e Wy = ker po(T"). Determine
bases ;1 e ay para Wy e Ws, respectivamente. Se T; = T'|y,, determine a matriz de
T; em relacao a base «;.

Sejam T : V' — V um operador linear, onde V' é um espaco vetorial de dimensao
finita sobre C e D a parte diagonal de T. Mostre que a parte diagonal de g(T") é
D(T), para todo g € Clx].
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4. Seja T : V — V um operador linear com dim V' = n tal que posto(7’) = 1. Mostre

que T' ¢é diagonalizédvel ou nilpotente, nao ambos.

5. Seja T': V' — V um operador linear com dim V' = n. Mostre que se T" comuta com

todo operador linear diagonalizével sobre V', entao 1" = al, para algum a € R.

6. Seja T : R™™ — R™ ™ um operador linear definido por T(A) = BA — AB, onde
B € R™"*" ¢ fixada. Mostre que se B é nilpotente, entao T' é um operador nilpotente.

(Sugestao: Use o binomio de Newton.)

7. SejaT" : V — V um operador linear com dim V' = n. Mostre que 7' é diagonalizavel

se, e somente se, o polindmio minimal de 7" é um produto de fatores lineares distintos.

8. Seja A € R com A # I e A® = 1. Determine se a matriz A é ou nao diagona-

lizgvel.

7.2 Operadores Nilpotentes
Nesta secao faremos um estudo mais detalhado de operadores nilpotentes.
Lema 7.8 Sejam T : V — V' um operador linear com dimV =n eu € V tal que
TH(u) =0 e T"(u) #£ 0.
1. O conjunto a = {u,T(u),..., T*(u)} ¢ LI.
2. W = |a] é invariante sob T.
3. T =T|w é nilpotente de indice k.

4. Se ordenarmos o poruy = TF"1(u), uy = TF2(u),...,u,_, = T(u) eu;, = u, entio
B =A{uy,...,u;} é uma base de W com T'(u;) =0, T(w;) =w;_1,i=1,...,k, e

010 --- 0]
001 --- 0
T)5=1: : & .
000 --- 1
(000 -+ 0

¢ uma matriz, onde os elementos da superdiagonal sao todos iguais a 1 e o restante

ZEeros.

Prova. Vamos provar apenas o item (1). E facil verificar, indutivamente, que

T"™(u) =0, V meN.
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Suponhamos que
cu+cT(u) + -+ T (u) = 0. (7.1)

Assim, aplicando T*~! & equacdo vetorial (7.1), obtemos
T (u) =0.
Logo, ¢; = 0, pois T%1 (u) # 0. Aplicando T"~2? & equacdo vetorial (7.1), obtemos
T (u) = 0.
Logo, ¢, = 0, pois T*~! (u) # 0. Continuando deste modo, obtemos
cpo=cp=---=¢,=0.
Portanto, o é L1. |
Lema 7.9 Sejam T : V — V um operador linear e W; = ker T" com i € Z. Entdao:
1. Wi € Wig.
2. T (Wiy) CW,.

3. Sea; ={uy,...,u}, a1 = {a;, vi,...,vi} eiro = {1, Wwi,..., Wy} sdo bases

ordenadas de W;, W;.1 e W;i.o respectivamente, entdo o conjunto
X = {ai7T(W1)> te 7T<Wm)} C VVH-1
¢ L1.

Prova. Vamos provar apenas o item (3). Suponhamos, por absurdo, que « seja LD.

Entao existem escalares ay,...,ag, b1, ...,b, € R, nao todos nulos, tais que

ajug + -+ apug + 01 T(wy) + -+ - + b, T (wy,) = 0.

Logo,
bT(wy)+ -+ b, T (W) = —(aqug + -+ + apug) € W,
isto é,
T (byT(w1) + - + b, T(Wp,)) = 0.
Assim,
T (bywy + - + byywy,) = 0,
ou seja,
bywi + -+ 4+ by Wi, € Wiy,
Como ;1 gera W, temos que existem ¢y, ..., ¢k, dy, ..., d, € R tais que

g+t oy +divy 4+ dvi + (b)) w4 - 4 (=by) Wi, = 0,

o que é uma contradicao, pois a;,o é L. |
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Lema 7.10 Sejam T : V. — V um operador linear com dimV = n e T* = 0 mas
T+=1 £ 0. Entdao T admite uma representacio matricial em bloco J cujos elementos

diagonais tém a forma

010 --- 0
0o01--0

N= z
0o - 1
L 0 0_

Além disso:

1. Existe pelo menos um bloco N de ordem k e todos os outros sao de ordem menor

do que ou igual k.
2. O numero de blocos N de cada ordem possivel é determinado de modo tinico por T'.

3. O numero total de blocos N de todas as ordens é igual a nul(T") = dimker 7.

Prova. Sejam W; = kerT" e n; = dimW;, i = 1,...,k. Entao V = W, W, C V e
ng_1 < Ng = n, pois
TF=0e TF ! £0.

Assim, pelo item (1) do Lema 7.9, temos que
{O}ZW[)CWlC"'CW]{;,lCWk:V
Logo, por inducao, podemos obter uma base

a={u,...,u,}

para V' tal que
a; ={uy,...,u,,}
seja uma base para W;, i =1,... k.
Vamos escolher agora uma nova base de V' em relagao a qual 1" tenha a forma desejada.
Fazendo

Viigk) = Uny 4i € Vig—1) =1 (Var), i=1,...,np — gy,

temos, pelo item (3) do Lema 7.9, que

51 = {u17 ceey Uny o, V(l,k—l)? s 7V(nk—nk,1,k‘—1)}
é LI em Wj_4. Assim, estendendo f3,, se necessdrio, a uma base de Wj_; acrescentando
elementos

Ving—ng_1+ik—1)s J =1, 2051 — N — ng_a.
Agora, fazendo

Vig—2) = T(Vir-1)), 1 =1,... ,np_1 — ng_o,
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temos, pelo item (3) do Lema 7.9, que

/62 = {ula ey Uny 5y V(1,k—2)y - - - av(nkflfnk,g,ka)}

é¢ LI em Wj_1, que pode ser estendendido a uma base de W_, acrescentando elementos

Ving_1—np_stik—1) J =1, 0 2Nk o — Ny — Ng_3.

Proceguindo assim, obtemos uma nova base de V' (confira Tabela 7.1)

M )

Vi Vi iy }.-[“L' n_.k)
Vi Yarp **° Vi -n k1 *°°

—_—p s e e —p

Vay Vi .

Vi Yoy o el ** Y

C‘ﬁ—b{—’“'—b

Figura 7.1: Base desejada para V.

Note que a iltima linha da Tabela 7.1 forma a base de Wi, as duas ultimas linhas da

Tabela 7.1 formam a base de W5 e, assim por diante. Pela construgao, temos que

V(ij-1) se j>1,
T(vay) = { 0( Y % i1 (7.2)

Assim, pelo item (4) do Lema 7.8, T" terd a forma desejada se os v; j) sao ordenados de
maneira lexicogréfica (confira Tabela 7.1).

Finalmente, pela equacao (7.2), obtemos
T™(V(ij)) = V@j—m), ¥V m com 1 <m < j.
Além disso, (1) haverd exatamente

Ng — Np—1 elementos diagonais de ordem &

g1 — Ng—2 — (Mg — Ng—1) = 2np_1 — nx — nx_o  elementos diagonais de ordem k — 1

2Ny — N3 — Ny elementos diagonais de ordem 2

2n1 — Ny elementos diagonais de ordem 1.
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(2) Como os nimeros ny, ..., n; sao determinados de modo tinico por 7' temos que o
nimero de elementos diagonais de cada ordem é determinado de modo tinico por 7.
(3) Como

ny = (ng — ng—1) + (2ng_1 — Nk — Ng—2) + - -+ + (2ng — nz — ny) + (2n1 — na)
temos que o nimero total de blocos diagonais ¢ igual a
ny = dimW; = dimker T.
|

Teorema 7.11 Seja T :V — V um operador linear com dim'V = n. Entao as sequintes

condigoes sao equivalentes:

1. T é nilpotente;

2. FExiste uma base de V' em relacdo a qual T admite uma representacao matricial em

blocos J cujos elementos diagonais tém a forma

010 -0
0

N=|: ;
0 1

_0 0_

3. Existe uma base de V' em relagao a qual T' é representado por wma matriz triangular

superior com zeros na diagonal;
4. T" = 0.

Prova. A implicagao (1. = 2.) segue do Lema 7.10. Agora é fécil verificar as implicagoes
2.=3.=>4=1). [ |

Exemplo 7.12 Seja T : R* — R* um operador linear cuja representacdo matricial em

relacdo a base candnica de R* é

1101
0000
A== _ 1 ¢
1101

Verifique se T é nilpotente. Caso afirmativo:

1. Determine a matriz nilpotente J em forma canénica que seja semelhante a A.
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2. Determine uma base 3 de R* tal que P~*AP = J, onde P ¢é a matriz cujas colunas
sao os vetores de [3, isto é, P é a matriz de mudanca de base da base [ para base
canonica de R*.

Solugao. (1) E f4cil verificar que A2 = 0. Logo, T ¢ nilpotente de idice 2.
(a) Como o indice de nilpoténcia de T' é igual a 2 temos que J contém pelo menos um
bloco de ordem 2 e todos os outros de ordem menor do que ou igual 2.

(b) Como o posto(T') = 1 temos que
nlzdlmW1:4—1:3,

isto é, o nimero total de blocos diagonais de J ¢ igual a 3.

(¢) Como k =2, ny =3 e ny =4 temos que
ng—mni=1e 2ny —ng =2,
isto é, J tem um bloco diagonal de ordem 2 e dois de ordem 1. Portanto,

0100

o O O
o O O
o O O
o O O

(2) Pela forma de J basta escolher uy, uy, us, uy € R?* tais que
T(uy)=u; e T'(w) =0, i =1,3,4.

Como
ImT =[(1,0,1,1)] e uy € ImT

temos que u; = (1,0,1,1). Desde que 7% = 0 temos que u; € W; = kerT. Assim,

podemos escolher uy como qualquer solucao da equagao vetorial
T(u2> = Uy,

isto ¢, se uy = (7, v, z,t) € R*, entao escolher uma solugao do sistema de equagoes lineares

—r+y+t=1
—r+y+t=1,
—r+y+t=1

digamos uy = (0,1,0,0). Finalmente, estendendo u; para uma base de W, escolhendo
us = (0,0,1,0) e ugy = (1,1,0,0). Portanto, se

1 001 000 1
0101 -1 1 1

P = e P71 = 0 ,
1 010 001 —1
1 000 00 -1

entao

P'AP =1J.
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EXERCICIOS
1. Seja T : R3 — R3 um operador linear cuja representacao matricial em relacio a

base candnica de R? é
0 21

A=[T|=]10 0 3
0 00
Determine a matriz nilpotente J em forma canoénica que seja semelhante a A. Além

disso, determine uma matriz P tal que P"'AP = J.

. Seja T : R* — R* um operador linear cuja representacao matricial em relacao a

base candnica de R* é

00 -1 1
00 10
A=ITl=100 00
00 00

Determine a matriz nilpotente J em forma candnica que seja semelhante a A. Além

disso, determine uma matriz P tal que P~1AP = J.

. Seja T : R® — R® um operador linear cuja representacao matricial em relacio a

base candnica de R* é

A=[T]=

_— O = =

0
1
1
0

o O O O
o O O
o O O O

000O0O

Determine a matriz nilpotente J em forma candnica que seja semelhante a A. Além

disso, determine uma matriz P tal que P~!AP = J.

. Seja

o O O O

0
0
1
0

o O O
o O = O

(a) Mostre que AN = NA se, somente se, A é da forma
d

c
b ¢
a b
0 a

O O O
O O 2 o
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(b) Mostre que se b # 0, entdao dim V), = 1, para todo autovalor A de A.
(c) Mostre que se b =0 e ¢ # 0, entao dim V), = 2, para todo autovalor A de A.

(d) Mostre que se b =c =0 e d # 0, entdo dim V), = 3, para todo autovalor A de
A.

(e) Generalize para qualquer matriz quadrada N.

Seja T : V — V um operador linear tal que 7% = 0 mas T%~! # 0. Mostre que todo

operador linear semelhante a 7" é nilpotente de indice k.

Seja T': V — V um operador linear com dim V' = n tal que 7% = 0 mas 7%~ # 0.
Mostre que
ImT** CkerT?, i=1,....k—1.

Seja T': V — V um operador linear com dimV = n tal que 7% = 0 mas T%~! # 0.

Mostre que T + I é invertivel.

Seja T : V — V um operador linear, onde V' é um espaco vetorial de dimensao finita
sobre C. Mostre que T é nilpotente se, e somente se, todos os autovalores de T' sao
nulos. Mostre, com um exemplo, que uma das implicacoes da afirmacao é falsa se

V' é um espaco vetorial de dimensao infinita sobre R.

7.3 Forma Canodnica de Jordan

Nesta segao provaremos que todo operador linear 7' : V' — V' com dim V' = n pode ser

decomposto como soma de um operador diagonalizdvel com um operador nilpotente.

Lema 7.13 Sejam T : V — V um operador linear com dimV = n,

fr=(@—=2)"(z=2)% emp=(z—X\)" (2 —\)"™,

0s polindomios caracteristico e minimal de T, onde 0s Ai,..., A, € R (C) sdo distintos

aos pares e 1 < r; < d;. Entao T admite uma representacao matricial em bloco J cujos

elementos diagonais tém a forma

[N 1 0 -+ 0]
o N 1 -+ 0
Jij=1 1 .o
o 00 -+ 1
0 0 0 - N |
Além disso, para cada \;, 1 =1,... k, os blocos J;j tém as sequintes propriedades:

1. Emiste pelo menos um bloco J;; de ordem r; e todos os outros sao de ordem menor

do que ou igual r;.
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2. A soma dos blocos J;; € igual a d; = mg(N;).
3. O nimero dos blocos J;; € igual a mq(\;).

4. O nimero dos blocos J;; de cada ordem possivel é determinado de modo nico por

T.
Prova. Como o polindmio minimal de 7" tem a forma
mp = (x— X)) (2 — Mp)™,

onde os \;, © = 1,...,k, sao distintos, temos pelo Teorema da Decomposi¢ao Primaria
que
I'=NT o - QlyeV=Wo---OW,,

onde W; = ker(T' — \I)",i=1,...,k. Sendo m; = (z — \;)", i = 1,...,k, o polindmio
minimal de 7T} temos que

(T, =N =0,i=1,... k.
Fazendo N; = T; — \;I, temos que

T,=M +Nie Ni=0, i=1,...,k

isto é, T; é a soma de um operador diagonalizavel \;I e de um operador nilpotente N; de
indice r;. Assim, pelo Lema 7.10, podemos escolher uma base para W; em relacao a qual
N; esteja na forma canodnica. Nesta base, T; = \;I + N; é representado por uma matriz

diagonal de bloco J; cujos elementos diagonais sao as matrizes J;;. Portanto,
J=J,9--- DI}

estd na forma canodnica e é a representacao matricial 7.

Além disso, (1) Como N;* =0, i =1,...,k, temos que existe, pelo menos, um J;; de
ordem 7; e todos os outros de ordem menor ou igual 7;.

(2) Como T e J possuem 0 mesmo polindmio caracteristico fr temos que a soma das
ordens dos J;; ¢ igual a d; = mg(\;).

(3) Como N; = T; — \;I e a multiplicidade geométrica de A; é igual a dimensao do
ker(7; — N\, I)™, que é a nulidade de N;, temos que o nimero dos J;; é igual a m,(\;).

(4) Segue do item (2). do Lema 7.10. [

A matriz J é chamada de forma canénica de Jordan de T. Um bloco diagonal J;;
é chamado um bloco elementar de Jordan associado ao autovalor )\;. Note que se V ¢é
um espago vetorial de dimenséao finita sobre o corpo dos nimeros complexos C (sobre
um corpo algebricamente fechado), entao todo operador linear 7' : V' — V admite uma

representacao matricial na forma candnica de Jordan.

Teorema 7.14 Seja T : V — V um operador linear com dim'V = n. Entao as sequintes

condigoes sao equivalentes:
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O polinomio caracteristico de T fatora-se na forma
fr=(z=M)" - (= X)%;

FEziste uma base de V' em relacao a qual T admite uma representacao matricial na

forma canonica de Jordan;

T é triangularizdvel, isto é, existe uma base de V' em relacao a qual T’ é representado

por uma matriz triangular superior da forma

)\1 *
T = ;
0 An
Existem subespagcos Wy, W1, ..., Wy de V invariantes sob T' tais que

{O}ZW[)CWlC"'CW]{;,lCW]{;:V;

O corpo R (C) contém n autovalores de T' (contando as multiplicidades);

V=V"g. @V,

Prova. A implicagao (1. = 2.) segue do Lema 7.13. Agora é fécil verificar as implicagoes
(2. = 3. = 4. = 5. = 6. = 1.). Assim, resta provar que (1. = 6.). Pelo item (2) do

Teorema 7.6, temos que

V=ker(T —M)"@®---@ker(T — )" =V @@V,

Exemplo 7.15 Seja T : R* — R* um operador linear cuja representacio matricial em

relacdo a base canoénica de R* é

0101
0100
A== _ 11
“110 2

Determine a forma canonica de Jordan de T'.

Solucao. 1.° Passo. Determinar o polindmio caracteristico de 7"

fT = det(xI4 — A) = (l’ — 1)4
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2. Passo. Determinar o polinémio minimal de 7"
my = (z — 1)
3. Passo. Pelo Teorema da Decomposicao Primaria, temos que
T=T eV =ker(T—1I)>

Finalmente, fazendo

-1 101
N_oA_T— 0000
-1 1 01
-1 1 01

temos que N2 = 0 e pelo Exemplo 7.12
M—P 'NP—P '(A-T)P=P'AP—T,
isto é,

0

0
J=P'AP=I+M-= )
0

_ o O O

1
1
0
0

o O O

Exemplo 7.16 Seja T : R* — R3 um operador linear cuja representagcdo matricial em

relacdo a base canodnica de R? é

0 1
A=[T]=|10 -3
3

Determine a forma canonica Jordan de T

Solucao. Note que o polinémio caracteristico de 1" é

x 0 -1
fr = det(zl3y—A)=det | -1 = 3
0 -1 -3
0 0 23-322+3z-1
= det| -1 0 2?2 — 32+ 3
0 -1 r—3
= 2 -3 +3r—1=(z - 1)

Assim, se A é um autovalor de T', entao, pelo Teorema 4.2, o posto(T — AI) < 2. Por outro
lado, as operagoes de linhas acima mostra que posto(T'—AI) > 2. Logo, posto(T'—\I) = 2.
Portanto,

dim V) = dimker(T'—A)=3—-2=1
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e a forma canonica de Jordan de 7" é

J:

o O =
O = =
— = O

Este procedimento se aplica a qualquer matriz companheira.

Exemplo 7.17 Seja T : V — V um operador linear com polindmio caracteristico
fr=(z=3)*(z - 1)*(x +5).

Determine as possiveis formas canénicas de Jordan de'l’ e a dimV.

Solucao. E claro, da definicdo de fr, que dimV = 6 e que os candidatos a polinomio

minimal de T sdo:

my = (z—3)(z—1)(x+5)
mr = (z—3)*x—1)(x+5)
mr = (z—3)(z—1)*(z +5)
mr = (v —3)(xz—1)73x+5)
my = (v—3)*x—1)*x+5)
mr = fr

Portanto, as possiveis formas canonicas de Jordan de T sao:

300000 310000 300000
030000 030000 030000
001000 001000 001100
000100l |0O0O01TO0OO0O| [0O0O0T1O00
0000T10 000010 000010
(0000O05] [0000O05] |0O0O0O0O 5,
(3 00000] [310000] [310000]
030000 030000 030000
001100 001100 001100
000110 |{00010O0| |]00O0T1T1D0
0000T10 000010 000010
0000O05] [0000O05] |00O0O0O0 5,

Exemplo 7.18 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja A uma matriz n x n. Mostre

que se
fA = (l’ — /\1)d1 cee (l’ — /\k)dk

¢ o polinomio caracteristico de A, entio fa(A)=0.
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Solugao. Seja J a forma canodnica de Jordan de A. Entao

fa(@)=Jd1---Jn,

onde J, =J - NI, ¢=1,...,n. Como a n-ésima linha de J,, € uma linha de zeros temos
que: as duas iltimas linhas de J,,_1J,, sao de zeros, as trés tltimas linhas de J,,_»J,_1J,

sao de zeros, e assim por diante. Portanto,
fa(J)=0.

Como fa(A) e fa(J) sao semelhantes temos que
fa(A)=0.

Exemplo 7.19 Sejam M, N € R3*3 nilpotentes. Mostre que M e N sdo semelhantes se,

e somente se, M e N tem o mesmo polinémio minimal.

Solugao. Sejam f, g e m, n os polindmios caracteristicos e minimais de M e N, respec-
tivamente. Entao

m=ne f=g.

Como m e f tém as mesma raizes temos que a forma canonica de Jordan de M (N) é

uma das matrizes:

000 010 010
000, |0O0O0] e |[0O01
000 000 0 00

Portanto, em qualquer caso, M e N sao semelhantes.

EXERCICIOS

1. Seja T : R? — R3 um operador linear cuja representacao matricial em relacio a
base canonica de R3 é

Determine a forma canonica de Jordan de

2. Determine se as matrizes

A:[ 1 4
~1 -3

e B=

sao ou nao semelhantes, onde a € R.
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Seja A € R%*5 com polindmio caracteristico e minimal
f=@—=2Pa+7)?em=(xr—2>*x+7),
respectivamente. Determine a forma canoénica de Jordan de A.
Seja T : V — V um operador linear com polindbmio caracteristico
fr = (x+2)*z — 1)
Determine as possiveis formas canonicas de Jordan de T' e a dim V.

Seja T : V — V um operador linear com dim V' = n. Mostre que se \q,...,\, sao
os autovalores de T', entao
detT = A1+ Ay,

Seja T : V — V um operador linear com dim V' = n. Mostre que 7' é nao-singular

se, e somente se, todos os seus autovalores sao nao-nulos.

Sejam A, B € R™*". Mostre que se A e B tém o mesmo polinémio caracteristico
f=@=a)" (@ =)™,

o mesmo polindmio minimal e d; < 3,7 =1,...,k, entao A e B sao semelhantes.

Seja T : V — V um operador linear com dimV = n. Mostre que se tr(7T%) = 0,
i=1,...,n, entdo T é nilpotente. (Sugestao: Seja fr o polindmio caracteristico de
T. Entao tr(fr(T)) = b,n, onde b, ¢ o termo constante de fr. Como fr(T) =0
temos que b, = 0. Logo, 0 é um autovetor de T'. Agora, elimine o bloco elementar

de Jordan associado a 0 e use indugéo no restante.)

Sejam Aq, ..., \, € R. Mostre que se
N+ A =0, i=1,...,n,
entao \; =0,i=1,...,n.
Sejam T : V — V um operador linear com dimV =n e
fr=a"+bx™ '+ + b,z + b,

o polinémio caracteristico de T'. Mostre que

bl = — tI'(A), b2 = —% (b1 tr(A) + tr(A2)) g ,bn = —% (Z bnfk tr(Ak)> ,bo =1.
k=1
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