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Sejam K uma extensão de R (por exemplo K = C) e λ ∈ K uma raiz do polinômio

f ∈ R[x]. Dizemos que λ tem multiplicidade algébrica m, denotada por

ma(λ) = m,

se (x− λ)m é um fator de f mas (x− λ)m+1 não, isto é,

f = (x− λ)mg, onde g(λ) 6= 0.

A dimensão do auto-espaço Vλ = ker(T − λI) será chamada de multiplicidade geométrica

de λ e denotada por mg(λ) = dimVλ.

Exemplo 4.7 Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em

relação à base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 4 2 0

−1 1 0

0 1 2

⎤⎥⎦ .
Então o polinômio característico de T é

fT = (x− 2)2(x− 3).

Portanto, ma(2) = 2 e ma(3) = 1. Além disso, pelo Exemplo 4.6, temos que, mg(2) = 1

e mg(3) = 1. Note que mg(2) < ma(2).

Teorema 4.8 Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n e λ ∈ R. Se λ é um
autovalor de T , então mg(λ) ≤ ma(λ) = dimV λ.

Prova. Por hipótese existe u ∈ V λ com u 6= 0. Logo, podemos escolher um menor k ∈ N
tal que (T − λI)k(u) = 0 mas (T − λI)k−1(u) 6= 0, pois dimV = n e ker(T − λI)m ⊆
ker(T − λI)m+1, para todo m ∈ N. Assim, é fácil verificar que

{u1,u2 . . . ,uk}

é uma base de V λ, onde uj = (T − λI)k−j(u), j = 1, . . . , k, a qual é parte de uma base

α = {u1, . . . ,uk,uk+1, . . . ,un}

de V . Como

T (u1) = λu1, T (uj) = uj−1 + λuj, j = 2, . . . , k, onde T (uk+1) =
nX
i=1

ai(k+1)ui, (4.2)

temos que

A = [T ]αα =

"
J B

O C

#
, onde J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
λ 1 · · · 0

0 λ
. . . 0

...
...
. . . 1

0 0 · · · λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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B é uma matriz k × (n− k) e C é uma matriz (n− k)× (n− k). Logo,

fT = det(xIn −A) = det(xIk − J) det(xIn−k −C) = (x− λ)kh,

onde h = det(xIn−k −C) é um polinômio de grau n− k. Note que λ é o único autovalor

de T que satisfaz as equações (4.2) e (T − λI)(v) 6= 0, para todo v ∈ V − V λ, pois se μ é

outro autovalor de T , então

0 = (T − λI)k(u) =

Ã
kX

j=1

µ
k

j

¶
T j(−λI)k−j

!
(u)

=
kX

j=1

µ
k

j

¶
(−λ)k−jT j(u) =

kX
j=1

µ
k

j

¶
(−λ)k−jμju

= (μ− λ)ku.

Logo, μ−λ = 0, isto é, λ = μ. Agora, se (T −λI)(v) = 0, para algum v ∈ V −V λ, então

(T − λI)(v) ∈ V λ. Assim, existe s ∈ N tal que

(T − λI)s+1(v) = (T − λI)s(T − λI)(v) = 0,

isto é, v ∈ V λ, o que é impossível. Portanto, h(λ) 6= 0 e ma(λ) = k = dimV λ. ¥

Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n, cuja representação matricial

em relação a alguma base ordenada α de V é A = [T ]αα, e λ um autovalor de T . Então

(λIn −A) adj(λIn −A) = det(λIn −A)In = O

ou, equivalentemente,

A adj(λIn −A) = λ adj(λIn −A).

Seja Cj a j-ésima coluna da matriz adj(λIn −A). Então

ACj = λCj,

isto é, qualquer coluna não-nula Cj de adj(λIn −A) é um autovetor de T associado ao

autovalor λ.

Exemplo 4.9 Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em

relação à base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 0 0 4

1 0 −17
0 1 8

⎤⎥⎦ .
Determine os autovalores e autovetores de T .
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Solução. É fácil verificar que o polinômio característico de T é

fT = x3 − 8x2 + 17x− 4 = (x− 4)(x− 2 +
√
3)(x− 2−

√
3).

Para λ1 = 4, temos que

adj(4I3 −A) =

⎡⎢⎣ 1 4 16

−4 −16 −64
1 4 16

⎤⎥⎦ .
Logo, u1 = (1,−4, 1) é um autovetor de T associado ao autovalor λ1 = 4. Para λ2 =

2−
√
3, temos que

adj((2−
√
3)I3 −A) =

⎡⎢⎣ 4
√
3 + 8 4 8− 4

√
3

−
√
3− 6 4

√
3− 9 17

√
3− 30

1 2−
√
3 7− 4

√
3

⎤⎥⎦ .
Logo, u2 = (4(2 +

√
3),−(6 +

√
3), 1) é um autovetor de T associado ao autovalor λ2 =

2−
√
3. De modo análogo, obtemos u3 = (4(2−

√
3),−(6−

√
3), 1) é um autovetor de T

associado ao autovalor λ3 = 2 +
√
3.

Teorema 4.10 Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n, cuja represen-

tação matricial em relação a alguma base ordenada α de V é A = [T ]αα, e λ1, . . . , λn os

autovalores de T . Se ma(λi) = 1, então existe j ∈ {1, . . . , n} tal que a j-ésima coluna Cj

de adj(λiIn −A) é um autovetor de T associado ao autovalor λi.

Prova. (Caso n = 2). O polinômio característico de T é

fT = det(xI2 −A) = x2 − tr(A)x+ det(A), onde A =
"
a11 a12

a21 a22

#
.

Logo,
dfT
dx

= 2x− tr(A) = 2x− (a11 + a22) = tr (adj(xI2 −A)) ,

onde

adj(xI2 −A) =
"
x− a22 −a12
−a21 x− a11

#
.

Por outro lado, como fT = (x− λ1)(x− λ2) temos que

dfT
dx

= (x− λ2) + (x− λ1).

Assim,

tr (adj(xI2 −A)) = (x− λ2) + (x− λ1).

Em particular, quando x = λ2, obtemos

tr (adj(λ2I2 −A)) = (λ2 − a22) + (λ2 − a11) = (λ2 − λ1).



124 CAPÍTULO 4. FORMAS CANÔNICAS ELEMENTARES

Portanto, sema(λ2) = 1, então λ2−λ1 6= 0. Logo, existe j ∈ {1, 2} para o qual λ2−ajj 6= 0,
isto é, existe j ∈ {1, 2} tal que a j-ésima coluna Cj de adj(λ2I2 −A) é um autovetor de

T associado ao autovalor λ2. Esse procedimento se aplica ao caso geral. ¥

EXERCÍCIOS

1. Determine o polinômio característico dos operadores lineares, encontre seus auto-

valores e autovetores correspondentes e dar uma base e a dimensão dos respectivos

auto-espaços.

(a) T (x, y) = (2y, x).

(b) T (x, y) = (x+ y, 2x+ y).

(c) T (x, y) = (−y, x).

(d) T (x, y) = (2x+ 3y,−x− 2y).

(e) T (x, y) = (2x+ y,−y).

(f) T (x, y, z, w) = (2x+ y, 2y, 2z, 3w).

(g) T (a+ bx+ cx2) = b+ ax+ cx2.

(h) (Tp)(x) = p(1 + x), p ∈ P3(R).

(i) T (A) = At, sendo A ∈ R2×2.

(j) T (x, y, z) = (x+ y + z, 2y + z, 3z).

(k) T (x, y, z) = (2x+ 2y, x+ y + 2z, x+ y + 2z).

(l) T (x, y, z) = (x+ y, x− y + 2z, 2x+ y − z).

(m) T (x, y, z) = (−9x+ 4y + 4z,−8x+ 3y + 4z,−16x+ 8y + 7z).

(n) T (x, y, z) = (x+ 3y − 3z, 4y,−3x+ 3y + z).

(o) T (x, y, z, w) = (x, x+ y, x+ y + z, x+ y + z + w).

(p) T (x, y, z, w) = (3x− 4z, 3y + 5z,−z, , w).

(q) (Tp)(x) = p0(x), p ∈ P2(R).

(r) (Tp)(x) = (1− x2)p00(x)− 2xp0(x), p ∈ P3(R).

2. Qual é o operador linear T : R2 → R2 que possui λ1 = −2 e λ2 = 3 como autovalores
associados, respectivamente, a autovetores da forma (3y, y) e (−2y, y), com y 6= 0?

3. Seja T : V → V um operador linear tendo λ = 0 como autovalor. Mostre que T é

singular.
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4. Sejam T : V → V um operador linear invertível λ um autovalor de T . Mostre que

λ−1 é um autovalor T−1. O que se pode dizer sobre os autovetores associados?

5. Sejam T : V → V um operador linear. Mostre que se v é um autovetor de T

associado ao autovalor λ, então v é um autovetor de T k associado ao autovalor λk,

para todo k ∈ N.

6. Seja A ∈ Rn×n. Mostre que A e At têm o mesmo polinômio característico mas

podem ter autovetores distintos.

7. Seja T : R2 → R2 um operador linear definido por

T (x, y) = (ax+ by, cx+ dy),

onde a, b, c e d são números reais positivos. Mostre que:

(a) Os autovalores de T são dados por

(a+ d)±
p
(a− d)2 + 4bc

2
.

(b) Os autovalores de T são reais, distintos e pelo menos um deles é positivo.

8. Sejam A ∈ R2×2 uma matriz simétrica com autovalor λ1 = 1 e v1 = (1, 3) o

autovetor de A associado a λ1.

(a) Determine uma matriz A 6= I que satisfaça essas condições.

(b) Se λ2 = 9 é outro autovalor de A, determine um autovetor de A associado a

λ2.

(c) Determine uma matriz B tal que B2 = A.

9. Sejam A,B ∈ Rn×n. Mostre que os autovalores da matriz

C =

"
A B

B A

#

são exatamente os autovalores simultâneos de A+B e A−B. (Sugestão: Note que"
A B

B A

#
→ · · ·→

"
A+B −A
A+B −B

#

e use o Exercício 12 da Seção 1.1 do Capítulo 1.)

10. Sejam S : V → V e T : V → V operadores lineares. Mostre que se fS = fT , então

det(S) = det(T ). Mostre, com um exemplo, que a recíproca é falsa.
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11. Sejam A,B ∈ Rn×n. Mostre que AB e BA têm o mesmo polinômio característico.

(Sugestão: Sejam

C =

"
xIn A

B In

#
e D =

"
In O

−B xIn

#
.

Agora, use o fato de que det(CD) = det(DC).)

12. Seja T : V → V um operador linear tal que todo v ∈ V − {0} é um autovetor de

T . Mostre que T = aI, para algum a ∈ R.

13. Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n e A = [T ]αα, para alguma

base ordenada α de V . Mostre que:

(a) Se n é ímpar e det(A) < 0, então T possui pelo menos um autovalor positivo.

(b) Se n é ímpar e det(A) > 0, então T possui pelo menos um autovalor negativo.

(c) Se n é par e det(A) < 0, então T possui pelo menos um autovalor positivo e

um negativo.

(Sugestão: Use o Teorema do Valor Intermediário para o polinômio característico

fT de T e o FATO: se z = a + bi é uma raiz de fT , então z = a − bi também o é,

onde a, b ∈ R, i2 = −1 e zz = a2 + b2 ≥ 0.)

14. Seja T : R3 → R3 um operador linear não-nulo. Mostre que existe uma reta r em

R3 passando pela origem tal que T (r) ⊆ r.

15. Mostre que não existe A ∈ R3×3 tal que A2 = −I3.

4.2 Operadores Diagonalizáveis

Antes de definirmos operadores diagonalizáveis, provaremos um fato muito importante

de que autovetores associados a autovalores distintos aos pares são linearmente indepen-

dentes.

Teorema 4.11 Sejam T : V → V um operador linear e λ1, . . . , λn autovalores distin-

tos aos pares de T . Se u1, . . . ,un são os autovetores de T associados aos autovalores

λ1, . . . , λn, então o conjunto

{u1, . . . ,un}

é linearmente independente.

Prova. (Indução sobre n). Sejam x1, . . . , xn ∈ R tais que

x1u1 + · · ·+ xnun = 0. (4.3)
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Se n = 1, então x1u1 = 0. Logo, x1 = 0, pois u1 6= 0. Agora, suponhamos que n ≥ 2 e
que o resultado seja válido para todo k com 1 ≤ k ≤ n− 1. Aplicando T a equação (4.3)
e usando que T (ui) = λiui, temos que

x1λ1u1 + · · ·+ xnλnun = 0. (4.4)

Agora, multiplicando a equação (4.3) por λn e subtraindo da equação (4.4), temos que

(λn − λ1)x1u1 + · · ·+ (λn − λn−1)xn−1un−1 = 0.

Logo, pela hipótese de indução,

(λn − λi)xi = 0, i = 1, . . . , n− 1.

Como λn − λi 6= 0, i = 1, . . . , n− 1, temos que xi = 0, i = 1, . . . , n− 1. Assim,

xnun = 0

mas isto implica que xn = 0. Portanto, o conjunto

{u1, . . . ,un}

é linearmente independente. ¥

Teorema 4.12 Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n, cuja representação

matricial em relação a alguma base ordenada α de V é A = [T ]αα, e

Xj = [v]α = (x1j, x2j, . . . , xnj)
t ∈ Rn×1

as coordenadas de um autovetor v de T associado ao autovalor λj, j = 1, . . . , n. Se os

vetores X1, . . . ,Xn geram Rn×1, então a matriz P = [xij] é tal que

PAP−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = D.

Prova. Como os vetores X1, . . . ,Xn geram Rn×1 temos, pelo Teorema 4.11, que a matriz

P é não-singular. Sendo

AXj = λjXj

temos que
nX

k=1

aikxkj = λjxij, i = 1, . . . , n.

Logo,

PA =

"
nX

k=1

aikxkj

#
= [λjxij] = DP.

Portanto, PAP−1 = D. ¥
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Exemplo 4.13 Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em

relação à base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 3 0 −4
0 3 5

0 0 −1

⎤⎥⎦ .
Mostre que R3 possui uma base de autovetores.

Solução. É fácil verificar que o polinômio característica de T é

fT = (x+ 1)(x− 3)2.

Assim, λ1 = −1 e λ2 = 3 são os autovalores de T . Para λ1 = −1, temos que

Vλ1 = [(4,−5, 4)].

Para λ2 = 3, temos que

Vλ2 = [(1, 0, 0), (0, 1, 0)].

Portanto,

α = {(4,−5, 4), (1, 0, 0), (0, 1, 0)}

é uma base de autovetores de R3. Note que

R3 = Vλ1 ⊕ Vλ2 , D = [T ]αα =

⎡⎢⎣ −1 0 0

0 3 0

0 0 3

⎤⎥⎦ e PAP−1 = D,

onde

P = [I]αβ =

⎡⎢⎣ 4 1 0

−5 0 1

4 0 0

⎤⎥⎦
é a matriz de mudança de base da base α para a base canônica β de R3.

Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Dizemos que T é diagonalizável

se existir uma base de V formada de autovetores de T .

Exemplo 4.14 Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em

relação à base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 3 −3 −40 3 5

0 0 −1

⎤⎥⎦ .
T é diagonalizável?
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Solução. É fácil verificar que o polinômio característica de T é

fT = (x+ 1)(x− 3)2.

Assim, λ1 = −1 e λ2 = 3 são os autovalores de T . Para λ1 = −1, temos que

Vλ1 = [(1,−20, 16)].

Para λ2 = 3, temos que

Vλ2 = [(1, 0, 0)].

Portanto, T não é diagonalizável.

Sejam

f = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ R[x]

um polinômio de grau ∂(f) = n sobre os reais R e T : V → V um operador linear. Então

f(T ) é um operador linear sobre V definido por

f(T ) = anT
n + · · ·+ a1T + a0I.

Dizemos que f anula T se f(T ) = 0.

Lema 4.15 Seja T : V → V um operador linear tal que T (u) = λu, com u 6= 0. Então

f(T )(u) = f(λ)u, ∀ f ∈ R[x].

Prova. (Exercício) ¥

Sejam V um espaço vetorial sobre R eW1,. . . , Wk subespaços de V . Dizemos queW1,

. . . , Wk são independentes se ui ∈Wi e u1+u2+ · · ·+uk = 0, então ui = 0, i = 1, . . . , k.

Lema 4.16 Sejam V um espaço vetorial sobre R com dimV = n, W1,. . . , Wk subespaços

de V e W =W1 + · · ·+Wk. Então as seguintes condições são equivalentes:

1. W1,. . . , Wk são independentes;

2. Wj ∩ (W1 + · · ·+Wj−1) = {0}, para 2 ≤ j ≤ k;

3. Se αi é uma base ordenada de Wi, então o conjunto ordenado α = {α1, . . . , αk} é
uma base de W .

Prova. (1⇒ 2) Seja u ∈Wj ∩ (W1 + · · ·+Wj−1). Então u ∈Wj e u ∈W1+ · · ·+Wj−1.

Assim, existem u1 ∈W1, . . . ,uj−1 ∈Wj−1 tais que

u = u1 + u2 + · · ·+ uj−1.

Logo,

u1 + u2 + · · ·+ uj−1 + (−u) + 0+ · · ·+ 0 = 0.
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Pela hipótese, u1 = u2 = · · · = uj−1 = (−u) = 0. Portanto, u = 0 e

Wj ∩ (W1 + · · ·+Wj−1) = {0}, 2 ≤ j ≤ k.

(2⇒ 3) É claro que W = [α]. Como qualquer relação linear entre os vetores de α terá a

forma

v1 + v2 + · · ·+ vk = 0,

onde os vi é alguma combinação linear dos vetores de αi, temos que

vk ∈Wk ∩ (W1 + · · ·+Wk−1) = {0},

isto é, vk = 0. Assim,

v1 + v2 + · · ·+ vk−1 = 0⇒ vk−1 ∈Wk−1 ∩ (W1 + · · ·+Wk−2) = {0},

isto é, vk−1 = 0. Continuando dessa maneira, temos que α é LI.

(3⇒ 1) Fica como um exercício. ¥

Sejam V um espaço vetorial sobre R e W1,. . . , Wk subespaços de V . Dizemos que V é

soma direta deW1, . . . , Wk se pelo menos uma (e portanto todas) das condições do Lema

4.16 for satisfeita. Notação

V =W1 ⊕ · · ·⊕Wk.

Teorema 4.17 Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n e Vλi = ker(T−λiI)
os auto-espaços de T associados aos autovalores distintos aos pares λi, i = 1, . . . , k (em

alguma extensão de R). Então as seguintes condições são equivalentes:

1. T é diagonalizável;

2. O polinômio característico de T é

fT = (x− λ1)
m1(x− λ2)

m2 · · · (x− λk)
mk , onde mi = dimVλi ;

3. V = Vλ1 ⊕ · · ·⊕ Vλk.

Prova. (1⇒ 2) Suponhamos que T seja diagonalizável. Então existe uma base

α = {u1, . . . ,un}

de V tal que

T (ui) = λiui, i = 1, . . . , n.

Logo,

A = [T ]αα =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
λ1I1 O · · · O

O λ2I2 · · · O
...

...
. . .

...

O O · · · λkIk

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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onde Imi é uma matriz identidade mi ×mi e mi = dimVλi, i = 1, . . . , k. Portanto,

fT = det(xIn −A) = (x− λ1)
m1(x− λ2)

m2 · · · (x− λk)
mk .

(2⇒ 3) Sejam ui ∈ Vλi, i = 1, . . . , k. Para verificar que

V = Vλ1 ⊕ · · ·⊕ Vλk ,

basta provar que

u1 + · · ·+ uk = 0⇒ ui = 0, i = 1, . . . , k,

isto é, os Vλi, i = 1, . . . , k, são independentes. Seja

Sj = (T − λ1I1) · · · (T − λi−1Ii−1)(T − λi+1Ii+1) · · · (T − λkIk)

=
kY

j=1

(T − λjIj) com j 6= i.

Então, pelo Lema 4.15, temos que

Sj(ui) =
kY

j=1

(λi − λj)ui.

Por outro lado, aplicando Sj à equação vetorial

u1 + · · ·+ un = 0

e usando o Exercício (8) a seguir, temos que Sj(ui) = 0. Assim,

kY
j=1

(λi − λj)ui = 0.

Como λj 6= λi, j 6= i e j = 1, . . . , k, temos que

ui = 0, i = 1, . . . , k.

(3⇒ 1) É uma conseqüência direta da definição. ¥

EXERCÍCIOS

1. Para cada um dos operadores lineares do Exercício (1) da Seção (4.1), identifique os

operadores que são diagonalizáveis. Nos casos afirmativos, especifique uma matriz

P tal que PAP−1 seja diagonal.
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2. Seja T : R2 → R2 um operador linear definido por

T (x, y) = (ax+ by, cx+ dy),

onde a, b, c e d são números reais positivos. Mostre que T é diagonalizável.

3. Seja T : R2 → R2 um operador linear cuja representação matricial em relação à

base canônica de R2 é

A = [T ] =

"
a b

b c

#
.

Mostre que os autovalores de T são reais e T que é diagonalizável.

4. Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em relação à

base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎤⎥⎦ .
Mostre que T é diagonalizável. Generalize para Rn.

5. Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em relação à

base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ a b b

b a b

b b a

⎤⎥⎦ .
Determine os autovalores e autovetores de T . Além disso, especifique uma matriz

P tal que PAP−1 seja diagonal.

6. Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em relação à

base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 0 a 0

b 0 b

0 a 0

⎤⎥⎦ .
Determine os autovalores e autovetores de T . Além disso, para que valores de a e

b, T é diagonalizável.

7. Considere as matrizes

A =

"
−4 −3
10 7

#
e B =

⎡⎢⎣ 1 −2 3

0 −1 3

0 0 1

⎤⎥⎦ .
Calcule A10 e B35.
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8. Seja T : V → V um operador linear. Mostre que

Tf(T ) = f(T )T, ∀ f ∈ R[x].

Conclua que

f(T )g(T ) = g(T )f(T ), ∀ f, g ∈ R[x].

9. Sejam A,B ∈ Rn×n. Mostre que se A e B são semelhantes, então f(A) e f(B) são

semelhantes, para todo f ∈ R[x].

10. Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Mostre que existe um

polinômio não-nulo f ∈ R[x] de grau no máximo n2 tal que f(T ) = O.

11. Os números de Fibonacci a1, a2, . . . são definidos por

a1 = a2 = 1 e an+1 = an + an−1, ∀ n ≥ 2.

(a) Mostre que "
an+1 an

an an−1

#
=

"
1 1

1 0

#n
, ∀ n ∈ N,

onde a0 = 0, e conclua que

an+1an−1 − a2n = (−1)n.

(b) Mostre que

an =
1

2n
√
5

³
(1 +

√
5)n − (1−

√
5)n
´
, ∀ n ∈ N.

12. Sejam T : V → V um operador linear diagonalizável com dimV = n e

fT = xn + b1x
n−1 + · · ·+ bn−1x+ bn

o polinômio característico de T . Mostre que

posto(T ) = max{j : bj 6= 0}.

(Sugestão: Note que

bj = (−1)j
X

1≤i1<i2<···<ij≤n
λi1 · · ·λij ,

onde λi são os autovalores de T .)

13. Sejam x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ R. Mostre que se x1, . . . , xn são distintos aos pares,
então existe um único polinômio f ∈ R[x] de grau no máximo n−1 tal que f(xi) = yi,

i = 1, . . . , n. (Sugestão: Seja

f = a1 + a2x+ · · ·+ anx
n−1
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o polinômio desejado, onde os ai devem ser determinados. Então obtemos o sistema

de equações lineares com n equações e n incógnitas

a1 + a2xi + · · ·+ anx
n−1
i = yi, i = 1, . . . , n,

ou, na forma matricial AX = B, onde

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 x1 · · · xn−11

1 x2 · · · xn−12
...

...
. . .

...

1 xn · · · xn−1n

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

a1

a2
...

an

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ e B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
y1

y2
...

ym

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
Agora, use a Regra de Cramer para resolver o sistema.)

14. Seja T : V → V um operador linear diagonalizável com dimV = n e todos os

autovalores de T são distintos aos pares. Mostre que qualquer operador linear

diagonalizável sobre V pode ser escrito como um polinômio em T .

15. Sejam V = C(R,R) o espaço vetorial de todas as funções reais contínuas e

β = {ea1x, . . . , eanx},

onde os ai ∈ R, i = 1, . . . , n, são distintos. Mostre que β é um subconjunto linear-

mente independente de V . (Sugestão: Considere o operador diferencial.)

4.3 Polinômio Minimal

Sejam

f = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ R[x]

um polinômio de grau ∂(f) = n sobre R e T : V → V um operador linear. Já vimos que

f(T ) é um operador linear sobre V definido por

f(T ) = anT
n + · · ·+ a1T + a0I.

e que f anula T se f(T ) = 0.

Observação 4.18 Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n e A = [T ]αα,

para alguma base ordenada α de V . Então:

1. f(T ) = O se, e somente se, f(A) = O.

2. A função fA : R[x]→ Rn×n definida por

fA(anx
n + · · ·+ a1x+ a0) = anA

n + · · ·+ a1A+ a0In

é claramente uma transformação linear com

ker fA = {f ∈ R[x] : f(A) = O} e Im fA = {f(A) : f ∈ R[x]}.

Mostraremos a seguir (Teorema de Cayley-Hamilton) que ker fA 6= {0}.
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Exemplo 4.19 Seja T : R2 → R2 um operador linear cuja representação matricial em

relação à base canônica de R2 é

A = [T ] =

"
1 3

0 3

#
.

Se f = x2 − 4x+ 3, então f(A) = O. Logo, f anula T . Se g = x− 3, então

g(A) =

"
−2 3

0 0

#
6= O.

Logo, g não anula T .

Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n e fT o polinômio característico

de T . Se T é diagonalizável, então fT (T ) = 0.

De fato, se T é diagonalizável, então existe uma base

α = {u1, . . . ,un}

de V tal que

T (ui) = λiui, i = 1, . . . , n.

Logo, pelo Lema 4.15, temos que

fT (T )(ui) = fT (λi)ui = 0, i = 1, . . . , n.

Portanto, f(T ) = 0. Mais geralmente, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.20 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja T : V → V um operador linear

com dimV = n. Se fT é o polinômio característico de T , então fT (T ) = 0.

Prova. (Caso n = 2). Sejam
α = {u1,u2}

uma base ordenada de V e A = [T ]αα. Então o polinômio característico de T é

fT = det(xI2 −A) = x2 + b1x+ b2.

Seja B(x) = adj(xI2 −A), isto é,

B(x) =

"
x− a22 −a12
−a21 x− a11

#
.

Então os elementos de B(x) são polinômios de grau no máximo 1 (n− 1). Logo,

B(x) =

"
x− a22 −a12
−a21 x− a12

#

=

"
x 0

0 x

#
+

"
−a22 −a12
−a21 −a11

#
= B0x+B1,
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onde B0,B1 ∈ R2×2 são independentes de x. Como

(xI2 −A)B(x) = det(xI2 −A)I2

temos que

(xI2 −A)(B0x+B1) = (x2 + b1x+ b2)I2,

ou ainda,

B0x
2 + (B1 −AB0)x−AB1 = (x2 + b1x+ b2)I2.

Assim,

B0 = I2

B1 −AB0 = b1I2

−AB1 = b2I2.

Multiplicando as equações à esquerda pelas matrizes A2,A e I2, respectivamente, e so-

mando, temos que

O = A2 + b1A+ b2I2,

isto é, f(A) = 0. Esse procedimento se aplica ao caso geral. ¥

Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Dizemos que o polinômio

mT = xk + ak−1x
k−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ R[x]

é o polinômio minimal de T se as seguintes condições são satisfeitas:

1. mT (T ) = 0.

2. mT é o polinômio de menor grau dentre aqueles que anulam T com ∂(mT ) ≥ 1.

Note que o polinômio minimal mT não necessita ser irredutível, confira exemplo a

seguir.

Exemplo 4.21 Seja T : R2 → R2 um operador linear cuja representação matricial em

relação à base canônica de R2 é

A = [T ] =

"
0 0

1 0

#
.

Determine o polinômio minimal de T .

Solução. É claro que o polinômio característico de T é

fT = x2.

Se ∂(mT ) = 1, então mT = ax+ b com a 6= 0. Logo,

mT (A) =

"
b 0

a b

#
6= O,

Assim, ∂(mT ) ≥ 2. Como fT (A) = O temos que ∂(mT ) = 2. Portanto, mT = fT = x2

não é irredutível sobre R.
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Lema 4.22 Matrizes semelhantes têm o mesmo polinômio minimal.

Prova. SejamA eBmatrizes n×n semelhantes. Então existe uma matriz n×n invertível
P tal que

B = PAP−1.

É fácil verificar, indutivamente, que

Bm = PAmP−1, ∀ m ∈ N.

Assim,

f(B) = Pf(A)P−1, ∀ f ∈ R[x].

Em particular,

mB(B) = O⇒ mB(A) = O,

isto é, mA é um fator de mB. Por outro lado,

mA(A) = O⇒ mA(B) = O,

isto é, mB é um fator de mA. Portanto, mB = mA, pois ambos são mônicos. ¥

Observação 4.23 A recíproca do Lema acima é falsa, pois é fácil verificar que as ma-
trizes

A =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ e B =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦
têm o mesmo polinômio minimal mB = mA = x4 mas não são semelhantes.

Teorema 4.24 Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Então os polinômios

característico e minimal de T possuem as mesmas raízes, a menos de multiplicidades.

Prova. Sejam mT o polinômio minimal de T e λ ∈ R. Devemos provar que mT (λ) = 0

se, e somente se, λ é um autovalor de T .

Suponhamos que mT (λ) = 0. Então, pelo algoritmo da divisão, existe q ∈ R[x] tal que

mT = (x− λ)q.

Como ∂(q) < ∂(mT ) temos que q(T ) 6= 0. Assim, existe w ∈ V , w 6= 0, tal que

u = q(T )(w) 6= 0. Logo

0 = mT (T )(w)

= (T − λI)q(T )(w)

= (T − λI)(u).
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Portanto, λ é um autovalor de T e u é o autovetor associado a λ. Reciprocamente,

suponhamos que λ seja um autovalor de T . Então existe u ∈ V com u 6= 0 tal que

T (u) = λu. Assim, pelo Lema 4.15, temos que

mT (λ)u = mT (T )(u) = 0.

Como u 6= 0 temos que mT (λ) = 0. ¥

Observação 4.25 Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n e fT , mT os

polinômios característico e minimal de T . Então pelo Teorema de Cayley-Hamilton e o

Teorema 4.24, mT é um fator de fT .

Exemplo 4.26 Seja T : V → V um operador linear com polinômio característico

fT = (x− 3)2(x− 1)3(x+ 5).

Determine os candidatos a polinômio minimal de T e a dimV .

Solução. É claro, da definição de fT , que dimV = 6. Pela Observação acima os can-

didatos a polinômio minimal de T são:

mT = (x− 3)(x− 1)(x+ 5)
mT = (x− 3)2(x− 1)(x+ 5)
mT = (x− 3)(x− 1)2(x+ 5)
mT = (x− 3)(x− 1)3(x+ 5)
mT = (x− 3)2(x− 1)2(x+ 5)
mT = fT .

Exemplo 4.27 Determine um operador linear T : R3 → R3 cujo polinômio minimal é

mT = x3 − 8x2 + 5x+ 7.

Solução. Existe um vetor u de R3 com u 6= 0 tal que o conjunto

α = {u, T (u), T 2(u)}

é uma base de R3, pela minimalidade do grau de mT . Logo,

T (u) = 0u+ 1T (u) + 0T 2(u)

T 2(u) = 0u+ 0T (u) + T 2(u)

T 3(u) = −7u− 5T (u) + 8T 2(u),

pois

mT (T ) = O⇒ T 3(u) =
¡
−7I − 5T + 8T 2

¢
(u) = −7u− 5T (u) + 8T 2(u).
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Portanto,

A = [T ]αα =

⎡⎢⎣ 0 0 −7
1 0 −5
0 1 8

⎤⎥⎦ e T (x, y, z) = (−7z, x− 5z, y + 8z).

A matriz A é chamada de matriz companheira associada com mT .

Lema 4.28 Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Se T é diagonalizável

e existe u ∈ V tal que T 2(u) = 0, então T (u) = 0.

Prova. Suponhamos que T seja diagonalizável. Então existe uma base

α = {u1, . . . ,un}

de V tal que

T (ui) = λiui, i = 1, . . . , n.

Como para cada u ∈ V existem únicos c1, . . . , cn ∈ R tais que

u = c1u1 + · · ·+ cnun

temos que

0 = T 2(u) = c1λ
2
1u1 + · · ·+ cnλ

2
nun ⇒ ciλ

2
i = 0, i = 1, . . . , n.

Logo, λi = 0 ou ciλi = 0, não ambos, para todo i = 1, . . . , n. Portanto, em qualquer caso

T (u) = 0. ¥

Sejam V um espaço vetorial sobre R eW1,W2 subespaços de V tais que V =W1⊕W2.

A projeção sobre W1 na direção de W2 é o operador linear E1 : V → V tal que E1(v) =

E1(w1 +w2) = w1, para todo w1 ∈W1 e w2 ∈W2 (confira Figura 4.1).

Figura 4.1: Projeção sobre W1 na direção de W2.
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Exemplo 4.29 Seja E1 : R3 → R3 a projeção sobre o plano

W1 = {(x, y, z) ∈ R3 : 3x+ y − 2z = 0}

na direção da reta W2 = [(1, 1, 1)]. Determine a representação matricial de E1 em relação

à base canônica de R3 e também em relação à base ordenada

α = {(1,−1, 0), (2, 0, 1), (1, 2, 3)}

de R3.

Solução. Como W1 = [(1,−3, 0), (0, 2, 1)] temos que R3 =W1 ⊕W2 e

β = {(1,−3, 0), (0, 2, 1), (1, 1, 1)}

é uma base ordenada de R3. Assim, é fácil verificar que

E1(x, y, z) =

µ
−x− y + 2z

2
,
−3x+ y + 2z

2
,
−3x− y + 4z

2

¶
.

Portanto,

[E1] =
1

2

⎡⎢⎣ −1 −1 2

−3 1 2

−3 −1 4

⎤⎥⎦ e [E1]αα =

⎡⎢⎣ 2 2 4
3

−1 −1 3
2

0 0 1

⎤⎥⎦ .
Lema 4.30 Seja E : V → V um operador linear com dimV = n. Então as seguintes

condições são equivalentes:

1. E é uma projeção;

2. V = ImE ⊕ kerE e w ∈ ImE se, e somente se, E(w) = w;

3. Existe uma base ordenada α de V tal que

[E]αα =

"
Ik 0

0 0

#
;

4. E2 = E.

Prova. (1⇔ 2) Suponhamos que E seja uma projeção. Então existe uma decomposição

V = W1 ⊕W2 tal que E é a projeção sobre W1 na direção de W2. Portanto, W1 = ImE

e W2 = kerE. Além disso,

{w ∈ V : E(w) = w} = {w1 +w2 ∈W1 ⊕W2 : w1 = w1 +w2}
= {w1 +w2 ∈W1 ⊕W2 : w2 = 0}
= W1 = ImE.

Reciprocamente, basta tomar W1 = ImE e W2 = kerE.
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(2 ⇒ 3) Sejam {u1,u2, . . . ,uk} uma base ordenada de ImE e {uk+1,uk+2, . . . ,un} uma
base ordenada de kerE. Então

α = {u1,u2, . . . ,uk,uk+1, . . . ,un}

é uma base ordenada para V . Logo,

[E]αα =

"
Ik 0

0 0

#
.

(3⇒ 4) É claro.

(4 ⇒ 2) Suponhamos que E2 = E. Então E(v) ∈ ImE e v − E(v) ∈ kerE, para todo
v ∈ V . Logo,

v = E(v) + (v−E(v)) ∈ ImE + kerE, ∀ v ∈ V,

isto é, V = ImE+kerE. Agora, se v ∈ ImE ∩ kerE, então E(v) = v e E(v) = 0. Logo,
v = E(v) = 0 e ImE∩kerE = {0}. Portanto, V = ImE⊕kerE. Finalmente, w ∈ ImE

se, e somente se, existe v ∈ V tal que w = E(v) se, e somente se,

E(w) = E2(v) = E(v) = w.

¥

Teorema 4.31 Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Então as seguintes

condições são equivalentes:

1. T é diagonalizável;

2. Para cada u ∈ V e λ ∈ R se (T − λI)2(u) = 0, então (T − λI)(u) = 0;

3. Se v0 ∈ V é um autovetor de T associado ao autovalor λ0 ∈ R, então (T−λ0I)(u) 6=
v0, para todo u ∈ V ;

4. As raízes do polinômio minimal de T são todas distintas (simples);

5. Existe um k ∈ N, escalares distintos λ1, . . . , λk ∈ R e operadores lineares não-nulos
Ei : V → V , i = 1, . . . , k, tal que

T =
kX
i=1

λiEi,
kX
i=1

Ei = I e EiEj = 0 se i 6= j.

Prova. (1 ⇒ 2) Seja A = [T ]αα a representação matricial de T em relação à alguma

base ordenada α de V . Suponhamos que A seja diagonalizável. Então existe uma base

ordenada β de V e uma matriz invertível P tal que

PAP−1 = [T ]ββ = D
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é diagonal. Seja Y = PX, onde X = [u]α ∈ Rn×1, para cada u ∈ V . Então

0 = (A− λIn)
2P−1Y = (P−1DP− λIn)

2P−1Y = P−1(D− λIn)
2Y.

Como P é invertível temos que (D − λIn)
2Y = 0 e, pelo Lema 4.28, (D − λIn)Y = 0.

Portanto,

(D− λIn)PX = 0⇒ (D− λIn)X = 0.

(2⇒ 3) Suponhamos que v0 ∈ V seja um autovetor de T associado ao autovalor λ0 ∈ R.
Então T (v0) = λ0v0. Logo, se existir u ∈ V tal que (T − λ0I)(u) = v0, então

(T − λ0I)
2(u) = (T − λ0I)(v0) = 0.

Assim, por hipótese,

v0 = (T − λ0I)(u) = 0,

o que é uma contradição.

(3⇒ 4) Suponhamos que

mT = (x− λ0)
2q.

Então existe w ∈ V com w 6= 0 tal que v0 = (T − λ0I)q(T )(w) 6= 0, pois

∂((x− λ0)q) < ∂(mT ).

Assim,

(T − λ0I)(v0) = mT (T )(v0) = 0.

Logo, v0 ∈ V é um autovetor de T associado ao autovalor λ0. Mas então a equação

(T − λ0I)(u) = v0

tem solução q(T )(w), o que é uma contradição.

(4⇒ 5) Suponhamos que

mT = (x− λ1) · · · (x− λk),

onde λ1, . . . , λk ∈ R são os autovalores distintos de T . Definimos pi ∈ R[x] pelas relações

mT = (x− λi)pi, i = 1, . . . , k.

Então pi(λi) 6= 0 e pi(λj) = 0 se, e somente se i 6= j. Agora consideremos o polinômio

g = 1−
kX
i=1

pi
pi(λi)

.

Então

∂(g) < ∂(mT ) = k e g(λi) = 0, i = 1, . . . , k.
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Logo, pela minimalidade do grau de mT , temos que g ≡ 0. Assim, g(S) = 0, para todo
operador linear S : V → V . Escolhendo os operadores lineares

Ei =
1

pi(λi)
pi(T ), i = 1, . . . , k,

obtemos

Ei 6= 0,
kX
i=1

Ei = I e mT (T ) = (T − λiI)pi(T ) = 0.

Logo,

Tpi(T ) = λipi(T ), i = 1, . . . , k.

Assim,

kX
i=1

λiEi =
kX
i=1

1

pi(λi)
λipi(T ) =

kX
i=1

1

pi(λi)
pi(T )T = T

Ã
kX
i=1

Ei

!
= T.

Finalmente, se i 6= j, então

EiEj =
1

pi(λi)pj(λj)
pi(T )pj(T ) = 0.

(5 ⇒ 1) Seja v ∈ V com v 6= 0. Então ui = Ei(v) é um autovetor de T associado ao

autovalor λi, pois

T (ui) =

Ã
kX

j=1

λjEj

!
(ui) =

kX
j=1

λjEj(ui) =
kX

j=1

λjEjEi(v) = λiEi(v) = λiui.

Além disso,

v = I(v) =
kX
i=1

Ei(v) =
kX
i=1

ui,

de modo que, todo vetor é combinação linear dos autovetores. Portanto,

α = {u1, . . . ,un}

é uma base de V formada de autovetores, isto é, T é diagonalizável. ¥

Exemplo 4.32 Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em

relação à base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 2 2 −5
3 7 −15
1 2 −4

⎤⎥⎦ .
T é diagonalizável?
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Solução. 1.o Passo. Determinar o polinômio característico de T .

fT = det(xI3 −A)
= (x− 1)2(x− 3).

2.o Passo. Determinar os candidatos a polinômio minimal de T . Neste caso, são

mT = (x− 1)(x− 3)
mT = fT .

3.o Passo. Calcular mT (A) para cada um dos candidatos. Neste caso,

mT (A) = (A− I3)(A− 3I3)

=

⎡⎢⎣ 1 2 −5
3 6 −15
1 2 −5

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ −1 2 −5

3 4 −15
1 2 −7

⎤⎥⎦ =
⎡⎢⎣ 0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎦ .
Assim,

mT = (x− 1)(x− 3) = x2 − 4x+ 3

é o polinômio minimal de T . Portanto, T é diagonalizável. Note que

p1 = x− 3, E1 = −
1

2
(T − 3I), p2 = x− 1, E2 =

1

2
(T − I),

E1E2 = 0 e E1 +E2 = I.

EXERCÍCIOS

1. Para cada um dos operadores lineares do Exercício (1) da Seção (4.1), determine o

polinômio minimal e identifique os operadores que são diagonalizáveis.

2. Seja T : V → V um operador linear cujo polinômio característico é

f = (x− 1)2(x− 4)3(x+ 2).

(a) Qual é a dimensão de V ?

(b) Quais são as possibilidades para o polinômio minimal de T?

(c) Se T é diagonalizável, qual é o seu polinômio minimal?

3. Sejam V um espaço vetorial de dimensão 5 e T : V → V um operador linear cujo

polinômio minimal é

m = (x− 1)2(x− 2).



4.3. POLINÔMIO MINIMAL 145

(a) Quais são as possibilidades para o polinômio característico de T?

(b) T é diagonalizável?

4. Determine condições necessárias e suficientes em a, b, c e d, de modo que a matriz"
a b

c d

#

não seja semelhante a uma matriz diagonal.

5. Seja A ∈ R4×4 matriz cujos autovalores distintos são λ = 1 e λ = −1.

(a) Escreva todas as possibilidades para o polinômio característico de A.

(b) Para cada possibilidade do polinômio característico de A, escreva os possíveis

polinômios minimais de A.

6. Mostre que se λ e μ são autovalores distintos de um operador linear T : V → V ,

então Vλ ∩ Vμ = {0}.

7. Seja T : V → V um operador linear cujo polinômio característico é

f = (x− 4)2(x+ 2)4.

(a) Quais são as possibilidades para dimV4 e dimV−2?

(b) Se T é diagonalizável, qual a dimensão de V4 e a de V−2?

8. Sejam V um espaço vetorial de dimensão 6 e T : V → V um operador linear cujos

autovalores distintos são λ1 e λ2. Se dimVλ1 = 3 e dimVλ2 = 1.

(a) Quais são as possibilidades para o polinômio característico de T?

(b) O polinômio minimal de T pode ser

m = (x− λ1)(x− λ2)?

9. Sejam V um espaço vetorial e T : V → V um operador linear não diagonalizável

cujo polinômio característico é

f = (x+ 1)(x− 3)3.

Quais são as possibilidades para dimV−1 e dimV3?

10. Seja T : V → V um operador linear invertível com dimV = n. Mostre que T−1 é

um polinômio em T de grau no máximo n− 1.
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11. Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n e

Spec(T ) = {λ ∈ R : λ é autovalor de T}.

Mostre que Spec(T ) é um conjunto finito.

12. Sejam V um espaço vetorial sobre R e

α = {u1, . . . ,un}

uma base ordenada de V . Se Eij : V → V é um operador linear definido por

Eij(uk) = δikuj, determine o Spec(Eij).

13. Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em relação à

base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ λ a 0

0 λ a

0 0 λ

⎤⎥⎦ .
Determine o polinômio minimal de T quando a = 0 e a 6= 0. Generalize para Rn.

14. Seja T : R2 → R2 um operador linear cuja matriz em relação à base canônica de R2

é simétrica. Prove que T é diagonalizável.

15. Seja T : R2 → R2 um operador linear definido por

T (x, y) = (x cos θ − y sen θ, x sen θ + y cos θ).

Mostre que se θ for um multiplo inteiro de π, então o autovalor de T será λ = 1 ou

λ = −1.

16. Determine a projeção E de R2 sobreW1 = [(1,−1)] na direção da retaW2 = [(1, 2)].

17. Suponhamos que V = W1 ⊕W2. Mostre que E1 é a projeção sobre W1 na direção

de W2 se, e somente se, I −E1 é a projeção sobre W2 na direção de W1.

18. Sejam E1 a projeção de V sobreW1 na direção deW2 e E1 a projeção de V sobre U1
na direção de U2. Mostre que E1 +E2 é uma projeção se, e somente se, E1E2 = 0.

19. Sejam E : V → V uma projeção e f ∈ R[x]. Mostre que f(E) = aI + bE.

20. Seja E : V → V uma projeção. Mostre que I + E é invertível exibindo sua inversa

(I +E)−1.

21. Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em relação à

base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 5 −6 −6
−1 4 2

3 −6 −4

⎤⎥⎦ .
Determine matrizes E1 e E2 tais que A = λ1E1 + λ2E2, E1 +E2 = I e E1E2 = 0.
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22. Seja T : R4 → R4 um operador linear cuja representação matricial em relação à

base canônica de R4 é

A = [T ] =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Determine matrizes E1, E2 e E3 tais que A = λ1E1+λ2E2+λ3E3, E1+E2+E3 = I

e E1E2 = E1E3 = E2E3 = 0.

23. Mostre que o auto-espaço associado ao autovalor λi, nos Exercícios 21 e 22, é ge-

rado pelos vetores colunas das matrizes Ej com i 6= j. Essa afirmação pode ser

generalizada?

24. Seja T : V →W uma transformação linear. Sejam E1 : V → V uma projeção sobre

kerT e E2 : W → W uma projeção na direção de ImT . Mostre que existe uma

transformação linear S :W → V tal que ST = IV −E1 e TS = IW −E2.

25. Seja T : V →W um operador linear tal que T 2 = I.

(a) Mostre que V =W1 ⊕W2, onde

W1 = {u ∈ V : T (u) = u} e W2 = {u ∈ V : T (u) = −u}

(b) Determine W1 e W2 para o operador linear T : Rn×n → Rn×n definido por

T (A) = At.

26. Seja T : V → V um operador linear. Mostre que as seguintes condições são equiva-

lentes:

(a) T 2 = I;

(b) Se E1 = 1
2
(I − T ) e E2 = 1

2
(I + T ), então E2

1 = E1, E2
2 = E2 e E1 +E2 = I;

(c) ker(T + I) = Im(T − I);

(d) ker(T − I) = Im(T + I);

(e) T é uma reflexão.

27. Seja T : V → V um operador linear com dimV = n tal que T k = 0, para algum

k ∈ N. Mostre que o polinômio característico de T é xn.

28. Seja A ∈ Rn×n. Mostre que A e At têm o mesmo polinômio minimal.

29. Sejam A,B ∈ Rn×n. Mostre que o polinômio minimal mC da matriz

C =

"
A O

O B

#
é o mínimo múltiplo comum dos polinômios minimais mA e mB de A e B, respec-

tivamente.
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30. Sejam B ∈ Rn×n uma matriz fixada e T : Rn×n → Rn×n um operador linear definido

por

T (A) = BA.

Mostre que o polinômio minimal de T é o polinômio minimal de B.

31. Sejam A,B ∈ Rn×n. As matrizes AB e BA têm o mesmo polinômio minimal?



Capítulo 5

Espaços com Produto Interno

O principal objetivo neste capítulo é estudar espaços vetorias nos quais tenha sentido

falar do “comprimento” de um vetor e do “ângulo” entre dois vetores.

5.1 Produto Interno

Seja V um espaço vetorial sobre R. Uma função h , i : V × V → R é um produto

interno sobre V se as seguintes condições são satisfeitas:

1. hu+ v,wi = hu,wi+ hv,wi, para todos u,v,w ∈ V .

2. hau,vi = ahu,vi, para todos u,v ∈ V e a ∈ R.

3. hu,vi = hv,ui, para todos u,v ∈ V .

4. hu,ui ≥ 0, para todo u ∈ V e hu,ui = 0⇔ u = 0.

Observações 5.1 1. Note que

hau+ bv,wi = ahu,wi+ bhv,wi, ∀ a, b ∈ R e u,v,w ∈ V,

pois

hau+ bv,wi = hau,wi+ hbv,wi
= ahu,wi+ bhv,wi.

Mais geralmente,

ha1u1 + · · ·+ anun,wi = a1hu1,wi+ · · ·+ anhun,wi, ∀ ai ∈ R e ui,w ∈ V.

2. Note, também, que

hu, av + bwi = ahu,vi+ bhu,wi, ∀ a, b ∈ R e u,v,w ∈ V.

149
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Exemplo 5.2 Sejam V = R3 e u = (x1, x2, x3),v = (y1, y2, y3) ∈ V . Então

hu,vi = x1y1 + x2y2 + x3y3

é um produto interno sobre V , o qual é chamado de produto interno usual (canônico).

Note que

hu,vi = XtY,

onde

X = [u] =

⎡⎢⎣ x1

x2

x3

⎤⎥⎦ e Y = [v] =

⎡⎢⎣ y1

y2

y3

⎤⎥⎦ .
Solução. Dados u = (x1, x2, x3),v = (y1, y2, y3),w = (z1, z2, z3) ∈ V e a ∈ R, temos que

u+ v = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3) e au = (ax1, ax2, ax3).

Logo,

hu+ v,wi = (x1 + y1)z1 + (x2 + y2)z2 + (x3 + y3)z3

= x1z1 + y1z1 + x2z2 + y2z2 + x3z3 + y3z3 em R

= (x1z1 + x2z2 + x3z3) + (y1z1 + y2z2 + y3z3)

= hu,wi+ hv,wi.

As condições (2) e (3) são análogas a (1). Finalmente, é claro que

hu,ui = x21 + x22 + x23 ≥ 0.

Agora, para provar que

hu,ui = 0⇒ u = 0.

Suponhamos, por absurdo, que u 6= 0, digamos x1 6= 0. Então

x21 + x22 + x23 = 0⇒ (
x2
x1
)2 + (

x3
x1
)2 = −1,

o que é uma contradição, pois o lado esquerdo da última equação é positivo enquanto o

lado direito é negativo.

Exemplo 5.3 Sejam V = R2 e u = (x1, x2),v = (y1, y2) ∈ V . Então

hu,vi = x1y1 − x1y2 − x2y1 + 5x2y2

é um produto interno sobre V . Note que

hu,vi = XtAY,

onde

X = [u] =

"
x1

x2

#
, A =

"
1 −1
−1 5

#
e Y = [v] =

"
y1

y2

#
.
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Solução. Vamos provar apenas a (4) condição. Como

hu,ui = x21 − 2x1x2 + 5x22 = (x1 − x2)
2 + (2x2)

2

temos que

hu,ui ≥ 0, ∀ u ∈ V e hu,ui = 0⇔ u = 0.

Note que, como a matriz

A =

"
1 −1
−1 5

#
é simétrica temos que existe uma matriz invertível P tal que PtAP = D é diagonal, pois⎡⎣ 1 −1 ... 1 0

−1 5
... 0 1

⎤⎦ L2 → L2 + L1(C2 → C2 + C1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

⎡⎣ 1 0
... 1 0

0 4
... 1 1

⎤⎦ = [ D ... Pt ].

Assim, dizemos que A é positiva definida se todos os elementos diagonais de D são

positivos. Portanto, a função hu,vi = XtAY define um produto interno se A for uma

matriz simétrica positiva definida.

Exemplo 5.4 Sejam V = P1(R) e f = a0 + a1x, g = b0 + b1x ∈ V . Então

hf, gi =
1Z
0

f(t)g(t)dt

é um produto interno sobre V .

Solução. Vamos provar apenas a (4) condição. Como

hf, fi = a20 + a0a1 +
1

3
a21 = (a0 +

a1
2
)2 +

µ
a1√
12

¶2
temos que

hf, fi ≥ 0, ∀ f ∈ V e hf, fi = 0⇔ f = 0.

Exemplo 5.5 Sejam V = l2 o conjunto de todas as seqüências reais (xn)n∈N tais que

∞X
n=1

x2n <∞

e u = (xn)n∈N, v = (yn)n∈N ∈ V . Então

hu,vi =
∞X
n=1

xnyn

é um produto interno sobre V .
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Solução. Note que a função hu,vi está bem definida, pois se

x =
∞X
n=1

x2n <∞, y =
∞X
n=1

y2n <∞

e

0 ≤ (|xn|− |yn|)2 = x2n − 2 |xnyn|+ y2n,

então

2

¯̄̄̄
¯
∞X
n=1

xnyn

¯̄̄̄
¯ ≤ 2

∞X
n=1

|xnyn| ≤
∞X
n=1

x2n +
∞X
n=1

y2n = x+ y <∞.

Agora, fica como uma exercício provar que a função hu,vi é um produto interno.

Um espaço euclidiano é um espaço vetorial V sobre Rmunido com um produto interno.
Sejam V um espaço euclidiano e u,v ∈ V . Dizemos que u e v são ortogonais se

hu,vi = 0 e denotamos por
u ⊥ v.

Sejam α e β subconjuntos de V . Dizemos que α e β são ortogonais se

hu,vi = 0, ∀ u ∈ α e v ∈ β

e denotamos por

α ⊥ β.

Proposição 5.6 Seja V um espaço euclidiano. Então:

1. 0 ⊥ u, para todo u ∈ V .

2. Se u ⊥ v, então v ⊥ u, para todos u,v ∈ V .

3. Se u ⊥ v, para todo v ∈ V , então u = 0.

4. Se u ⊥ w, v ⊥ w, então (u+ v) ⊥ w, para todos u,v,w ∈ V .

5. Se u ⊥ v, então (au) ⊥ v, para todos u,v ∈ V e a ∈ R.

Prova. Vamos provar apenas os itens (1) e (3). Como 0 = 0u, para todo u ∈ V , temos

que

h0,ui = h0u,ui = 0hu,ui = 0.

Finalmente, como por hipótese hu,vi = 0, para todo v ∈ V , temos, em particular, que

hu,ui = 0. Portanto, u = 0. ¥

Teorema 5.7 Seja V um espaço euclidiano. Se β é um subconjunto (finito ou infinito) de
V formado de vetores não-nulos ortogonais aos pares, então β é linearmente independente.
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Prova. Sejam u1, . . . ,un vetores distintos de β e x1, . . . , xn ∈ R tais que

x1u1 + · · ·+ xnun = 0.

Então

0 = h0,uji = hx1u1 + · · ·+ xnun,uji
= x1hu1,uji+ · · ·+ xnhun,uji = xjhuj,uji,

pois hui,uji = 0, se i 6= j. Como huj,uji > 0 temos que xj = 0, j = 1, . . . , n. Portanto,
β é linearmente independente. ¥

Seja V um espaço euclidiano. Dizemos que

β = {u1, . . . ,un, . . .}

é uma base ortogonal (Hamel) de V se ui ⊥ uj, quando i 6= j.

Corolário 5.8 Seja V um espaço euclidiano com dimV = n. Se

β = {u1, . . . ,un}

é um conjunto de vetores não-nulos ortogonais aos pares de V , então β é uma base or-

togonal de V . ¥

Exemplo 5.9 Seja V = Rn com o produto interno usual. Então

β = {e1, . . . , en}

é uma base ortogonal de V .

Exemplo 5.10 Seja V = R2 com o produto interno

hu,vi = x1y1 − x1y2 − x2y1 + 5x2y2,

onde u = (x1, x2),v = (y1, y2) ∈ V . Então

β = {(2, 1), (−3, 1)}

é uma base ortogonal de V .

Solução. Como

h(2, 1), (−3, 1)i = 2(−3)− 2 · 1− 1(−3) + 5 · 1 · 1 = 0

temos que os vetores (2, 1) e (−3, 1) são LI. Portanto, β é uma base ortogonal de V .
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Exemplo 5.11 Sejam V = P1(R) com o produto interno

hf, gi =
1Z
0

f(t)g(t)dt,

onde f = a0 + a1x, g = b0 + b1x ∈ V . Então

β = {1, 1− 2x}

é uma base ortogonal de V .

Solução. Como

h1, 1− 2xi =
1Z
0

(1− 2t)dt = 0

temos que os vetores 1 e 1− 2x são LI. Portanto, β é uma base ortogonal de V .

Exemplo 5.12 Seja V = l2 com o produto interno do Exemplo 5.5. Então

β = {e1, . . . , en, . . .}, onde en = (0, . . . 0, 1, 0, . . .),

é um conjunto ortogonal de V mas não é uma base ortogonal de V .

Solução. É claro que hem, eni = 0 se m 6= n, isto é, β é um conjunto ortogonal de V .

Logo, β é um conjunto LI mas V 6= [β], pois

u = (
1

n
)n∈N ∈ V e u /∈ [β] .

Sejam V um espaço euclidiano e

β = {u1, . . . ,un}

uma base ortogonal de V . Então

u =
nX
i=1

hu,uii
hui,uii

ui, ∀ u ∈ V.

Neste caso,

[u]β =

⎡⎢⎢⎣
hu,u1i
hu1,u1i
...

hu,uni
hun,uni

⎤⎥⎥⎦ .
De fato, dado u ∈ V existem únicos x1, . . . , xn ∈ R tais que

u = x1u1 + · · ·+ xnun.
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Então

hu,uji = hx1u1 + · · ·+ xnun,uji
= x1hu1,uji+ · · ·+ xnhun,uji por hipótese
= xjhuj,uji.

Assim,

xj =
hu,uji
huj,uji

, j = 1, . . . , n.

Portanto,

u =
nX
i=1

hu,uii
hui,uii

ui, ∀ u ∈ V.

Observação 5.13 Os escalares

xi =
hu,uii
hui,uii

, i = 1, . . . , n,

são chamados os coeficientes de Fourier de u em relação à base β e a expressão para u

no lado direito é chamada de expansão de Fourier de u em relação à base β. Os vetores

xiui são os vetores projeções de u sobre [ui]. Neste caso, (u− xiui) ⊥ ui, i = 1, . . . , n,
(confira Figura 5.1).

Figura 5.1: Projeção de u sobre [ui].

Exemplo 5.14 Seja V = R2 com o produto interno usual. Então

β = {(1, 1), (−1, 1)}

é uma base ortogonal de V . Calcule [(2, 3)]β.

Solução. É claro que
h(1, 1), (−1, 1)i = 0.

Logo, β é uma base ortogonal de V . Para calcular as coordenadas do vetor u = (2, 3) em

relação à base β, basta calcular

x1 =
h(2, 3), (1, 1)i
h(1, 1), (1, 1)i =

5

2
e x2 =

h(2, 3), (−1, 1)i
h(−1, 1), (−1, 1)i =

1

2
.

Portanto,

[(2, 3)]β =
1

2

"
5

1

#
.
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EXERCÍCIOS

1. Sejam V = R2 e u = (x1, x2), v = (y1, y2) ∈ V . Mostre que

f(u,v) = 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2

é um produto interno sobre V .

2. Sejam V = R2 e u = (x1, x2), v = (y1, y2) ∈ V . Verifique se

f(u,v) = x1y1x2y2

é um produto interno sobre V .

3. Sejam V = R3 e u = (x1, x2, x3), v = (y1, y2, y3) ∈ V . Verifique se

f(u,v) = x1y1 + x2y2 − x3y3

é um produto interno sobre V .

4. Sejam V = R2×2 e A = (aij), B = (bij) ∈ V . Mostre que

f(A,B) = a11b11 + 2a12b12 + 3a21b21 + a22b22

é um produto interno sobre V .

5. Sejam V = R2 e u = (x1, x2), v = (y1, y2) ∈ V . Verifique se

f(u,v) = |y1 − x1|+ |y2 − x2|

é um produto interno sobre V .

6. Seja V = R4 com o produto interno usual. Mostre que

β = {(1, 1, 0,−1), (1, 2, 1, 3), (1, 1,−9, 2), (16,−13, 1, 3)}

é uma base ortogonal de V . Calcule [(a, b, c, d)]β.

7. Sejam V um espaço euclidiano e T : V → V um operador linear

(a) Que condições T deve satisfazer para que a função

f(u,v) = hT (u),vi

seja um produto interno sobre V ?
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(b) Que condições T deve satisfazer para que a função

g(u,v) = hT (u), T (v)i

seja um produto interno sobre V ?

8. Sejam V eW espaços vetoriais com produtos internos f e g, respectivamente. Mostre

que a função h : (V ×W )× (V ×W )→ R definida por

h((v,w), (v0,w0)) = f(v,v0) + g(w,w0)

é um produto interno sobre V ×W .

9. Sejam A ∈ R2×2 e V = R2×1. Para X,Y ∈ V , seja

f(X,Y) = XtAY.

Mostre que f é um produto interno sobre V se, e somente se, A = At, a11 > 0,

a22 > 0 e det(A) > 0.

10. Seja V um espaço vetorial sobre R. Mostre que a soma de dois produtos internos
sobre V é um produto interno sobre V . A diferença de dois produtos internos sobre

V é um produto interno sobre V ? Mostre que um múltiplo positivo de um produto

interno sobre V é um produto interno sobre V .

11. Descreva explicitamente todos os produtos internos sobre R.

12. Mostre que todo espaço vetorial de dimensão finita sobre R pode ser munido com
um produto interno.

5.2 Norma

Seja V um espaço euclidiano. A norma ou comprimento de um vetor u ∈ V é definida

como

kuk =
p
hu,ui.

Note que esta definição é possível, pois hu,ui ≥ 0, para todo u ∈ V .

Seja u ∈ V um vetor qualquer. Dizemos que u é um vetor unitário se

kuk = 1.

Se v ∈ V é um vetor não-nulo qualquer, então

u =
v

kvk
é um vetor unitário tal que

[v] = [u].

Neste caso, dizemos que u é a normalização do vetor v.
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Teorema 5.15 Seja V um espaço euclidiano. Então:

1. kuk ≥ 0, para todo u ∈ V .

2. kuk = 0 se, e somente se, u = 0.

3. kauk = |a| kuk, para todo u ∈ V e a ∈ R.

4. ku± vk2 = kuk2 ± 2 hu,vi+ kvk2, para todos u,v ∈ V .

5. |hu,vi| ≤ kuk kvk, para todos u,v ∈ V . (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

6. ku± vk ≤ kuk+ kvk, para todos u,v ∈ V . (Desigualdade de Minkowski)

Prova. Vamos provar apenas o item (5). Se u = 0, nada há para ser provado. Se u 6= 0,
então

ksv+ tuk ≥ 0, ∀ s, t ∈ R.

Como

ksv + tuk2 = s2 kvk2 + 2hu,vist+ kuk2 t2

temos que

s2 kvk2 + 2 hu,vi st+ kuk2 t2 ≥ 0, ∀ s, t ∈ R.

Em particular, escolhendo s = kuk2 e t = −hu,vi, temos que

kuk4 kvk2 − 2 |hu,vi|2 kuk2 + kuk2 |hu,vi|2 = kuk2
¡
kuk2 kvk2 − |hu,vi|2

¢
≥ 0.

Logo,

kuk2 kvk2 − |hu,vi|2 ≥ 0⇒ |hu,vi|2 ≤ kuk2 kvk2 ,

pois kuk2 > 0. Portanto, extraindo a raiz quadrada em ambos os membros, temos que

|hu,vi| ≤ kuk kvk .

¥

Exemplo 5.16 Sejam V um espaço euclidiano e u,v ∈ V . Mostre que u ⊥ v se, e

somente se,

kuk ≤ ku− avk , ∀ a ∈ R.

Solução. Como
ku− avk2 = kuk2 − 2ahu,vi+ a2 kvk2

temos que

ku− avk2 = kuk2 + a2 kvk2 ≥ kuk2

se u ⊥ v, pois a2 kvk2 ≥ 0, para todo a ∈ R. Logo, extraindo a raiz quadrada em ambos

os membros, temos que

kuk ≤ ku− avk , ∀ a ∈ R.
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Reciprocamente, como

ku− avk2 = kuk2 − 2ahu,vi+ a2 kvk2 ≥ kuk2

temos que

−2ahu,vi+ a2 kvk2 ≥ 0, ∀ a ∈ R,

Se v = 0, nada há para ser provado. Se v 6= 0, então

−2ahu,vi+ a2 kvk2 = −hu,vi
2

kvk2
+ kvk2

µ
a− hu,vi

kvk2
¶2
≥ 0, ∀ a ∈ R.

Assim, escolhendo

a =
hu,vi
kvk2

,

temos que

−hu,vi
2

kvk2
≥ 0.

Portanto, hu,vi = 0, isto é, u ⊥ v.

Tendo definido o conceito de comprimento em um espaço euclidiano qualquer, é natural

perguntar: se o conceito de ângulo pode ser generalizado? A resposta é verdadeira se nosso

corpo é os reais R mas é falsa no corpo dos números complexos C.
Seja V um espaço euclidiano. Para quaisquer u,v ∈ V − {0}, o ângulo entre u e v é

definido como o ângulo θ tal que

1. 0 ≤ θ ≤ π;

2. cos θ =
hu,vi
kuk kvk .

Observação 5.17 Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

−1 ≤ hu,vi
kuk kvk ≤ 1

e, assim, o ângulo θ sempre existe e é único.

Sejam V um espaço euclidiano e

β = {u1, . . . ,un}

uma base de V . Dizemos que β é uma base ortonormal ou sistema de coordenadas carte-

sianas para V se

hui,uji = δij.

Exemplo 5.18 Seja V = Rn com o produto interno usual. Então

β = {e1, . . . , en}

é uma base ortonormal de V .
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EXERCÍCIOS

1. Seja V = R2 com o produto interno

f(u,v) = 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2,

onde u = (x1, x2), v = (y1, y2) ∈ V . Calcule o ângulo entre os vetores u = (1, 1) e

v = (1,−1).

2. Seja V = R2×2 com o produto interno

f(A,B) = a11b11 + 2a12b12 + 3a21b21 + a22b22,

onde A = (aij), B = (bij) ∈ V . Calcule o ângulo entre as matrizes

A =

"
1 −1
0 1

#
e B =

"
2 1

−1 1

#
.

3. Sejam V = P1(R) com o produto interno

hf, gi =
1Z
0

f(x)g(x)dx,

onde f = a0 + a1x, g = b0 + b1x ∈ V . Calcule o ângulo entre os polinômios

f = 1 + x e g = 1− x.

Também, determine h ∈ V tal que o ângulo entre h e 1 + x seja 60◦.

4. Seja V = C([0, 1],R) o espaço vetorial de todas as funções reais contínuas munido
com o produto interno

hf, gi =
1Z
0

f(x)g(x)dx.

Calcule o ângulo entre

f(x) = x+ ex e g(x) = x.

5. Sejam V um espaço euclidiano e u,v ∈ V , a distância entre u e v é definida por

d(u,v) = ku− vk .

Mostre que:
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(a) d(u,u) ≥ 0, para todo u ∈ V e d(u,u) = 0⇔ u = 0.

(b) d(u,v) = d(v,u), para todos u,v ∈ V .

(c) d(u,v) ≤ d(u,w) + d(v,w), para todos u,v,w ∈ V .

6. (Identidade do Paralelogramo) Sejam V um espaço euclidiano e u,v ∈ V .

Mostre que

ku+ vk2 + ku− vk2 = 2
¡
kuk2 + kvk2

¢
.

7. Sejam V um espaço euclidiano e u,v ∈ V . Mostre que

hu+ v,u− vi = kuk2 − kvk2 .

8. (Identidade de Polarização) Sejam V um espaço euclidiano e u,v ∈ V . Mostre

que

hu,vi = 1

4

¡
ku+ vk2 − ku− vk2

¢
.

9. (Identidade de Appolonius) Sejam V um espaço euclidiano e u,v,w ∈ V .

Mostre que

kw− uk2 + kw− vk2 = 1

2
ku− vk2 + 2

°°°°w− 12(u+ v)
°°°°2 .

10. Seja V um espaço vetorial com dois produtos internos f e g. Mostre que se kukf =
kukg, para todo u ∈ V , então f = g.

11. Sejam V um espaço euclidiano e x, y, z, t ∈ R. Mostre que se u,v ∈ V são ortogonais

e unitários, então

(xu+ yv) ⊥ (zu+ tv)⇔ xz + yt = 0.

12. Seja V um espaço euclidiano. Mostre que se u,v ∈ V são ortogonais e unitários,

então ku− vk =
√
2.

13. Sejam V = R2 e u = (x1, x2), v = (y1, y2) ∈ V . Seja A a matriz cujas colunas

sejam esses vetores. Mostre que a matriz AtA é diagonal se, e somente se, u e v

são vetores ortogonais em relação ao produto interno usual.

14. Sejam V um espaço euclidiano e u,v ∈ V . Mostre que a função f(x) = ku+ xvk2

possui um ponto de mínimo.

15. Sejam V um espaço euclidiano e u ∈ V um vetor unitário. Sejam

S = {v ∈ V : kvk = 1}

e f : S → R a função definida por f(v) = ku− vk.
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(a) Mostre que o valor máximo de f é 2 e que o valor mínimo de f é 0.

(b) Mostre que f(v) =
√
2 se, e somente se, u ⊥ v.

16. Sejam V um espaço euclidiano e u,v ∈ V . Mostre que se u e v são vetores unitários

tais que hu,vi = ±1, então u = ±v.

17. Sejam V espaço euclidiano e u,v ∈ V . Mostre que

|hu,vi| = kuk kvk

se, e somente se, u e v são linearmente dependentes. (Sugestão: Se u = 0 ou v = 0,

nada há para ser provado. Se u 6= 0 e v 6= 0, então

|hu,vi| = kuk kvk⇔ kuk kvk = hu,vi ou kuk kvk = − hu,vi .

Logo, ¿
u

kuk ,
v

kvk

À
= 1 ou

¿
u

kuk ,
v

kvk

À
= −1,

continue.)

18. Sejam V espaço euclidiano e u,v ∈ V . Mostre que

ku+ vk = kuk+ kvk

se, e somente se, u = 0 ou v = au, para algum a ∈ R+.

19. Sejam V espaço euclidiano e u,v ∈ V . Mostre que

|kuk− kvk| ≤ ku− vk .

20. (Teorema de Pitágoras) Sejam V um espaço euclidiano e u1, . . . ,un ∈ V . Mostre

que se ui ⊥ uj, quando i 6= j, então°°°°°
nX
i=1

ui

°°°°°
2

=
nX
i=1

kuik2

21. Sejam V um espaço euclidiano e u,v,w ∈ V . Mostre que

ku− vk kwk ≤ kv−wk kuk+ kw− uk kvk .

(Sugestão: Se u = 0 ou v = 0 ou w = 0, nada há para ser provado. Caso contrário,

considere a normalização dos vetores

u1 =
u

kuk ,v1 =
v

kvk e w1 =
w

kwk .

Note que

ku1 − v1k = ku− vk kuk−2 kvk−2

e use a desigualdade triangular.)
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5.3 Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt

Sejam V um espaço euclidiano e

α = {u1, . . . ,un}

uma base de V . Então poderemos obter uma base ortogonal

β = {v1, . . . ,vn}

de V a partir da base α como segue:

Para iniciar o processo vamos escolher v1 como qualquer um dos vetores u1, . . . ,un,

digamos v1 = u1, já vimos que o vetor

v2 = u2 −
hu2,v1i
kv1k2

v1

é ortogonal ao vetor v1 e é claro que

[v1,v2] = [u1,u2].

Assim, os vetores de [v1,v2] são da forma

x1v1 + x2v2,

para alguns x1, x2 ∈ R. Como u3 /∈ [u1,u2] temos que

hu3 − (x1v1 + x2v2),v1i = 0⇔ x1 =
hu3,v1i
kv1k2

.

Analogamente,

hu3 − (x1v1 + x2v2),v2i = 0⇔ x2 =
hu3,v2i
kv2k2

..

Assim, o vetor

v3 = u3 −
hu3,v1i
kv1k2

v1 −
hu3,v2i
kv2k2

v2

é tal que

v1 ⊥ v3,v2 ⊥ v3 e [v1,v2,v3] = [u1,u2,u3].
(confira Figura 5.2).

Figura 5.2: Projeção de u3 sobre o espaço [u1,u2].
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Continuando desta maneira, obtemos uma base ortogonal

β = {v1, . . . ,vn}

de V , onde

vk = uk −
k−1X
i=1

huk,vii
kvik2

vi, k = 1, . . . , n.

Este processo de ortogonalização é conhecido como o processo de ortogonalização de Gram-

Schmidt.

Conclusão 5.1 A partir de uma base qualquer de V podemos sempre obter uma base

ortogonal (ortonormal) de V . Mais geralmente, se

α = (u1, . . . ,un, . . .)

é um seqüência LI de V , então podemos construir, indutivamente, uma seqüência orto-

gonal

β = (v1, . . . ,vn, . . .)

de V tal que

[v1, . . .,vk] = [u1, . . .,uk], ∀ k ∈ N.

Exemplo 5.19 Sejam V = R3 com o produto interno usual e

α = {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)}

uma base de V . Determine a partir de α uma base ortonormal de V .

Solução. Para resolver este problema, vamos usar o processo de ortogonalização de

Gram-Schmidt. Escolhendo um vetor inicial u1, digamos

u1 = (1, 1, 1).

Agora, tomamos

u2 = (0, 1, 1)−
h(0, 1, 1),u1i
ku1k2

u1 = (−
2

3
,
1

3
,
1

3
)

e

u3 = (0, 0, 1)−
h(0, 0, 1),u1i
ku1k2

u1 −
h(0, 0, 1),u2i
ku2k2

u2 = (0,−
1

2
,
1

2
).

Finalmente, normalizando os vetores u1, u2 e u3, obtemos uma base ortonormal½
u1
ku1k

,
u2
ku2k

,
u3
ku3k

¾
de V .
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Exemplo 5.20 Seja V = P (R) o conjunto de todos os polinômios com coeficientes reais

munido com o produto interno

hf, gi =
1Z

−1

f(t)g(t)dt.

Determine uma base ortonormal de V a partir da base

β = {1, x, x2, x3, . . .}.

Solução. Para resolver este problema, vamos usar o processo de ortogonalização de

Gram-Schmidt. Escolhendo um vetor inicial p1, digamos

p1 = 1.

Agora, tomamos

p2 = x− hx, p1i
kp1k2

p1 = x,

p3 = x2 − hx
2, p1i
kp1k2

p1 −
hx2, p2i
kp2k2

p2 = x2 − 1
3
,

p4 = x3 − hx
3, p1i
kp1k2

p1 −
hx3, p2i
kp2k2

p2 −
hx3, p3i
kp3k2

p3 = x3 − 3
5
x,

e assim por diante. Finalmente, normalizando os vetores p1, p2, p3, p4,. . . , obtemos uma

base ortonormal

{q1, q2, q3, q4, . . .}

de V . Os polinômios nesta seqüência são chamados, a menos de constantes, de polinômios

de Legendre.

Observação 5.21 Sejam V um espaço euclidiano e u,v,w ∈ V . Se

hxu+ yv,wi = 0,

não é verdade, em geral, que u ⊥ w e v ⊥ w, pois se V = R2 com o produto interno

usual e

β = {u,v}

uma base ortogonal de V , onde u = (1, 1) e v = (1,−1). Seja w = (5,−3) ∈ V . Então

h4u+ (−1)v,wi = 0

mas hu,wi = 2 e hv,wi = 8.
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EXERCÍCIOS

1. Seja V = R2 com o produto interno usual. Determine uma base ortonormal de V a

partir da base

β = {(1, 2), (2, 1)}.

2. Seja V = R3 com o produto interno usual. Determine uma base ortonormal de V a

partir da base

β = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 2, 0)}.

3. Seja V = R2 munido com o produto interno

f(u,v) = 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2,

onde u = (x1, x2), v = (y1, y2) ∈ V . Determine uma base ortonormal de V a partir

da base

β = {(−1, 1), (1, 1)}.

4. Seja V = P1(R) munido com o produto interno

hf, gi =
1Z
0

f(t)g(t)dt,

onde f = a0+a1x, g = b0+ b1x ∈ V . Determine uma base ortonormal de V a partir

da base

β = {x, 1 + x}.

5. Seja V = R3 com o produto interno usual. Determine uma base ortonormal para o

subespaçoW de R3 definido por

W = {(x, y, z) ∈ V : x− y + z = 0}.

6. Seja V = P3(R) munido com o produto interno

hf, gi =
∞Z

−∞

f(t)g(t)e−t
2

dt.

Determine uma base ortonormal de V a partir da base

β = {1, x, x2, x3}.
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5.4 Complementar Ortogonal

Sejam V um espaço euclidiano e β um subconjunto não-vazio de V . O complementar

ortogonal de β em V é o conjunto

β⊥ = {v ∈ V : hv,ui = 0, ∀ u ∈ β}.

Observação 5.22 Pelos itens (4) e (5) da Proposição 5.6, β⊥ é um subespaço de V se β

é um subespaço ou não de V . Note, também, pelos itens (1) e (3) da Proposição 5.6, que

{0}⊥ = V e V ⊥ = {0}.

Exemplo 5.23 Sejam R4 com o produto interno usual e

W = [(1, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0)]

um subespaço de R4. Determine W⊥.

Solução. Para resolver este problema basta encontrar

u = (x, y, z, t) ∈ R4

tal que

hu, (1, 0, 1, 0)i = 0 e hu, (1, 1, 0, 0)i = 0,

isto é, resolver o sistema (
x+ z = 0

x+ y = 0.

Logo, x = −z, y = z e z, t quaisquer. Portanto,

W⊥ = {(x, y, z, t) ∈ R4 : x = −z, y = z e z, t ∈ R}
= [(−1, 1, 1, 0), (0, 0, 0, 1)].

Teorema 5.24 (Teorema da Projeção) Sejam V um espaço euclidiano e W um sub-

espaço de V com dimW = k. Então

V =W ⊕W⊥.

Prova. Como dimW = k temos, pelo processo de ortogonalização de Gram-Schmidt, que

W contém uma base ortonormal

β = {u1, . . . ,uk}.

Para cada v ∈ V , consideremos o vetor

bv = hv,u1iu1 + · · ·+ hv,ukiuk ∈W,
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isto é, a projeção de v sobre W ou a expansão de Fourier de v com respeito à base β.

Logo,

v = bv+ (v− bv) ∈W +W⊥,

pois

hv− bv,uii = hv,uii− hbv,uii = 0, i = 1, . . . , k.

Logo, V =W +W⊥. Portanto, V =W ⊕W⊥, pois W ∩W⊥ = {0}. ¥

Observação 5.25 Se a dimensão deW , no Teorema da Projeção, for infinita o resultado
é, em geral, falso. Por exemplo, sejam V = l2 e W = [β] do Exemplo 5.12. Então

W⊥ = {v ∈ V : hv,ui = 0, ∀ u ∈W} = {0},

pois se v = (yn) ∈W⊥, então yn = hv, eni = 0, para todo n ∈ N, e v = 0. Portanto,

W ⊕W⊥ =W 6= V .

Note que, β é um conjunto ortonormal maximal, pois não existe v = (yn) ∈W⊥ diferente

do vetor nulo.

Teorema 5.26 Sejam V um espaço euclidiano e W1, W2 subespaços de V . Então as

seguintes condições são equivalentes:

1. V =W1 ⊕W2 e W1 ⊥W2 (soma direta ortogonal);

2. V =W1 ⊕W2 e W2 =W⊥
1 ;

3. V =W1 ⊕W2 e W2 ⊆W⊥
1 .

Prova. (1⇒ 2) Como W1 ⊥W2 temos que W2 ⊆W⊥
1 . Por outro lado, se v ∈ W⊥

1 ⊆ V ,

então existem w1 ∈W1 e w2 ∈W2 tais que v = w1 +w2. Logo,

0 = hw1,vi = hw1,w1 +w2i = hw1,w1i+ hw1,w2i = hw1,w1i.

implica que w1 = 0 e v = w2 ∈W2. Assim, W⊥
1 ⊆W2. Portanto, W2 =W⊥

1 .

(2⇒ 3) É claro.

(3⇒ 1) Como W2 ⊆W⊥
1 temos que W1 ⊥W2. ¥

Proposição 5.27 Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n e W um subespaço de

V . Então V = W ⊕W⊥ se, e somente se, existe um operador linear P : V → V tal que

ImP =W , kerP =W⊥ e P (w) = w, para todo w ∈W .

Prova. Se V = W ⊕W⊥, basta definir P : V → V por P (w1 + w2) = w1, para todo

w1 ∈W e w2 ∈W⊥. Reciprocamente, cada vetor v ∈ V pode ser escrito sob a forma

v = P (v) + (v− P (v)),

onde P (v) ∈W e v− P (v) ∈W⊥. Logo, V =W +W⊥. É fácil verificar que

W ∩W⊥ = {0}.

Portanto, V =W ⊕W⊥. ¥
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Observação 5.28 Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n e W um subespaço de

V . Então P (v) ∈W é a melhor aproximação (única) de v ∈ V em W , isto é,

kv− P (v)k ≤ kv−wk , ∀ w ∈W,

ou, equivalentemente,

hv− P (v),wi = 0, ∀ w ∈W.

Além disso, se

α = {u1, . . . ,uk}

é uma base ortonormal de W , então

P (v) = hv,u1iu1 + · · ·+ hv,ukiuk.

Exemplo 5.29 Sejam R4 com o produto interno usual e

W = [(1, 1, 1, 1), (1,−3, 4,−2)]

um subespaço de R4. Determine a melhor aproximação de v = (1, 3, 5, 7) ∈ R4 sobre W .

Solução. Como
h(1, 1, 1, 1), (1,−3, 4,−2)i = 0

temos que β = {(1, 1, 1, 1), (1,−3, 4,−2)} é uma base ortogonal de W . Então os coefi-
cientes de Fourier v em relação a β são

x1 =
hv, (1, 1, 1, 1)i
k(1, 1, 1, 1)k2

= 4 e x1 =
hv, (1,−3, 4,−2)i
k(1,−3, 4,−2)k2

= − 1
15

.

Portanto,

P (v) = x1(1, 1, 1, 1) + x2(1,−3, 4,−2) =
1

15
(59, 63, 56, 62) .

Exemplo 5.30 Seja R3 com o produto interno usual. Determine a solução do sistema⎧⎪⎨⎪⎩
x+ 2y − 2z = 1
2x+ y − 2z = 6
x+ 8y − 6z = −7

.

mais próxima do vetor 0 = (0, 0, 0) ∈ R3.

Solução. Vamos escalonar a matriz⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 1
... 1 0 0

2 1 8
... 0 1 0

−2 −2 −6 ... 0 0 1

· · · · · · · · · ... · · · · · · · · ·
−1 −6 7

... 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−→ · · · −→

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 5
... 1

3
−2
3

0

0 1 −2 ... 2
3
−1
3

0

0 0 0
... 2

3
2
3

1

· · · · · · · · · ... · · · · · · · · ·
0 0 0

... 11
3
−4
3

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Portanto,

X = (
11

3
,−4
3
, 0) + c(

2

3
,
2

3
, 1), ∀ c ∈ R,

é a solução geral do sistema. Seja

W = [(
2

3
,
2

3
, 1)]

o subespaço solução do sistema homogêneo. Então½
1√
17
(2, 2, 3)

¾
é uma base ortonormal para W e

P (
11

3
,−4
3
, 0) = h(11

3
,−4
3
, 0),

1√
17
(2, 2, 3)i 1√

17
(2, 2, 3) =

14

51
(2, 2, 3).

Poranto,

X0 = (
11

3
,−4
3
, 0) +

14

51
(2, 2, 3) =

1

51
(215,−40, 42)

é a solução mais próxima do vetor 0 = (0, 0, 0) ∈ R3.

EXERCÍCIOS

1. Sejam T : R3 → R3 um operador linear definido por

T (x, y, z) = (z, x− y,−z),

e W = kerT .

(a) Encontre uma base ortonormal paraW⊥, em relação ao produto interno usual.

(b) A mesma questão, considerando o produto interno

h(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)i = 2x1x2 + y1y2 + 4z1z2.

2. Sejam V = R3 com o produto interno usual e

W = [(1, 1, 0), (0, 1, 1)]

um subespaço de V . Determine W⊥ e um operador linear T : R3 → R3 tal que
ImT =W e kerT =W⊥.

3. Sejam V = R3 com o produto interno

h(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)i = 2x1x2 + 4y1y2 + 3z1z2.

eW núcleo do operador linear T : R3 → R3 definido por

T (x, y, z) = (x− y, 0, z).
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(a) Encontre bases ortogonais de W e W⊥.

(b) Use as bases ortogonais de W e W⊥ do item (a) para determinar uma base

ortogonal de R3.

4. Sejam V = R3 com o produto interno usual e

W = [(1, 0,−1), (0, 1, 1)].

um subespaço de V . Determine W⊥ e um operador linear diagonalizável T : R3 →
R3 tal que ImT =W e kerT =W⊥.

5. Sejam V = P2(R) e

hf, gi =
1Z

−1

f(t)g (t) dt.

(a) Verifique que a função definida acima é um produto interno.

(b) SeW = [1, 1− t], determine uma base ortonormal deW utilizando esse poduto

interno.

6. Seja V = R2×2. Mostre que

f(A,B) = tr
¡
BtA

¢
,

onde A,B ∈ V , é um produto interno sobre V . Determine uma base ortonormal de

V a partir da base

β =

("
1 0

0 1

#
,

"
1 1

0 0

#
,

"
1 0

1 1

#
,

"
1 1

1 1

#)
.

7. Sejam V = R2×2 munido com o produto interno

f(A,B) = tr
¡
BtA

¢
e W = {A ∈ V : At = A}.

Determine uma base ortogonal de W⊥.

8. Sejam R3 com o produto interno usual e o subconjunto

β = {(1, 0, 1), (1, 1, 0), (2, 1, 1)}

de R3.

(a) Determine β⊥.

(b) Se tivéssemos

β = [(1, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1)],

o que seria β⊥? Considerando esta hipótese, Determine bases ortogonais de β

e β⊥.
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9. Sejam R4 com o produto interno usual e W = [ui]. Determine bases ortonormais

de W e W⊥, onde

u1 = (1, 0,−2, 1),u2 = (4, 3, 0,−1) e u3 = (0,−3,−8, 5).

10. Sejam V = C([−1, 1],R) o espaço vetorial de todas as funções reais contínuas com
o produto interno

hf, gi =
1Z

−1

f(x)g(x)dx e W = {f ∈ V : f(x) = f(−x), ∀ x ∈ [−1, 1]}.

Determine W⊥.

11. Sejam V um espaço euclidiano e

{u1, . . . ,uk}

uma base ortogonal de V . Mostre que

{k1u1, . . . , knuk}

uma base ortogonal de V , para todo ki ∈ R∗, i = 1, . . . , n.

12. Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n e W1, W2 subespaços de V . Mostre

que:

(a) W1 ⊆W2 se, e somente se, W⊥
2 ⊆W⊥

1 .

(b) W⊥⊥
1 =W1.

(c) (W1 +W2)
⊥ =W⊥

1 ∩W⊥
2 e (W1 ∩W2)

⊥ =W⊥
1 +W⊥

2 .

13. Sejam V um espaço euclidiano com produto interno h , i e, para cada u ∈ V ,

considere o conjunto

βu = {v ∈ V : kvk = kuk}..

Mostre que as seguintes condições são equivalentes:

(a) hv,wi = 0, para algum w ∈ V .

(b) βu ∩ r = {v}, onde
r = {v + tw : t ∈ R}.

14. Sejam V um espaço euclidiano e u,v ∈ V vetores distintos. Mostre que

{x ∈ V : (x− u) ⊥ (x− v)}

é uma esfera.
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15. Seja T : R2 → R2 um operador linear tal que

hT (u),ui = 0, ∀ u ∈ R2.

Mostre que

hT (u),vi = − hT (v),ui , ∀ u,v ∈ R2.

16. Sejam A ∈ R2×2 e T : R2 → R2 um operador linear definido por

T (u) = Aut.

Mostre que se A = [aij] e R2 com o produto interno usual, então

hT (1, 0), (0, 1)i = a21 e hT (0, 1), (1, 0)i = a12.

17. Sejam A e T como no Exercício anterior e suponhamos que

hT (u),ui = 0, ∀ u ∈ R2.

Mostre que

A = λ

"
0 −1
1 0

#
,

para algum λ ∈ R.

18. Sejam β = {u1,u2,u3} uma base ortonormal de R3 e

v =
3X

i=1

xiui

um vetor fixo emR3. Seja T : R3 → R3 um operador linear definido por T (u) = v×u
(produto vetorial). Mostre que

[T ]ββ =

⎡⎢⎣ 0 −x3 x2

x3 0 −x1
−x2 x1 0

⎤⎥⎦ .
Reciprocamente, mostre que cada matriz A ∈ R3×3 tal que At = −A, descreve um
operador linear da forma T (u) = v× u.

19. Seja T : Rn → Rn um operador linear tal que

T (ei) = ui, i = 1, . . . , n,

onde

{u1, . . . ,un}

é uma base ortonormal de Rn. Mostre que

kT (u)− T (v)k = ku− vk , ∀ u,v ∈ Rn.

Conclua que T é um isomorfismo.
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20. Sejam R4 com o produto interno usual e

W = [(1, 1, 1, 1), (1,−1, 2, 2), (1, 2,−3,−4)]

um subespaço de R4. Determine a melhor aproximação de v = (1, 2,−3, 4) ∈ R4

sobre W .

21. Sejam V = C([−1, 1],R) o espaço vetorial de todas as funções contínuas com o

produto interno

hf, gi =
1Z

−1

f(t)g(t)dt

eW = [1, x, x2, x3] um subespaço de V . Determine a melhor aproximação de f(x) =

ex em W .

22. (Identidade de Bessel) Sejam V um espaço euclidiano e

β = {u1, . . . ,un}

uma base ortonormal de V . Mostre que

kvk2 = |hv,u1i|2 + · · ·+ |hv,uni|2 , ∀ v ∈ V.

23. (Identidade de Parseval) Sejam V um espaço euclidiano e

β = {u1, . . . ,un}

uma base ortonormal de V . Mostre que

hv,wi = hv,u1ihw,u1i+ · · ·+ hv,unihw,uni, ∀ v,w ∈ V.

24. Sejam V um espaço euclidiano de dimensão finita,

β = {u1, . . . ,uk}

um conjunto ortonormal de V e

P (v) = hv,u1iu1 + · · ·+ hv,ukiuk, ∀ v ∈ V.

(a) (Desigualdade de Bessel) Mostre que

kP (v)k ≤ kvk , ∀ v ∈ V.

(b) Mostre que β é uma base de V se, e somente se, P (v) = v, para todo v ∈ V .

(c) Mostre que β é uma base de V se, e somente se,

kP (v)k = kvk , ∀ v ∈ V.

(d) Mostre que β é uma base de V se, e somente se,

hv,wi = hv,u1ihw,u1i+ · · ·+ hv,unihw,uni, ∀ v,w ∈ V.



Capítulo 6

Operadores Especiais

Com objetivo de classificar as cônicas e as superfícies quadráticas apresentaremos neste

capítulo alguns operadores especiais.

6.1 Operador Adjunto

Sejam V um espaço euclidiano e v ∈ V fixado. Então a função fv : V → R definida
por

fv(u) = hu,vi, ∀ u ∈ V,

é uma transformação linear (prove isto!). Seja V ∗ = L(V,R) o conjunto de todas as
transformações lineares de V em R. Já vimos que V ∗ é um espaço vetorial sobre R.

Teorema 6.1 (Teorema da Representação de Riesz) Sejam V um espaço euclidi-

ano com dimV = n e f ∈ V ∗. Então existe um único v ∈ V tal que

f(u) = hu,vi, ∀ u ∈ V.

Prova. (Existência) Seja {u1, . . . ,un} uma base ortonormal de V . Então cada vetor

u ∈ V pode ser escrito de modo único sob a forma

u = x1u1 + · · ·+ xnun.

Logo,

f(u) = x1c1 + · · ·+ xncn,

onde ci = f(ui) ∈ R, i = 1, . . . , n. Assim, tomando

v = c1u1 + · · ·+ cnun,

obtemos a transformação linear

fv(u) = hu,vi, ∀ u ∈ V.

175
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Logo,

fv(ui) = hui,vi
= hui, c1u1 + · · ·+ cnuni
= ci

= f(ui), i = 1, . . . , n.

Portanto, f = fv.

(Unicidade) Sejam v,w ∈ V tais que

hu,vi = hu,wi, ∀ u ∈ V.

Então

hu,v−wi = hu,vi− hu,wi = 0, ∀ u ∈ V.

Portanto, v−w = 0, isto é, v = w. ¥

Observações 6.2 1. O Teorema 6.1 mostra que a função T : V → V ∗ definida por

T (v) = fv, ∀ v ∈ V

é um isomorfismo.

2. Seja W = ker f como no Teorema 6.1. Então V = W ⊕W⊥ e f é completamente

determinado pelos vetores de W⊥. De fato, seja a função P : V → V definida por

P (w1 +w2) = w2, w1 ∈W e w2 ∈W⊥.

Então P é um operador linear tal que ImP =W⊥ e P 2 = P . Logo,

f(u) = f(P (u) + u− P (u)) = f(P (u)), ∀ u ∈ V,

pois u− P (u) ∈W . Agora, suponhamos que f 6= 0. Então dimW⊥ = 1. Assim, se

W⊥ = [w], então

P (u) =
hu,wi
kwk2

w, ∀ u ∈ V.

Portanto,

f(u) =
hu,wi
kwk2

f(w), ∀ u ∈ V e v =
f(w)

kwk2
w.

Exemplo 6.3 Sejam V = Rn com o produto interno usual e f ∈ V ∗. Então existe um

único

v = (c1, . . . , cn) ∈ V

tal que

f(u) = hu,vi, ∀ u ∈ V,

pois

hu,vi = x1c1 + · · ·+ xncn, ∀ u = (x1, . . . , xn) ∈ V.
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Exemplo 6.4 Sejam V = R3 com o produto interno usual, u = (x1, x2, x3),

v = (y1, y2, y3) ∈ V fixados e f ∈ V ∗ definido por

f(w) = det

⎡⎢⎣ x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

⎤⎥⎦ = det[ u v w ], ∀ w = (z1, z2, z3) ∈ V.

Então existe um único u× v ∈ V tal que

f(w) = hu× v,wi, ∀ w ∈ V.

Exemplo 6.5 Seja V = P2 com o produto interno

hf, gi =
1Z
0

f(t)g(t)dt, ∀ f, g ∈ V.

Se t = 1 ∈ R fixado, determine gt ∈ V tal que hf, gti = f(t), para todo f ∈ V .

Solução. Seja
gt = a0 + a1x+ a2x

2 ∈ V.

Então

1 = h1, gti = a0 +
1

2
a1 +

1

3
a2

t = hx, gti =
1

2
a0 +

1

3
a1 +

1

4
a2

t2 = hx2, gti =
1

3
a0 +

1

4
a1 +

1

5
a2.

Assim, resolvendo o sistema, obtemos

a0 = 3, a1 = −24 e a2 = 30.

Portanto,

gt = 3− 24x+ 30x2.

Teorema 6.6 Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n e T : V → V um operador

linear. Então existe um único operador linear T t : V → V tal que

hT (u),vi = hu, T t(v)i, ∀ u,v ∈ V.

Prova. Seja v ∈ V fixado. Então a função f : V → R definida por

f(u) = hT (u),vi, ∀ u ∈ V,

é uma transformação linear, isto é, f ∈ V ∗. Assim, pelo Teorema 6.1, existe um um único

w ∈ V (dependendo de v) tal que

f(u) = hu,wi, ∀ u ∈ V.
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Vamos definir T t : V → V por T t(v) = w, de modo que

hT (u),vi = hu, T t(v)i, ∀ u,v ∈ V.

É claro que T t está bem definido e é único. Assim, resta mostrar que T t é um operador

linear. Dados v,w ∈ V e a ∈ R, obtemos

hu, T t(v+w)i = hT (u),v +wi = hT (u),vi+ hT (u),wi
= hu, T t(v)i+ hu, T t(w)i = hu, T t(v) + T t(w)i, ∀ u ∈ V.

Logo, T t(v + w) = T t(v) + T t(w). De modo análogo, mostra-se que T t(av) = aT t(v).

Portanto, T t é um operador linear. ¥

Teorema 6.7 Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n,

β = {u1, . . . ,un}

uma base ortonormal de V , T : V → V um operador linear e

A = [aij] = [T ]
β
β.

Então

aij = hT (uj),uii.

Prova. Para cada u ∈ V , obtemos

u = hu,u1iu1 + · · ·+ hu,uniun.

Como T (uj) ∈ V , j = 1, . . . , n, temos que

T (uj) = hT (uj),u1iu1 + · · ·+ hT (uj),uniun, j = 1, . . . , n.

Por definição de A, obtemos

a1ju1 + · · ·+ anjun = T (uj) = hT (uj),u1iu1 + · · ·+ hT (uj),uniun, j = 1, . . . , n.

Portanto,

aij = hT (uj),uii.

pois β base é uma de V . ¥

Corolário 6.8 Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n e T : V → V um operador

linear. Então [T t] = At, ondeA = [T ] é a matriz de T em relação à qualquer base

ortonormal de V . ¥

Sejam V um espaço euclidiano e T : V → V um operador linear. Dizemos que T

possui um operador adjunto sobre V se existir um operador linear T t : V → V tal que

hT (u),vi = hu, T t(v)i, ∀ u,v ∈ V.

Quando dimV = n o operador adjunto sempre existe.
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Exemplo 6.9 Sejam V = R2 com o produto interno usual e T : V → V um operador

linear definido por

T (x, y) = (x+ 2y, y).

Determine o operador adjunto de T .

Solução. A representação matricial de T em relação à base canônica de R2 é

[T ] =

"
1 2

0 1

#
.

Logo,

[T ]t =

"
1 0

2 1

#
é a representação matricial de T t em relação à base canônica de R2. Assim,

[T t(x, y)] =

"
1 0

2 1

#"
x

y

#
=

"
x

2x+ y

#
.

Portanto,

T t(x, y) = (x, 2x+ y).

Teorema 6.10 Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n, S, T : V → V operadores

lineares e a ∈ R. Então:

1. (T t)t = T .

2. (S + T )t = St + T t e (aT )t = aT t.

3. (TS)t = StT t.

4. Se T é invertível, então T t é invertivel e (T t)−1 = (T−1)t.

Prova. Vamos provar apenas o item (3). Como

hu, (TS)t(v)i = hTS(u),vi = hS(u), T t(v)i = hu, StT t(v)i, ∀ u,v ∈ V,

temos, pela unicidade, que (TS)t = StT t. ¥

Sejam V um espaço euclidiano, W um subespaço de V e T : V → V um operador

linear. Dizemos que W é um subespaço invariante sob T se T (W ) ⊆W , isto é,

T (w) ∈W, ∀ w ∈W.

Se W é um subespaço invariante sob T , então T induz um operador linear TW :W →W

tal que TW (w) = T (w), para todo w ∈ W . Note que TW 6= T , pois W é domínio de TW
e não de V .
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Exemplo 6.11 Sejam V um espaço euclidiano e T : V → V um operador linear. Então

o auto-espaço Vλ, para todo autovalor λ de T , é invariante sob T , pois dado w ∈ Vλ,

obtemos

T (w) = λw ∈ Vλ.

Exemplo 6.12 Sejam V um espaço euclidiano, T : V → V um operador linear e U :

V → V operador linear qualquer tal que TU = UT . Então kerU e ImU são invariantes

sob T , pois

w ∈ kerU ⇒ U(T (w)) = UT (w) = T (U(w)) = T (0) = 0,

isto é, T (w) ∈ kerU . Se w ∈ ImU , então existe v ∈ V tal que w = U(v). Logo,

T (w) = T (U(v)) = TU(v) = UT (v) = U(T (v)),

isto é, T (w) ∈ ImU .

Teorema 6.13 Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n e T : V → V um operador

linear. Então:

1. kerT t = (ImT )⊥ e ImT t = (kerT )⊥. Logo,

V = ImT t ⊕ kerT e V = ImT ⊕ kerT t.

Em particular, a equação T (u) = b tem solução se, e somente se, b ⊥ v, para todo
v ∈ kerT t.

2. Se W é um subespaço invariante sob T , então W⊥ é um subespaço invariante sob

T t.

3. Os operadores T e T t têm os mesmos autovalores.

4. Sejam u1 e u2 autovetores de T e T t associados aos autovalores λ1 e λ2, respecti-

vamente, com λ1 6= λ2. Então u1 ⊥ u2.

5. kerT tT = kerT e ImT tT = ImT t.

Prova. Vamos provar apenas os itens (1) e (5). Dado v ∈ V , obtemos

v ∈ (ImT )⊥ ⇔ 0 = hT (u),vi = hu, T t(v)i, ∀ u ∈ V.

Logo, T t(v) = 0, isto é, v ∈ kerT t. Assim, kerT t = (ImT )⊥. Como (T t)t = T temos que

kerT = ker(T t)t = (ImT t)⊥.

Logo,

(kerT )⊥ = ((ImT t)⊥)⊥ = ImT t.
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Portanto,

V = kerT ⊕ (kerT )⊥ = kerT ⊕ ImT t

e

V = ImT ⊕ (ImT )⊥ = ImT ⊕ kerT t.

(5) É claro kerT ⊆ kerT tT . Por outro lado,

u ∈ kerT tT ⇒ 0 = hu,0i = hu, T tT (u)i = hT (u), T (u)i = kT (u)k2 .

Assim, T (u) = 0, isto é, u ∈ kerT . Finalmente, é claro que ImT tT ⊆ ImT t. Como

dim ImT t = dim(ker)⊥ = dimV − dimkerT
= dimV − dimkerT tT = dim ImT tT

temos que ImT tT = ImT t. ¥

EXERCÍCIOS

1. Mostre todas as afirmações deixadas nesta seção.

2. Sejam R3 com o produto interno usual e T : R3 → R3 um operador linear definido

por

T (x, y, x) = (x+ y + z, 3x+ y + z, x+ 3y + 3z).

Mostre que o sistema de equações linerares T (x, y, z) = (3, 10, 1) não tem solução,

mostrando que (3, 10, 1) /∈ (kerT t)⊥.

3. Sejam R2 com o produto interno usual e T : R2 → R2 um operador linear tal que

[T ] =

"
2 −4
5 −2

#
.

Determine os subespaços invariantes sob T

4. Sejam R3 com o produto interno usual e T : R3 → R3 um operador linear tal que

[T ] =

⎡⎢⎣ 1 2 3

4 5 6

0 0 7

⎤⎥⎦ .
Verifique se o subespaço W = [e1, e2] é invariante sob T .
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5. Sejam R4 com o produto interno usual e T : R4 → R4 um operador linear tal que

[T ]ββ =

⎡⎢⎢⎢⎣
2 1 0 0

−1 2 0 0

0 0 3 4

0 0 −4 3

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
onde β = {u1,u2,u3,u4} é uma base qualquer de R4. Verifique se os subespaços
W1 = [u1,u2] e W2 = [u3,u4] são invariantes sob T .

6. Sejam V um espaço euclidiano, T : V → V um operador linear e W um subespaço

de V invariante sob T . Mostre que se u ∈W for um autovetor de TW associado ao

autovalor λ, então u também é um autovetor de T associado ao autovalor λ.

7. Sejam Rn com o produto interno usual e v,w ∈ Rn. Mostre que T : Rn → Rn

definido por

T (u) = hu,viw, ∀ u ∈ Rn,

é um operador linear e descreva explicitamente T t.

8. Mostre que para cada transformação linear T : Rn×n → R existe um únicoB ∈ Rn×n

tal que

T (A) = tr(AB), ∀ A ∈ Rn×n.

6.2 Operadores Ortogonais e Simétricos

Sejam V um espaço euclidiano e T : V → V um operador linear. Dizemos que T é

ortogonal se

TT t = T tT = I,

isto é, T é invertível com T−1 = T t.

Teorema 6.14 Sejam V um espaço euclidiano e T : V → V um operador linear. Então

as seguintes condição são equivalentes:

1. T é ortogonal.

2. hT (u), T (v)i = hu,vi, para todos u,v ∈ V .

3. kT (u)k = kuk, para todo u ∈ V .

4. T leva toda base ortonormal de V em alguma base ortonormal de V .

Prova. (1⇔ 2) Basta observar que

hT (u), T (v)i = hu, T tT (v)i, ∀ u,v ∈ V.
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(2⇒ 3) Basta notar que

kT (u)k2 = hT (u), T (u)i = hu,ui = kuk2 .

(3⇒ 4) Seja

β = {u1, . . . ,un}

uma base ortonormal de V . Então

hT (ui), T (uj)i =
1

4

¡
kT (ui) + T (uj)k2 − kT (ui)− T (uj)k2

¢
=

1

4

¡
kui + ujk2 − kui − ujk2

¢
= hui,uji = δij.

Portanto,

T (β) = {T (u1), . . . , T (un)}

é uma base ortonormal de V .

(4⇒ 2) Seja

β = {u1, . . . ,un}

uma base ortonormal de V . Então

T (β) = {T (u1), . . . , T (un)}

é uma base ortonormal de V . Dados u,v ∈ V , existem únicos x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ R
tais que

u =
nX
i=1

xiui e v =
nX
i=1

yiui.

Logo,

hT (u), T (v)i =
nX
i=1

nX
j=1

xiyjhT (ui), T (uj)i

=
nX
i=1

nX
j=1

xiyjδij =
nX
i=1

nX
j=1

xiyjhui,uji = hu,vi.

¥

Exemplo 6.15 Seja R2 com o produto interno usual. Determine todos os operadores

ortogonais sobre R2.

Solução. Seja T : R2 → R2 um operador ortogonal. Então toda base ortonormal de R2

é da forma

{T (e1), T (e2)},

onde {e1, e2} é a base canônical de R2. Seja T (e1) = (a, b). Então

|a|2 = a2 ≤ a2 + b2 = kT (e1)k2 = 1⇒−1 ≤ a ≤ 1.
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Como a função cos : R→ [−1, 1] é sobrejetora temos que existe θ ∈ R tal que a = cos θ.
Logo, b = sen θ e

T (e1) = (cos θ, sen θ).

Sendo

kT (e2)k = 1 e hT (e1), T (e2)i = 0,

obtemos

T (e2) = (− sen θ, cos θ) ou T (e2) = (sen θ,− cos θ).

Portanto, a representação matricial de T em relação a qualquer base ortonormal de R2 é

[T ] =

"
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

#
ou [T ] =

"
cos θ sen θ

sen θ − cos θ

#
,

isto é, qualquer operador ortogonal sobre R2 é uma rotação sobre a origem ou uma reflexão
em torno de uma reta passando pela origem.

Sejam V um espaço euclidiano e T : V → V um operador linear. Dizemos que T é

auto-adjunto ou simétrico se T t = T .

Teorema 6.16 Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n > 0 e T : V → V um

operador simétrico. Então T possui um autovetor não-nulo.

Prova. Consideremos a função (quociente de Raleigh) R : V − {0}→ R definida por

R(u) =
hu, T (u)i
hu,ui .

Como R é contínua e

S = {u ∈ V : kuk = 1}

é um conjunto compacto (confira Elon Lages Lima, Espaços Métricos, páginas 209 e 215)

temos que existe u0 ∈ V com ku0k = 1 tal que

R(u0) ≤ R(v), ∀ v ∈ S.

Seja w ∈ V − {0} um vetor qualquer. Então

R(u0) ≤ R(
1

kwkw) = R(w).

Portanto, u0 ∈ V é um mínimo absoluto de R. Agora, fixado v ∈ V e considerando a

função

g :

¸
− 1

kvk ,
1

kvk

∙
→ R

definida por

g(t) = R(u0 + tv) =
hu0, T (u0)i+ 2thv, T (u0)i+ t2hv, T (v)i

1 + 2thu0,vi+ t2 kvk2
,
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a qual é bem definida e tem um mínimo em t = 0. Logo,

0 = g0(0) = 2h(T (u0)− hu0, T (u0)iu0),vi.

Portanto,

T (u0) = hu0, T (u0)iu0,

isto é, u0 é um autovetor de T associado ao autovalor λ = hu0, T (u0)i. ¥

Teorema 6.17 Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n > 0 e T : V → V um

operador simétrico. Então V possui uma base ortonormal formada de autovetores de T .

Em particular, T é diagonalizável e o polinômio característico de T só tem raízes reais.

Prova. Vamos usar indução em n. Se n = 1, então pelo Teorema 6.16 T possui um

autovetor não-nulo u. Seja

u1 =
1

kuku.

Então u1 é um autovetor de T com ku1k = 1. Suponhamos que n ≥ 2 e que o resultado seja
válido para todo espaço euclidiano com dimensão k, 1 ≤ k < n. É claro que W = [u1] é

invariante sob T . Assim, pelo Teorema 6.13,W⊥ é invariante sob T t = T . Como S = TW⊥

é simétrico e W⊥ é um espaço euclidiano com dimW⊥ = n− 1 < n temos, pela hipótese

de indução, que W⊥ possui uma base ortonormal

{u2, . . . ,un}

de autovetores de S (T prove isto!). Já vimos que V =W ⊕W⊥. Portanto,

β = {u1,u2, . . . ,un}

é uma base ortonormal de V formada de autovetores de T . ¥

Corolário 6.18 Seja A ∈ M(n, n) uma matriz simétrica. Então existe uma matriz or-

togonal P tal que

P−1AP

seja uma matriz diagonal. ¥

Exemplo 6.19 Sejam R2 com o produto interno usual e T : R2 → R2 um operador

simétrico. Determine uma base ortonormal de R2 formada de autovetores de T .

Solução. A representação matricial T com relação a qualquer base ortonormal de R2 é

A = [T ] =

"
a b

b c

#
.

Logo,

fT = det(xI2 −A) = x2 − (a+ c)x+ (ac− b2)
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Como

∆ = (a+ c)2 − 4(ac− b2) = (a− c)2 + 4b2 ≥ 0

temos duas possibilidades:

Se ∆ = 0, então a = c e b = 0. Logo, T = aI e qualquer base ortonormal de R2 é
formada de autovetores de T .

Se ∆ > 0, então T possui dois autovalores distintos λ1 e λ2. Logo, pelo Teorema 6.13,

os autovetores u1 e u2 associados aos autovalores λ1 e λ2 são ortogonais. Portanto,

β =

½
u1
ku1k

,
u2
ku2k

¾
é uma base ortonormal de R2 formada de autovetores de T e

[T ]ββ =

"
λ1 0

0 λ2

#
.

Exemplo 6.20 Sejam R3 com o produto interno usual e T : R3 → R3 um operador

simétrico tal que

A = [T ] =

⎡⎢⎣ −1 1 2

1 −1 2

2 2 2

⎤⎥⎦ .
Determine uma matriz ortogonal P tal que

P−1AP

seja uma matriz diagonal.

Solução. O polinômio característico de T é

fT = x3 − 12x− 16

e λ1 = −2 e λ2 = 4 são os autovalores de T . Logo,

Vλ1 = [(−2, 0, 1), (−1, 1, 0)] e Vλ2 = [(1, 1, 2)].

Assim, pelo processo de ortogonalização de Gram-Schmidt, obtemos bases ortonormais½
(− 1√

2
,
1√
2
, 0), (− 1√

3
,− 1√

3
,
1√
3
)

¾
e
½
(
1√
6
,
1√
6
,
2√
6
)

¾
de Vλ1 e Vλ2, respectivamente. Logo,

β = {(− 1√
2
,
1√
2
, 0), (− 1√

3
,− 1√

3
,
1√
3
), (

1√
6
,
1√
6
,
2√
6
)}

é uma base ortonormal de R3 formada de autovetores de T e

P−1AP =

⎡⎢⎣ −2 0 0

0 −2 0

0 0 4

⎤⎥⎦ ,
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onde

P =

⎡⎢⎣ −
1√
2
− 1√

3
1√
6

1√
2
− 1√

3
1√
6

0 1√
3

2√
6

⎤⎥⎦ .

EXERCÍCIOS

1. Mostre todas as afirmações deixadas nesta seção.

2. Sejam R2 com o produto interno usual e A ∈ R2×2 uma matriz simétrica com
autovalores λ1 = 1, λ2 = 9 e v1 = (1, 3) o autovetor de A associado a λ1.

(a) Determine o autovetor de A associado a λ2.

(b) Determine a matriz A.

(c) Determine uma matriz B tal que B2 = A.

3. Sejam V um espaço euclidiano, T : V → V um operador simétrico e u ∈ V um

autovetor de T . Mostre que o subespaço

[u]⊥ = {v ∈ V : hv,ui = 0}

é invariante sob T .

4. Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n e u ∈ V , u 6= 0. Mostre que se

{u2, . . . ,un}

é uma base de [u]⊥, então

{u,u2, . . . ,un}

é uma base de V.

5. Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n > 1, T : V → V um operador

simétrico e u ∈ V um autovetor de T . Mostre que se T[u]⊥ é diagonalizável, então

T é diagonalizável.

6. Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n e T : V → V um operador linear

invertível. Mostre que as seguintes condições são equivalentes:

(a) T = λU , onde U é um operador ortogonal.

(b) T preserva ângulo, isto é,

hT (u), T (v)i
kT (u)k kT (v)k =

hu,vi
kuk kvk , ∀ u,v ∈ V − {0}.
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(c) T preserva ortogonalidade, isto é, se hu,vi = 0, então hT (u), T (v)i = 0.

(d) T preserva comprimento, isto é, se kuk = kvk, então kT (u)k = kT (v)k.

7. Sejam Rn com o produto interno usual e A ∈ Rn×n Mostre que as colunas de A

são ortonormais se, e somente se, as linhas de A também o são.

8. Sejam V um espaço euclidiano com dimV = n e T : V → V um operador linear.

(a) Mostre que se T é auto-adjunto, então detT é real.

(b) Mostre que se T é ortogonal, então detT = ±1.

6.3 Quádricas

Seja Rn com o produto interno usual. Uma isometria ou um movimento rígido em Rn

é uma função T : Rn −→ Rn que preserva produto interno, isto é,

hT (u), T (v)i = hu,vi, ∀ u,v ∈ Rn.

Exemplo 6.21 Se t ∈ Rn, então a função Tt : Rn −→ Rn definida por

Tt(u) = u+ t, ∀ u ∈ Rn,

é um movimento rígido, chamado a translação (à direita) por t. É claro que Tt(0) = t,

de modo que Tt não é um operador linear se t 6= 0. Note, também, que todo operador

ortogonal sobre Rn é um movimento rígido em Rn.

Lema 6.22 Sejam Rn com o produto interno usual e T : Rn −→ Rn um movimento

rígido. Então

kT (u)− T (v)k = ku− vk , ∀ u,v ∈ Rn.

Além disso, se T (0) = 0, então T é um operador linear.

Prova. Suponhamos que T (0) = 0 e

T (ei) = ei, i = 1, . . . , n.

Então

kT (u)k = kT (u)− T (0)k = ku− 0k = kuk , ∀ u ∈ Rn.

Denotando T (u) por (y1, . . . , yn), obtemos

y21 + · · ·+ y2n = x21 + · · ·+ x2n. (6.1)

Por outro lado,

kT (u)− e1k = kT (u)− T (e1)k = ku− e1k .
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Logo,

(y1 − 1)2 + y22 + · · ·+ y2n = (x1 − 1)2 + x22 + · · ·+ x2n. (6.2)

Assim, subtraindo a equação (6.1) de (6.2) e desenvolvendo, obtemos

2y1 − 1 = 2x1 − 1⇒ y1 = x1.

De modo análogo, obtemos yi = xi, para todo i = 2, . . . , n. Portanto, T (u)= u, isto é,

T = I é a aplicação identidade.

Suponhamos, agora, que T (ei) = ui, i = 1, . . . , n e que S : Rn −→ Rn seja um

operador linear tal que

S(ei) = ui, i = 1, . . . , n,

onde

{u1, . . . ,un}

é uma base ortonormal de Rn. É claro que S é invertível e S−1 ◦T é um movimento rígido
em Rn. Como

S−1 ◦ T (0) = 0 e S−1 ◦ T (ei) = ei, i = 1, . . . , n

temos que S−1 ◦ T = I e T = S. ¥

Teorema 6.23 Todo movimento rígido em Rn pode se escrito de modo único sob a forma

T ◦ S,

onde T é uma translação em Rn e S é um operador ortogonal em Rn.

Prova. Sejam f um movimento rígido em Rn, t = f(0) e S = f − t. Então é fácil
verificar que S é um movimento rígido em Rn e S(0) = 0. Logo, pelo Lema 6.22, S é um

operador linear em Rn. Portanto,

f = T ◦ S,

onde T (u) = u+ t, para todo u ∈ Rn. Agora, seja

f = T1 ◦ S1

outra decomposição. Então

T ◦ S = T1 ◦ S1.

Logo,

S ◦ S−11 = T−1 ◦ (T ◦ S) ◦ S−11
= T−1 ◦ (T1 ◦ S1) ◦ S−11
= T−1 ◦ T1.

Assim, T−1 ◦ T1(0) = 0 e t1 − t = 0, isto é, T = T1. Portanto, S = S1. ¥
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Seja V um espaço vetorial sobre R com dimV = n. Uma função q : V → R é uma
forma quadrática sobre V se, para qualquer base

β = {u1, . . . ,un}

de V , existir uma matriz A ∈ Rn×n tal que

q(v) = XtAX,

onde X = [v]β.

Seja Rn com o produto interno usual. Uma quádrica em Rn é um conjunto da forma

Sn =

(
(x1, . . . , xn) ∈ Rn :

nX
i=1

nX
j=1

aijxixj +
nX

k=1

bkxk + c = 0

)
,

onde aij, bk, c ∈ R e pelo menos um aij 6= 0. Em particular, S2 é chamada de cônica e S3
é chamada de superfície quadrática.

Sejam

A = [aij] ∈ Rn×n e b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn = R1×n.

Então

Sn =
©
x ∈ Rn : xtAx+ btx+ c = 0

ª
.

Não há perda de generalidade em supor que A seja uma matriz simétrica, pois a quádrica

Sn permanece inalterada quando substituímos A pela matriz

B =
1

2
(A+At),

que é uma matriz simétrica.

Exemplo 6.24 Seja R2 com o produto interno usual. Então os conjuntos

E2 =
©
(x1, x2) ∈ R2 : 4x21 + 9x22 − 36 = 0

ª
H2 =

©
(x1, x2) ∈ R2 : x1x2 − 1 = 0

ª
P2 =

©
(x1, x2) ∈ R2 : x21 − x2 − 1 = 0

ª
são quádricas em R2.

Teorema 6.25 Sejam Rn com o produto interno usual e Sn uma quádrica em Rn. Então

existem um vetor u0 ∈ Rn e uma base ortonormal

β = {u1,u2, . . . ,un}

de Rn tal que

Sn =

(
u0 +

nX
i=1

ziui ∈ Rn :
kX
i=1

λiz
2
i +

nX
j=k+1

djzj + e = 0

)
.
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Prova. Suponhamos que a equação da quádrica Sn é dada por

nX
i=1

nX
j=1

aijxixj +
nX

k=1

bkxk + c = xtAx+ btx+ c = 0. (6.3)

Como A é uma matriz simétrica temos, pelo Corolário 6.18, que existe uma matriz or-

togonal P tal que

P−1AP = D =

⎡⎢⎣ λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn

⎤⎥⎦
é uma matriz diagonal. Tomando, y = P−1x e d = P−1b, obtemos

[x]β =

⎡⎢⎣ y1
...

yn

⎤⎥⎦ e [b]β =

⎡⎢⎣ d1
...

dn

⎤⎥⎦ ,
onde

β = {Pe1, . . . ,Pen}

é uma nova base de Rn. Então a equação (6.3) torna-se

ytDy + dty + c = 0,

isto é,
nX
i=1

λiy
2
i +

nX
i=1

diyi + c = 0.

Reenumerando, se necessário, podemos supor que λi 6= 0, i = 1, . . . , k, e λj = 0, j =

k + 1, . . . , n. Assim, completanto os quadrados, obtemos

kX
i=1

λi(yi +
di
2λi
)2 +

nX
j=k+1

diyi + c−
kX
i=1

(
di
2λi
)2 = 0.

Agora, aplicando a translação T : Rn → Rn definida por T (y) = z, onde

zi = yi +
di
2λi

, i = 1, . . . , k, e zj = yj, j = k + 1, . . . , n,

e fazendo

e = c−
kX
i=1

(
di
2λi
)2,

obtemos
kX
i=1

λiz
2
i +

nX
j=k+1

djzj + e = 0.

¥
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Observação 6.26 Como o operador ortogonal e a translação são movimentos rígidos
temos que a forma geométrica da quádrica não é alterada.

Exemplo 6.27 Seja R2 com o produto interno usual. Classifique a quádrica

S2 =
©
(x1, x2) ∈ R2 : x1x2 − 1 = 0

ª
.

Solução. Note que a quádrica na forma matricial é

h
x1 x2

i " 0 1
2

1
2
0

#"
x1

x2

#
− 1 = 0.

O polinômio característico da matriz

A =

"
0 1

2
1
2
0

#

é

fA = x2 − 1
4
.

Logo, λ1 = −12 e λ2 =
1
2
são os autovalores de A. Sejam

u1 =
1√
2
(−1, 1) e u2 =

1√
2
(1, 1)

os autovetores (normalizados) associados aos autovalores λ1 e λ2. Se

(x1, x2) = y1u1 + y2u2,

isto é, "
x1

x2

#
=

1√
2

"
−1 1

1 1

#"
y1

y2

#
⇔
(

x1 =
1√
2
(−y1 + y2)

x2 =
1√
2
(y1 + y2),

a equação da quádrica torna-se

h
y1 y2

i " −1
2
0

0 1
2

#"
y1

y2

#
− 1 = 0,

ou seja,
y22
2
− y21
2
= 1.

Assim, a quádrica é uma hipérbole com eixo imaginário o eixo y1.

Exemplo 6.28 Seja R3 com o produto interno usual. Classifique a quádrica cuja equação
é

6x21 + 7x
2
2 + 5x

2
3 − 4x1x2 + 4x1x3 − 12x1 + 6x2 − 18x3 − 18 = 0.
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Solução. Note que a quádrica na forma matricial é

h
x1 x2 x3

i⎡⎢⎣ 6 −2 2

−2 7 0

2 0 5

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ x1

x2

x3

⎤⎥⎦+ h −12 6 −18
i⎡⎢⎣ x1

x2

x3

⎤⎥⎦− 18 = 0.
O polinômio característico da matriz

A =

⎡⎢⎣ 6 −2 2

−2 7 0

2 0 5

⎤⎥⎦
é

fA = x3 − 18x2 + 99x− 162.

Logo, λ1 = 3, λ2 = 6 e λ3 = 9 são os autovalores de A. Sejam

u1 =
1

3
(2, 1,−2),u2 =

1

3
(1, 2, 2) e u3 =

1

3
(2,−2, 1)

os autovetores (normalizados) associados aos autovalores λ1, λ2 e λ3. Se

(x1, x2, x3) = y1u1 + y2u2 + y3u3,

isto é, ⎡⎢⎣ x1

x2

x3

⎤⎥⎦ = 1

3

⎡⎢⎣ 2 1 2

1 2 −2
−2 2 1

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ y1

y2

y3

⎤⎥⎦⇔
⎧⎪⎨⎪⎩

x1 =
1
3
(2y1 + y2 + 2y3)

x2 =
1
3
(y1 + 2y2 − 2y3)

x3 =
1
3
(−2y1 + 2y2 + y3),

a equação da quádrica torna-se

h
y1 y2 y3

i⎡⎢⎣ 3 0 0

0 6 0

0 0 9

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ y1

y2

y3

⎤⎥⎦+ h 6 −12 −18 i
⎡⎢⎣ y1

y2

y3

⎤⎥⎦− 18 = 0,
ou seja,

3y21 + 6y
2
2 + 9y

2
3 + 6y1 − 12y2 − 18y3 − 18 = 0.

Agora, completando os quadrados, obtemos

(y1 + 1)
2

12
+
(y2 − 1)2

6
+
(y3 − 1)2

2
= 1.

Finalmente, aplicando a translação T : R3 → R3 definida por T (y) = z, onde

z1 = y1 + 1, z2 = y2 − 1 e z3 = y3 − 1,

obtemos
z21
12
+

z22
6
+

z23
2
= 1.

Assim, a quádrica é um elipsóide com semi-eixos 2
√
3,
√
6 e
√
2.
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Exemplo 6.29 Seja R3 com o produto interno usual. Classifique a quádrica cuja equação
é

−x21 + x2x3 − x2 + x3 − 100 = 0.

Solução. Note que a quádrica na forma matricial é

h
x1 x2 x3

i⎡⎢⎣ −1 0 0

0 0 1

0 1 0

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ x1

x2

x3

⎤⎥⎦+ h 0 −1 1
i⎡⎢⎣ x1

x2

x3

⎤⎥⎦− 100 = 0.
O polinômio característico da matriz

A =

⎡⎢⎣ −1 0 0

0 0 1

0 1 0

⎤⎥⎦
é

fA = x3 + x2 − x− 1.

Logo, λ1 = −1 e λ2 = 1 são os autovalores de A. Sejam

u1 = (1, 0, 0),u2 =
1√
2
(0,−1, 1) e u3 =

1√
2
(0, 1, 1)

os autovetores (normalizados) associados aos autovalores λ1 e λ2. Se

(x1, x2, x3) = y1u1 + y2u2 + y3u3,

isto é, ⎡⎢⎣ x1

x2

x3

⎤⎥⎦ =
⎡⎢⎣ 1 0 0

0 − 1√
2

1√
2

0 1√
2

1√
2

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ y1

y2

y3

⎤⎥⎦⇔
⎧⎪⎨⎪⎩

x1 = y1

x2 =
1√
2
(−y2 + y3)

x3 =
1√
2
(y2 + y3),

a equação da quádrica torna-se

h
y1 y2 y3

i⎡⎢⎣ −1 0 0

0 −1 0

0 0 1

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ y1

y2

y3

⎤⎥⎦+ h − 2√
2
0 0

i⎡⎢⎣ y1

y2

y3

⎤⎥⎦− 100 = 0,
ou seja,

−y21 − y22 + y23 −
2√
2
y1 − 100 = 0.

Agora, completando os quadrados, obtemos

−
(y1 +

1√
2
)2

199
2

− y22
199
2

+
y23
199
2

= 1.

Finalmente, aplicando a translação T : R3 → R3 definida por T (y) = z, onde

z1 = y1 +
1√
2
, z2 = y2 e z3 = y3,
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obtemos

− z21
199
2

− z22
199
2

+
z23
199
2

= 1.

Assim, a quádrica é um hiperbolóide de duas folhas.

EXERCÍCIOS

1. Seja R2 com o produto interno usual. Determine todos os movimentos rígidos em

R2.

2. Seja R2 com o produto interno usual. Classifique as seguintes quádricas:

(a) 12x2 + 24xy + 9y2 = 5.

(b) 5x2 − 8xy + 5y2 = 9.
(c) 2x2 +

√
12xy = 1.

(d) 23x2 + 2y2 − 72xy + 30x+ 40y = 0.
(e) 3x2 + 3y2 − 2xy + 6x− 2y − 3 = 0.

3. Seja R3 com o produto interno usual. Classifique as seguintes quádricas:

(a) 12x2 + 12y2 + 12z2 + 16xy + 12yz = 2.

(b) x2 + y2 + 4z2 + 8xy + 2xz + 2yz = 3.

(c) y2 − z2 + 4xy − 6x+ 4y + 2z + 8 = 0.
(d) −x2 − y2 − z2 + 2xy + 2xz + 2yz = 2.

(e) x2 + 3y2 − 3z2 + 4xy − 2xz + 2y − 4z + 2 = 0.

4. Seja R3 com o produto interno usual:

(a) Classifique a quádrica

5x2 + 6y2 + 7z2 − 4xy + 4yz = 0.

(b) Mostre que

5x2 + 6y2 + 7z2 > 4xy − 4yz, ∀ (x, y, z) ∈ R3 − {(0, 0, 0)}.

5. Sejam R2 com o produto interno usual, u,v ∈ R2 e a ∈ R com a > 0. Mostre que

{x ∈ R2 : kx− uk+ kx− vk = 2a}

é uma elipse com semi-eixo maior a e semi-eixo menor

1

2

q
4a2 − kv− uk2.
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6. Sejam V um espaço vetorial sobre R com dimV = n e q : V → R uma função.
Então as seguintes condições são equivalentes:

(a) q é uma forma quadrática.

(b) Existem uma base

β = {u1, . . . ,un}

de V e uma matriz A ∈ Rn×n tal que

q(v) = XtAX,

onde X = [v]β.

(c) Existe uma forma bilinear B : V × V → R tal que q(v) = B(v,v), para todo

v ∈ V .

(d) Existe uma forma bilinear simétrica B : V × V → R tal que q(v) = B(v,v),

para todo v ∈ V .

(e) A função eB(v) = q(v + w) − q(v) − q(w), é uma forma bilinear sobre V e

q(av) = a2q(v), para todo v ∈ V e a ∈ R.



Capítulo 7

Forma Canônica de Jordan

Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita sobre R e T : V → V um operador

linear. Já vimos que a matriz A = [T ]αα em relação a alguma base ordenada α de V

era semelhante a uma matriz diagonal se, e somente se, V possui uma base formada

de autovetores de T . Nosso objetivo neste capítulo é o seguinte: se T não pode ser

diagonalizável, então determinar uma base de V em relação à qual a matriz de T tenha

uma forma tão próximo quanto possível da matriz diagonal.

7.1 Teorema da Decomposição Primária

Um polinômio f ∈ R[x] é chamado redutível sobre R se existirem g, h ∈ R[x] com

1 ≤ ∂(g), ∂(h) < ∂(f)

tais que

f = gh.

Caso contrário, dizemos que ele é irredutível sobre R.
Sejam f1, . . . , fk ∈ R[x]. Dizemos que f1, . . . , fk são relativamente primos se o

mdc(f1, . . . , fk) = 1

ou, equivalentemente, existirem g1, . . . , gk ∈ R[x] tais que

g1f1 + · · ·+ gkfk = 1. (Identidade de Bezout)

Teorema 7.1 Sejam T : V → V um operador linear e f ∈ R[x] com decomposição

f = p1 · · · pk,

onde os p1, . . . , pk ∈ R[x] são relativamente primos.

1. Os subespaços Wi = ker pi(T ) de V são invariantes sob T e

ker f(T ) =W1 ⊕ · · ·⊕Wk.

197
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2. A projeção Ei associada a decomposição em (1) é um polinômio em T . Além disso,

se S : V → V é um operador linear tal que TS = ST , então EiS = SEi.

3. Se W ⊆ ker f(T ) é um subespaço invariante sob T , então

W = (W ∩W1)⊕ · · ·⊕ (W ∩Wk).

Prova. (1) Seja bfi = f

pi
=
Y
j 6=i

pj, i = 1, . . . , k.

Então é fácil verificar que os bf1, . . . , bfk são relativamente primos e que f divide bfi bfj se
i 6= j. Vamos provar primeiro que a soma é direta. Suponhamos que

u1 + u2 + · · ·+ uk = 0,

onde ui ∈Wi. Então bfi(T )(uj) = 0
se i 6= j, pois bfi(T ) contém o fator pj(T ). Como bfi e pi são relativamente primos temos
que existem gi, hi ∈ R[x] tais que

gibfi + hipi = 1.

Logo,

ui = I(ui) =
³
gi(T )bfi(T ) + hi(T )pi(T )

´
(ui) = gi(T )bfi(T )(ui)

= gi(T )bfi(T )Ã−X
j 6=i
uj

!
= −

X
j 6=i

³
gi(T )bfi(T )(uj)´ = 0.

Finalmente, como bf1, . . . , bfk são relativamente primos temos que existem g1, . . . , gk ∈ R[x]
tais que

g1 bf1 + · · ·+ gk bfk = 1.
Assim, se u ∈ ker f(T ), então ui = gi(T )bfi(T )(u) ∈Wi, pois

pi(T )(ui) = pi(T )gi(T )bfi(T )(u) = gi(T )f(T )(u) = 0.

Logo,

u = I(u) =
kX
i=1

gi(T )bfi(T )(u) ∈ kX
i=1

Wi,

isto é,

ker f(T ) ⊆W1 ⊕ · · ·⊕Wk.

Como a outra inclusão é trivial temos que

ker f(T ) =W1 ⊕ · · ·⊕Wk.
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(2) A prova de (1) mostra que Ei = gi(T )bfi(T ) e Wi = ImEi, i = 1, . . . , k.

(3) Seja u ∈W . Então, por (1), temos que

u = u1 + u2 + · · ·+ uk,

onde ui ∈Wi. Logo,

ui = Ei(u) = gi(T )bfi(T )(u) ∈W,

pois W sendo invariante sob T , W é invariante sob o polinômio gi(T )bfi(T ). Portanto,
W = (W ∩W1)⊕ · · ·⊕ (W ∩Wk).

¥

Teorema 7.2 (Teorema da Decomposição Primária) Sejam T : V → V um ope-

rador linear com dimV = n e

mT = pr11 · · · prkk ,

o polinômio minimal de T , onde os p1, . . . , pk ∈ R[x] são distintos, irredutíveis e mônicos.

1. Os subespaços Wi = ker p
ri
i (T ) de V são invariantes sob T e

V =W1 ⊕ · · ·⊕Wk.

2. Se Ti = T |Wi : Wi →Wi é a restrição de T a Wi, então o polinômio minimal de Ti
é igual a prii . Além disso,

T = T1 ⊕ · · ·⊕ Tk.

3. Se Ai é a representação matricial de Ti em relação a alguma base de Wi, então T

é representado pela matriz diagonal em bloco

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
A1 0 · · · 0

0 A2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Ak

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = A1 ⊕ · · ·⊕Ak.

Prova. (1) Como mT (T ) = 0 temos que kermT (T ) = V . Assim, pelo item (1) do

Teorema 7.1, temos que Wi é invariante sob T e

V =W1 ⊕ · · ·⊕Wk.

(2) Seja mi o polinômio minimal de Ti. Então mi divide p
ri
i , pois p

ri
i (T )(u) = 0, para

todo u ∈Wi. Por outro lado, como mi(Ti) = 0 temos que³
mi
bfi´ (T ) = mi(T )bfi(T ) = 0.

Assim, m divide mi
bfi, isto é, prii bfi divide mi

bfi. Logo, prii divide mi. Portanto, mi = prii ,

pois ambos são mônicos. ¥
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Lema 7.3 Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita e S, T : V → V operadores

lineares diagonalizáveis tais que ST = TS. Então S e T são simultaneamente diagona-

lizáveis, ou seja, existe uma base β de V tal que [S]ββ e [T ]
β
β são diagonais.

Prova. Como S e T são diagonalizáveis temos, pelo Teorema 4.17, que

V = Vλ1 ⊕ · · ·⊕ Vλk e V = Vμ1 ⊕ · · ·⊕ Vμm .

Fixando μj ∈ R, escolhendo u ∈ Vμj ⊆ V e fazendo

u =
kX
i=1

vi,

onde vi ∈ Vλi, i = 1, . . . , k, obtemos

kX
i=1

S(vi) = S(u) = μju =
kX
i=1

(μjvi).

Como Vλi é invariante sob S e a soma é direta temos que

S(vi) = μjvi, i = 1, . . . , k.

Logo,

Vμj =
³
Vμj ∩ Vλ1

´
⊕ · · ·⊕

³
Vμj ∩ Vλk

´
Portanto,

V =
mX
j=1

kX
i=1

³
Vμj ∩ Vλi

´
,

isto é, escolhendo uma base para cada Vμj ∩ Vλi, obtemos uma base de V formada de

autovetores de ambos S e T . ¥

Exemplo 7.4 Sejam S, T : R2 → R2 operadores lineares cujas representações matriciais
em relação à base canônica de R2 são

A = [S] =

"
1 2

0 2

#
e B = [T ] =

"
3 −8
0 −1

#
,

repectivamente. Determine uma matriz invertível P tal que P−1AP e P−1BP sejam

ambas diagonalizáveis.

Solução. É fácil verificar que S e T são diagonalizáveis e ST = TS, onde

V1 = [(1, 0)], V2 = [(2, 1)] e V−1 = [(2, 1)], V3 = [(1, 0)].

Portanto,

R2 = (V1 ∩ V3)⊕ (V2 ∩ V−1) = [(1, 0)]⊕ [(2, 1)].
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Assim, fazendo

P =

"
1 2

0 1

#
e P−1 =

"
1 −2
0 1

#
,

obtemos

P−1AP =

"
1 0

0 2

#
e P−1BP =

"
−1 0

0 3

#
.

Seja T : V → V um operador linear. Dizemos que T é um operador nilpotente se

existir r ∈ N tal que
T r = 0.

O menor k ∈ N tal que T k = 0 é chamado de índice de nilpotência de T .

Lema 7.5 Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita e S, T : V → V operadores

lineares tais que ST = TS.

1. Se S e T são diagonalizáveis, então S + T também o é.

2. Se S e T são nilpotentes, então S + T também o é.

Prova. (1) Segue do Lema 7.3. Para provar (2), suponhamos que Sm = 0 e Tn = 0.

Então, escolhendo k = m+ n− 1, obtemos pelo binômio de Newton

(S + T )k =
kX

j=0

µ
k

j

¶
Sk−jT j

=
nX

j=0

µ
k

j

¶
Sk−jT j +

kX
j=n+1

µ
k

j

¶
Sk−jT j

= 0 + 0 = 0,

pois k − j = m+ (n− 1− j) ≥ m. Portanto, S + T é nilpotente. ¥

Teorema 7.6 Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n e

mT = (x− λ1)
r1 · · · (x− λk)

rk ,

o polinômio minimal de T , onde os λ1, . . . , λk ∈ R são distintos aos pares. Então:

1. Existe um operador diagonalizável D e um operador nilpotente N tais que

a. T = D +N.

b. DN = ND.

Além disso, os operadores D e N são determinados de modo único por (a) e (b) e são

polinômios em T .
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2. Para cada i = 1, . . . , k, V λi = ker(T − λiI)
ri.

Prova. (1) Pelo item (2) do Teorema 7.1, temos que

ImEi = ker(T − λiI)
ri , i = 1, . . . , k.

Fazendo

D = λ1E1 + · · ·+ λkEk

temos, pelo Teorema 4.31, que D é um operador diagonalizável. Seja N = T −D. Então

N é um operador nilpotente, pois

N = T −D =
kX
i=1

(T − λiI)Ei

implica que

N r =
kX
i=1

(T − λiI)
rEi, ∀ r ∈ N.

Logo, tomando

r ≥ max{r1, . . . , rr},

temos que N r = 0. Portanto, T = D + N e DN = ND. Finalmente, suponhamos que

T = D0 +N 0, com D0 diagonalizável, N 0 nilpotente e D0N 0 = N 0D0. Então

TD0 = D0T e TN 0 = N 0T.

Assim,

f(T )D0 = D0f(T ) e f(T )N 0 = N 0f(T ), ∀ f ∈ R[x].

Em particular,

DD0 = D0D, ND0 = D0N, DN 0 = N 0D e NN 0 = N 0N.

Pelo Lema 7.5, temos que D−D0 é diagonalizável e N 0−N é nilpotente. Como D−D0 =

N 0−N temos que D−D0 é nilpotente. Logo, o polinômio minimal de D−D0 é da forma

m = xk, onde k ≤ dimV , mas sendo D − D0 diagonalizável devemos ter k = 1, isto é,

m = x. Portanto, D −D0 = 0, ou seja, D = D0 e N = N 0.

(2) É claro que ker(T − λiI)
ri ⊆ V λi. Suponhamos, por absurdo, que existe u ∈ V λi

tal que

v = (T − λiI)
ri(u) 6= 0.

Então existe s ∈ N com s > ri tal que

(T − λiI)
s(u) = 0.

Escrevendo m = q(x− λi)
ri, temos que

mdc(q, (x− λi)
s−ri) = 1.
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Assim, existem g, h ∈ R[x] tais que

gq + h(x− λi)
s−ri = 1.

Logo,

v = I(v) = [g(T )q(T ) + h(T )(T − λiI)
s−ri ](v)

= g(T )q(T )(v) + h(T )(T − λiI)
s−ri(v)

= g(T )m(T )(u) + h(T )(T − λiI)
s(u)

= 0+ 0 = 0,

o que é uma contradição. Portanto, V λi = ker(T − λiI)
ri, i = 1, . . . , k. ¥

Exemplo 7.7 Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em

relação à base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 3 1 −1
2 2 −1
2 2 0

⎤⎥⎦ .
Mostre que existe um operador diagonalizável D sobre R3 e um operador nilpotente N

sobre R3 tais que T = D+N e DN = ND. Determine as matrizes de D e N em relação

à base canônica de R3.

Solução. É fácil verificar que o polinômio característico e minimal de T é

fT = mT = x3 − 5x2 + 8x− 4 = (x− 1)(x− 2)2.

Sejam p1 = x − 1, p2 = x − 2 ∈ R[x] e W1 = ker p1(T ), W2 = ker p2(T )
2. Então é fácil

verificar que p1 e p2 são distintos, irredutíveis e mônicos. Sejam

bf1 = mT

p1
= x2 − 4x+ 4 e bf2 = mT

p22
= x− 1.

Então bf1 e bf2 são relativamente primos. Assim, existem g1 = 1, g2 = −x + 3 ∈ R[x] tais
que

g1 bf1 + g2 bf2 = 1.
Sejam

E1 = g1(T )bf1(T ) = T 2 − 4T + 4I e E2 = g2(T )bf2(T ) = −T 2 + 4T − 3I.
Então W1 = ImE1 e W2 = ImE2. Portanto, existem

D = E1 + 2E2 = −T 2 + 4T − 2I e N = T −D = T 2 − 3T + 2I
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tais que T = D +N e DN = ND. Finalmente,

[D] =

⎡⎢⎣ 1 1 0

0 2 0

−2 2 2

⎤⎥⎦ e [N ] =

⎡⎢⎣ 2 0 −1
2 0 −1
4 0 −2

⎤⎥⎦ .
Note que

α1 = {(1, 0, 2)} e α2 = {(1, 1, 0), (0, 0, 1)}

são bases de W1 e W2, respectivamente. Logo,

V =W1 ⊕W2 e A = [T ] = [T1]α1α1 ⊕ [T2]
α2
α2
=

"
[T1]

α1
α1

0

0 [T2]
α2
α2

#
,

onde

T1 = T |W1 , T2 = T |W2 , [T1]
α1
α1
= [1] e [T2]α2α2 =

"
4 −1
4 0

#
.

EXERCÍCIOS

1. Sejam S, T : R2 → R2 operadores lineares cujas representações matriciais em relação
à base canônica de R2 são

A = [S] =

"
1 1

1 1

#
e B = [T ] =

"
1 a

a 1

#
,

repectivamente. Determine uma matriz invertívelP tal que P−1AP e P−1BP sejam

ambas diagonalizáveis.

2. Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em relação à

base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 6 −3 −2
4 −1 −2
10 −5 −3

⎤⎥⎦ .
Escreva o polinômio minimal de T sob a formamT = p1p2, onde p1 e p2 são distintos,

irredutíveis e mônicos sobre R. SejamW1 = ker p1(T ) e W2 = ker p2(T ). Determine

bases α1 e α2 para W1 e W2, respectivamente. Se Ti = T |Wi, determine a matriz de

Ti em relação à base αi.

3. Sejam T : V → V um operador linear, onde V é um espaço vetorial de dimensão

finita sobre C e D a parte diagonal de T . Mostre que a parte diagonal de g(T ) é

D(T ), para todo g ∈ C[x].
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4. Seja T : V → V um operador linear com dimV = n tal que posto(T ) = 1. Mostre

que T é diagonalizável ou nilpotente, não ambos.

5. Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Mostre que se T comuta com

todo operador linear diagonalizável sobre V , então T = aI, para algum a ∈ R.

6. Seja T : Rn×n → Rn×n um operador linear definido por T (A) = BA −AB, onde
B ∈ Rn×n é fixada. Mostre que seB é nilpotente, então T é um operador nilpotente.

(Sugestão: Use o binômio de Newton.)

7. Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Mostre que T é diagonalizável

se, e somente se, o polinômio minimal de T é um produto de fatores lineares distintos.

8. Seja A ∈ Rn×n com A 6= I e A3 = I. Determine se a matriz A é ou não diagona-

lizável.

7.2 Operadores Nilpotentes

Nesta seção faremos um estudo mais detalhado de operadores nilpotentes.

Lema 7.8 Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n e u ∈ V tal que

T k(u) = 0 e T k−1(u) 6= 0.

1. O conjunto α = {u, T (u), . . . , T k−1(u)} é LI.

2. W = [α] é invariante sob T .

3. eT = T |W é nilpotente de índice k.

4. Se ordenarmos α por u1 = T k−1(u), u2 = T k−2(u), . . . ,uk−1 = T (u) e uk = u, então

β = {u1, . . . ,uk} é uma base de W com T (u1) = 0, T (ui) = ui−1, i = 1, . . . , k, e

[eT ]ββ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .

...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
é uma matriz, onde os elementos da superdiagonal são todos iguais a 1 e o restante

zeros.

Prova. Vamos provar apenas o item (1). É fácil verificar, indutivamente, que

T k+m (u) = 0, ∀ m ∈ N.
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Suponhamos que

c1u+ c2T (u) + · · ·+ ckT
k−1(u) = 0. (7.1)

Assim, aplicando T k−1 à equação vetorial (7.1), obtemos

c1T
k−1(u) = 0.

Logo, c1 = 0, pois T k−1 (u) 6= 0. Aplicando T k−2 à equação vetorial (7.1), obtemos

c2T
k−1(u) = 0.

Logo, c2 = 0, pois T k−1 (u) 6= 0. Continuando deste modo, obtemos

c1 = c2 = · · · = ck = 0.

Portanto, α é LI. ¥

Lema 7.9 Sejam T : V → V um operador linear e Wi = kerT
i com i ∈ Z+. Então:

1. Wi ⊆Wi+1.

2. T (Wi+1) ⊆Wi.

3. Se αi = {u1, . . . ,uk}, αi+1 = {αi,v1, . . . ,vl} e αi+2 = {αi+1,w1, . . . ,wm} são bases
ordenadas de Wi, Wi+1 e Wi+2 respectivamente, então o conjunto

α = {αi, T (w1), . . . , T (wm)} ⊆Wi+1

é LI.

Prova. Vamos provar apenas o item (3). Suponhamos, por absurdo, que α seja LD.

Então existem escalares a1, . . . , ak, b1, . . . , bm ∈ R, não todos nulos, tais que

a1u1 + · · ·+ akuk + b1T (w1) + · · ·+ bmT (wm) = 0.

Logo,

b1T (w1) + · · ·+ bmT (wm) = −(a1u1 + · · ·+ akuk) ∈Wi,

isto é,

T i(b1T (w1) + · · ·+ bmT (wm)) = 0.

Assim,

T i+1(b1w1 + · · ·+ bmwm) = 0,

ou seja,

b1w1 + · · ·+ bmwm ∈Wi+1.

Como αi+1 gera Wi+1 temos que existem c1, . . . , ck, d1, . . . , dm ∈ R tais que

c1u1 + · · ·+ ckuk + d1v1 + · · ·+ dlvl + (−b1)w1 + · · ·+ (−bm)wm = 0,

o que é uma contradição, pois αi+2 é LI. ¥



7.2. OPERADORES NILPOTENTES 207

Lema 7.10 Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n e T k = 0 mas

T k−1 6= 0. Então T admite uma representação matricial em bloco J cujos elementos

diagonais têm a forma

N =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .

...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Além disso:

1. Existe pelo menos um bloco N de ordem k e todos os outros são de ordem menor

do que ou igual k.

2. O número de blocos N de cada ordem possível é determinado de modo único por T .

3. O número total de blocos N de todas as ordens é igual a nul(T ) = dimkerT .

Prova. Sejam Wi = kerT i e ni = dimWi, i = 1, . . . , k. Então V = Wk, Wk ⊂ V e

nk−1 < nk = n, pois

T k = 0 e T k−1 6= 0.

Assim, pelo item (1) do Lema 7.9, temos que

{0} =W0 ⊂W1 ⊂ · · · ⊂Wk−1 ⊂Wk = V.

Logo, por indução, podemos obter uma base

α = {u1, . . . ,un}

para V tal que

αi = {u1, . . . ,uni}

seja uma base para Wi, i = 1, . . . , k.

Vamos escolher agora uma nova base de V em relação à qual T tenha a forma desejada.

Fazendo

v(i,k) = unk−1+i e v(i,k−1) = T (v(i,k)), i = 1, . . . , nk − nk−1,

temos, pelo item (3) do Lema 7.9, que

β1 = {u1, . . . ,unk−2,v(1,k−1), . . . ,v(nk−nk−1,k−1)}

é LI em Wk−1. Assim, estendendo β1, se necessário, a uma base de Wk−1 acrescentando

elementos

v(nk−nk−1+j,k−1), j = 1, . . . , 2nk−1 − nk − nk−2.

Agora, fazendo

v(i,k−2) = T (v(i,k−1)), i = 1, . . . , nk−1 − nk−2,
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temos, pelo item (3) do Lema 7.9, que

β2 = {u1, . . . ,unk−3,v(1,k−2), . . . ,v(nk−1−nk−2,k−2)}

é LI em Wk−1, que pode ser estendendido a uma base de Wk−2 acrescentando elementos

v(nk−1−nk−2+j,k−1), j = 1, . . . , 2nk−2 − nk−1 − nk−3.

Proceguindo assim, obtemos uma nova base de V (confira Tabela 7.1)

Figura 7.1: Base desejada para V .

Note que a última linha da Tabela 7.1 forma a base de W1, as duas últimas linhas da

Tabela 7.1 formam a base de W2 e, assim por diante. Pela construção, temos que

T (v(i,j)) =

(
v(i,j−1) se j > 1,

0 se j = 1.
(7.2)

Assim, pelo item (4) do Lema 7.8, T terá a forma desejada se os v(i,j) são ordenados de

maneira lexicográfica (confira Tabela 7.1).

Finalmente, pela equação (7.2), obtemos

Tm(v(i,j)) = v(i,j−m), ∀ m com 1 ≤ m < j.

Além disso, (1) haverá exatamente

nk − nk−1 elementos diagonais de ordem k

nk−1 − nk−2 − (nk − nk−1) = 2nk−1 − nk − nk−2 elementos diagonais de ordem k − 1
...

...

2n2 − n3 − n1 elementos diagonais de ordem 2

2n1 − n2 elementos diagonais de ordem 1.
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(2) Como os números n1, . . . , nk são determinados de modo único por T temos que o

número de elementos diagonais de cada ordem é determinado de modo único por T .

(3) Como

n1 = (nk − nk−1) + (2nk−1 − nk − nk−2) + · · ·+ (2n2 − n3 − n1) + (2n1 − n2)

temos que o número total de blocos diagonais é igual a

n1 = dimW1 = dimkerT.

¥

Teorema 7.11 Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Então as seguintes

condições são equivalentes:

1. T é nilpotente;

2. Existe uma base de V em relação à qual T admite uma representação matricial em

blocos J cujos elementos diagonais têm a forma

N =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .

...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ;

3. Existe uma base de V em relação à qual T é representado por uma matriz triangular

superior com zeros na diagonal;

4. Tn = 0.

Prova. A implicação (1.⇒ 2.) segue do Lema 7.10. Agora é fácil verificar as implicações

(2.⇒ 3.⇒ 4.⇒ 1.). ¥

Exemplo 7.12 Seja T : R4 → R4 um operador linear cuja representação matricial em

relação à base canônica de R4 é

A = [T ] =

⎡⎢⎢⎢⎣
−1 1 0 1

0 0 0 0

−1 1 0 1

−1 1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Verifique se T é nilpotente. Caso afirmativo:

1. Determine a matriz nilpotente J em forma canônica que seja semelhante a A.
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2. Determine uma base β de R4 tal que P−1AP = J, onde P é a matriz cujas colunas
são os vetores de β, isto é, P é a matriz de mudança de base da base β para base

canônica de R4.

Solução. (1) É fácil verificar que A2 = 0. Logo, T é nilpotente de índice 2.

(a) Como o índice de nilpotência de T é igual a 2 temos que J contém pelo menos um

bloco de ordem 2 e todos os outros de ordem menor do que ou igual 2.

(b) Como o posto(T ) = 1 temos que

n1 = dimW1 = 4− 1 = 3,

isto é, o número total de blocos diagonais de J é igual a 3.

(c) Como k = 2, n1 = 3 e n2 = 4 temos que

n2 − n1 = 1 e 2n1 − n2 = 2,

isto é, J tem um bloco diagonal de ordem 2 e dois de ordem 1. Portanto,

J =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ .
(2) Pela forma de J basta escolher u1,u2,u3,u4 ∈ R4 tais que

T (u2) = u1 e T (ui) = 0, i = 1, 3, 4.

Como

ImT = [(1, 0, 1, 1)] e u1 ∈ ImT

temos que u1 = (1, 0, 1, 1). Desde que T 2 = 0 temos que u1 ∈ W1 = kerT . Assim,

podemos escolher u2 como qualquer solução da equação vetorial

T (u2) = u1,

isto é, se u2 = (x, y, z, t) ∈ R4, então escolher uma solução do sistema de equações lineares⎧⎪⎨⎪⎩
−x+ y + t = 1

−x+ y + t = 1

−x+ y + t = 1

,

digamos u2 = (0, 1, 0, 0). Finalmente, estendendo u1 para uma base de W1, escolhendo

u3 = (0, 0, 1, 0) e u4 = (1, 1, 0, 0). Portanto, se

P =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0 1

0 1 0 1

1 0 1 0

1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ e P−1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0 1

−1 1 0 1

0 0 1 −1
1 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
então

P−1AP = J.
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EXERCÍCIOS

1. Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em relação à

base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 0 2 1

0 0 3

0 0 0

⎤⎥⎦ .
Determine a matriz nilpotente J em forma canônica que seja semelhante a A. Além

disso, determine uma matriz P tal que P−1AP = J.

2. Seja T : R4 → R4 um operador linear cuja representação matricial em relação à

base canônica de R4 é

A = [T ] =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 −1 1

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Determine a matriz nilpotente J em forma canônica que seja semelhante a A. Além

disso, determine uma matriz P tal que P−1AP = J.

3. Seja T : R5 → R5 um operador linear cuja representação matricial em relação à

base canônica de R4 é

A = [T ] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Determine a matriz nilpotente J em forma canônica que seja semelhante a A. Além

disso, determine uma matriz P tal que P−1AP = J.

4. Seja

N =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ .
(a) Mostre que AN = NA se, somente se, A é da forma

A =

⎡⎢⎢⎢⎣
a b c d

0 a b c

0 0 a b

0 0 0 a

⎤⎥⎥⎥⎦ .
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(b) Mostre que se b 6= 0, então dimVλ = 1, para todo autovalor λ de A.

(c) Mostre que se b = 0 e c 6= 0, então dimVλ = 2, para todo autovalor λ de A.

(d) Mostre que se b = c = 0 e d 6= 0, então dimVλ = 3, para todo autovalor λ de

A.

(e) Generalize para qualquer matriz quadrada N.

5. Seja T : V → V um operador linear tal que T k = 0 mas T k−1 6= 0. Mostre que todo
operador linear semelhante a T é nilpotente de índice k.

6. Seja T : V → V um operador linear com dimV = n tal que T k = 0 mas T k−1 6= 0.
Mostre que

ImT k−i ⊆ kerT i, i = 1, . . . , k − 1.

7. Seja T : V → V um operador linear com dimV = n tal que T k = 0 mas T k−1 6= 0.
Mostre que T + I é invertível.

8. Seja T : V → V um operador linear, onde V é um espaço vetorial de dimensão finita

sobre C. Mostre que T é nilpotente se, e somente se, todos os autovalores de T são
nulos. Mostre, com um exemplo, que uma das implicações da afirmação é falsa se

V é um espaço vetorial de dimensão infinita sobre R.

7.3 Forma Canônica de Jordan

Nesta seção provaremos que todo operador linear T : V → V com dimV = n pode ser

decomposto como soma de um operador diagonalizável com um operador nilpotente.

Lema 7.13 Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n,

fT = (x− λ1)
d1 · · · (x− λk)

dk e mT = (x− λ1)
r1 · · · (x− λk)

rk ,

os polinômios característico e minimal de T , onde os λ1, . . . , λk ∈ R (C) são distintos
aos pares e 1 ≤ ri ≤ di. Então T admite uma representação matricial em bloco J cujos

elementos diagonais têm a forma

Jij =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λi 1 0 · · · 0

0 λi 1 · · · 0
...

...
...
. . .

...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · λi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Além disso, para cada λi, i = 1, . . . , k, os blocos Jij têm as seguintes propriedades:

1. Existe pelo menos um bloco Jij de ordem ri e todos os outros são de ordem menor

do que ou igual ri.
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2. A soma dos blocos Jij é igual a di = ma(λi).

3. O número dos blocos Jij é igual a ma(λi).

4. O número dos blocos Jij de cada ordem possível é determinado de modo único por

T .

Prova. Como o polinômio minimal de T tem a forma

mT = (x− λ1)
r1 · · · (x− λk)

rk ,

onde os λi, i = 1, . . . , k, são distintos, temos pelo Teorema da Decomposição Primária

que

T = T1 ⊕ · · ·⊕ Tk e V =W1 ⊕ · · ·⊕Wk,

onde Wi = ker(T − λiI)
ri, i = 1, . . . , k. Sendo mi = (x− λi)

ri, i = 1, . . . , k, o polinômio

minimal de Ti temos que

(Ti − λiI)
ri = 0, i = 1, . . . , k.

Fazendo Ni = Ti − λiI, temos que

Ti = λiI +Ni e N ri
i = 0, i = 1, . . . , k,

isto é, Ti é a soma de um operador diagonalizável λiI e de um operador nilpotente Ni de

índice ri. Assim, pelo Lema 7.10, podemos escolher uma base para Wi em relação à qual

Ni esteja na forma canônica. Nesta base, Ti = λiI +Ni é representado por uma matriz

diagonal de bloco Ji cujos elementos diagonais são as matrizes Jij. Portanto,

J = J1 ⊕ · · ·⊕ Jk

está na forma canônica e é a representação matricial T .

Além disso, (1) Como N ri
i = 0, i = 1, . . . , k, temos que existe, pelo menos, um Jij de

ordem ri e todos os outros de ordem menor ou igual ri.

(2) Como T e J possuem o mesmo polinômio característico fT temos que a soma das

ordens dos Jij é igual a di = ma(λi).

(3) Como Ni = Ti − λiI e a multiplicidade geométrica de λi é igual a dimensão do

ker(Ti − λiI)
ri, que é a nulidade de Ni, temos que o número dos Jij é igual a mg(λi).

(4) Segue do item (2). do Lema 7.10. ¥

A matriz J é chamada de forma canônica de Jordan de T . Um bloco diagonal Jij
é chamado um bloco elementar de Jordan associado ao autovalor λi. Note que se V é

um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo dos números complexos C (sobre

um corpo algebricamente fechado), então todo operador linear T : V → V admite uma

representação matricial na forma canônica de Jordan.

Teorema 7.14 Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Então as seguintes

condições são equivalentes:
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1. O polinômio característico de T fatora-se na forma

fT = (x− λ1)
d1 · · · (x− λk)

dk ;

2. Existe uma base de V em relação à qual T admite uma representação matricial na

forma canônica de Jordan;

3. T é triangularizável, isto é, existe uma base de V em relação à qual T é representado

por uma matriz triangular superior da forma

[T ] =

⎡⎢⎣ λ1 ∗
. . .

0 λn

⎤⎥⎦ ;
4. Existem subespaços W0,W1, . . . ,Wk de V invariantes sob T tais que

{0} =W0 ⊂W1 ⊂ · · · ⊂Wk−1 ⊂Wk = V ;

5. O corpo R (C) contém n autovalores de T (contando as multiplicidades);

6.

V = V λ1 ⊕ · · ·⊕ V λk .

Prova. A implicação (1.⇒ 2.) segue do Lema 7.13. Agora é fácil verificar as implicações

(2. ⇒ 3. ⇒ 4. ⇒ 5. ⇒ 6. ⇒ 1.). Assim, resta provar que (1. ⇒ 6.). Pelo item (2) do

Teorema 7.6, temos que

V = ker(T − λ1I)
r1 ⊕ · · ·⊕ ker(T − λkI)

rk = V λ1 ⊕ · · ·⊕ V λk .

¥

Exemplo 7.15 Seja T : R4 → R4 um operador linear cuja representação matricial em

relação à base canônica de R4 é

A = [T ] =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 1 0 1

0 1 0 0

−1 1 1 1

−1 1 0 2

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Determine a forma canônica de Jordan de T .

Solução. 1.o Passo. Determinar o polinômio característico de T :

fT = det(xI4 −A) = (x− 1)4.
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2.o Passo. Determinar o polinômio minimal de T :

mT = (x− 1)2.

3.o Passo. Pelo Teorema da Decomposição Primária, temos que

T = T1 e V = ker(T − I)2.

Finalmente, fazendo

N = A− I =

⎡⎢⎢⎢⎣
−1 1 0 1

0 0 0 0

−1 1 0 1

−1 1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦
temos que N2 = 0 e pelo Exemplo 7.12

M = P−1NP = P−1(A− I)P = P−1AP− I,

isto é,

J = P−1AP = I+M =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Exemplo 7.16 Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em

relação à base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 0 0 1

1 0 −3
0 1 3

⎤⎥⎦ .
Determine a forma canônica Jordan de T .

Solução. Note que o polinômio característico de T é

fT = det(xI3 −A) = det

⎛⎜⎝ x 0 −1
−1 x 3

0 −1 x− 3

⎞⎟⎠
= det

⎛⎜⎝ 0 0 x3 − 3x2 + 3x− 1
−1 0 x2 − 3x+ 3
0 −1 x− 3

⎞⎟⎠
= x3 − 3x2 + 3x− 1 = (x− 1)3.

Assim, se λ é um autovalor de T , então, pelo Teorema 4.2, o posto(T−λI) ≤ 2. Por outro
lado, as operações de linhas acima mostra que posto(T−λI) ≥ 2. Logo, posto(T−λI) = 2.
Portanto,

dimVλ = dimker(T − λI) = 3− 2 = 1
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e a forma canônica de Jordan de T é

J =

⎡⎢⎣ 1 1 0

0 1 1

0 0 1

⎤⎥⎦ .
Este procedimento se aplica a qualquer matriz companheira.

Exemplo 7.17 Seja T : V → V um operador linear com polinômio característico

fT = (x− 3)2(x− 1)3(x+ 5).

Determine as possíveis formas canônicas de Jordan de T e a dimV .

Solução. É claro, da definição de fT , que dimV = 6 e que os candidatos a polinômio

minimal de T são:

mT = (x− 3)(x− 1)(x+ 5)
mT = (x− 3)2(x− 1)(x+ 5)
mT = (x− 3)(x− 1)2(x+ 5)
mT = (x− 3)(x− 1)3(x+ 5)
mT = (x− 3)2(x− 1)2(x+ 5)
mT = fT .

Portanto, as possíveis formas canônicas de Jordan de T são:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 1 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 1 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 1 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Exemplo 7.18 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja A uma matriz n × n. Mostre

que se

fA = (x− λ1)
d1 · · · (x− λk)

dk

é o polinômio característico de A, então fA(A) = 0.
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Solução. Seja J a forma canônica de Jordan de A. Então

fA(J) = J1 · · ·Jn,

onde Ji = J− λiI, i = 1, . . . , n. Como a n-ésima linha de Jn é uma linha de zeros temos

que: as duas últimas linhas de Jn−1Jn são de zeros, as três últimas linhas de Jn−2Jn−1Jn
são de zeros, e assim por diante. Portanto,

fA(J) = 0.

Como fA(A) e fA(J) são semelhantes temos que

fA(A) = 0.

Exemplo 7.19 SejamM,N ∈ R3×3 nilpotentes. Mostre queM e N são semelhantes se,

e somente se, M e N tem o mesmo polinômio minimal.

Solução. Sejam f , g e m, n os polinômios característicos e minimais deM e N, respec-

tivamente. Então

m = n e f = g.

Como m e f têm as mesma raízes temos que a forma canônica de Jordan de M (N) é

uma das matrizes: ⎡⎢⎣ 0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎦ ,
⎡⎢⎣ 0 1 0

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎦ e

⎡⎢⎣ 0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎦ .
Portanto, em qualquer caso,M e N são semelhantes.

EXERCÍCIOS

1. Seja T : R3 → R3 um operador linear cuja representação matricial em relação à

base canônica de R3 é

A = [T ] =

⎡⎢⎣ 0 2 1

0 0 3

0 0 0

⎤⎥⎦ .
Determine a forma canônica de Jordan de T .

2. Determine se as matrizes

A =

"
1 4

−1 −3

#
e B =

"
−1 1

a −1

#
são ou não semelhantes, onde a ∈ R.
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3. Seja A ∈ R5×5 com polinômio característico e minimal

f = (x− 2)3(x+ 7)2 e m = (x− 2)3(x+ 7),

respectivamente. Determine a forma canônica de Jordan de A.

4. Seja T : V → V um operador linear com polinômio característico

fT = (x+ 2)
4(x− 1)2.

Determine as possíveis formas canônicas de Jordan de T e a dimV .

5. Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Mostre que se λ1, . . . , λn são

os autovalores de T , então

detT = λ1 · · ·λn.

6. Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Mostre que T é não-singular

se, e somente se, todos os seus autovalores são não-nulos.

7. Sejam A,B ∈ Rn×n. Mostre que se A e B têm o mesmo polinômio característico

f = (x− λ1)
d1 · · · (x− λk)

dk ,

o mesmo polinômio minimal e di ≤ 3, i = 1, . . . , k, então A e B são semelhantes.

8. Seja T : V → V um operador linear com dimV = n. Mostre que se tr(T i) = 0,

i = 1, . . . , n, então T é nilpotente. (Sugestão: Seja fT o polinômio característico de

T . Então tr(fT (T )) = bnn, onde bn é o termo constante de fT . Como fT (T ) = 0

temos que bn = 0. Logo, 0 é um autovetor de T . Agora, elimine o bloco elementar

de Jordan associado a 0 e use indução no restante.)

9. Sejam λ1, . . . , λn ∈ R. Mostre que se

λi1 + · · ·+ λin = 0, i = 1, . . . , n,

então λi = 0, i = 1, . . . , n.

10. Sejam T : V → V um operador linear com dimV = n e

fT = xn + b1x
n−1 + · · ·+ bn−1x+ bn

o polinômio característico de T . Mostre que

b1 = − tr(A), b2 = −
1

2

¡
b1 tr(A) + tr(A

2)
¢
, . . . , bn = −

1

n

Ã
nX

k=1

bn−k tr(A
k)

!
, b0 = 1.
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