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EXAME N° 3 - GABARITO PROVA A

PRODUTO INTERNO & ORTOGONALIDADE Em um espago vetorial V' com produto interno (x, *),

dois vetores u e v sdo ortogonais quando (u,v) = 0.
(a) Se u e v sdo nio nulos e ortogonais, determine A para que se tenha ||u 4+ Av||? = |[u]|® + ||v]|* .

(b) No espago Pg, dos polinémios de grau < 2, com o produto interno

1
(prq) = /0 p(z)q (z) dr,

calcule ||z|| e o produto interno (z,z — 1).

(c) No espaco R? considere o produto interno
x,y,2), (2,y, 7)) = 22’ + yy' + 327
((,9,2), («,y Yy

Determine os valores de A que tornam os vetores u = (—2X, A, 2) e v = (1, A, 0) ortogonais.
SOLUCAO

(a) Sendo u e v vetores nao nulos e ortogonais, temos

lu+ Mol® = (u+ v, u+ o) = Jul® + 27\ (w,0) + X [lo]|* = [Ju]* + A? o], (0.1)
——
=0
mas, por hipétese,

e+ Xo )| = [lull + ol (0.2)

De (0.1) e (0.2)) resulta A = +1.
(b) Temos

1 1 \/g
0

On the other hand,

1

1
(x,z —1) :/0 x(x —1)de = ~5

(¢) Com respeito ao produto interno
<(:C7 Y, Z) y (aj/y y/; Zl)) = 2l'l'l + yyl + BZZ/,

os vetores u = (—2A, A, 2) e v = (1, A, 0) s@o ortogonais, se, e somente se,



0=((=2\, A, 2),(1,,0)) =2(=2X) + A2 +0 = A\ — 4),

ou seja, A =0 ou A =4.

FUNCOES ORTOGONAIS No espago das fungoes continuas f : [—m, 7] — R, considere as fungdes

f(z) =cos2x e g(x) = sendx e o produto interno usual

gy = [ F(2)g(@)de.

(a) Calcule o valor da expressao || f]|* + 2|9/

(b) Mostre, com detalhes, que f L g, isto é, as funcoes f e g sdo ortogonais.

(c) Determine o coeficiente de Fourier da fungao h (x) = z, com respeito a fungao g.
SOLUCAO

(a) Um célculo direto nos dé

™ s

IfI? = (f,f) = (cos 2z, cos 2z) = / cos® (2z) dx = %/ [1+ cos (4z)]dx

—T —T

_ 1, sendz|” .

=1 1 = .
™ ™

lgl? = (g,g>:(sen4:r,sen4:c>:/ Sen24xdm:;/ [1 — cos 8z|dz

—T —T

_ %x_sen&c-7r _

L 8 4 =T

Portanto,

1£12 + 2lgl> = 7 + 27 = 3.

(b) De acordo com a regra para o produto interno, temos

™ s

(f,g) = (cos2z,sendzx) :/ sen 4z cos 2zdr = ;/ [sen 6z + sen 2z|dx

—T —T

= % [—%cosﬁx— %cos2x]:r = % [—1 —i- (—l - 1)] = 0.

(¢) O coeficiente de Fourier da fungao h(z) = x em relagao a fungao g (x) = sendx é
h 1 T
< ’92> = 2/ x sen 4adz, (0.3)
g™ llgll* /=

e integrando por partes a iltima integral, com u = x, dv = sen4xdx, chegamos a

/ﬂmsen(élx)dx _ /ﬂmsen(élx)dx:—[am(élx)]iﬂ—f—i/ﬂcos(élx)dx

- - 4 -

e [z




De (0.3]), resulta que

<h,g>_1 T __1
HQHZ_”[ }_

COMPLEMENTAR ORTOGONAL Seja W o subespago do R*, gerado pelos vetores

v1=(1,0,2,1) e wvy=(0,1,1,0).

(a) Qual a dimensdo do complementar ortogonal W-? Justifique.
(b) Encontre uma base ortogonal do subespaco W+,
SOLUCAO

(a) Temos que dim W = 2 e, considerando que R* = W @ W+, resulta
4=dimW +dim W =2+ dim W+ = dim W+ = 2.

(b) Temos que W = [vq,v2] e um vetor u = (z,9, z,1) pertence ao complementar W+ se, e somente

se, (u,v1) =0 e (u,vy) = 0. Assim,

(u,v1) r+224+t=0 r=2y—t
=

0
weWt e &
0

(u, va) y+2z=0 z=—y,

e atribuindo as varidveis livres y e ¢ valores 0 e 1, como na tabela, encontramos a base = {w1, wa} :

x |y | z |t | vetores bésicos de W+

2 |1]-1]0| w =(21,-1,0)

—1]0[ 0 | 1| wy=(-1,0,0,1)

ORTOGONALIZANDO 3 O Método de Gram-Schmidt se inicia considerando w} = w; e definindo

!
W, W _
wé = w2 — < 2 1>wll = (_17()’0’ 1) - %(27 17 _170) = (_%7 %7 _%7 1)

2
[l

A base 8" = {w},wh} de W+ é ortogonal.
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