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EXAME N° 1 - GABARITO PROVA A

01 SUBESPACO VETORIAL Considere os seguintes subconjuntos:

Wi ={(z,y,2) ER®:cos(z+y+2) =1} e Wa={A=(A;) € Maya: Ay - A1z =0}.

a 2 0 subconjunto 1 um subespaco vetorial do ? Justifique sua resposta.
(a) E bconjunto W; bespaco vetorial do R3? Justifiq post
subconjunto W5 é um subespago vetorial de M7 Justifique sua resposta.
b) O subconjunto Wy é bespago vetorial de Mays? Justifi t
(Mayxs € 0 espago das matrizes reais 2 X 2)
SOLUCAO

(a) Wi ndo é um subespaco de R®. O vetor v = (0,7, 7) estd no subconjunto Wi, porque
cos (0 +7m+m) =cos(2m) =1
e, contudo, o vetor %v ¢ Wi. De fato:
sv=(0,7/2,7/2) e cos(0+m/2+7/2)=cosT=—L.

Isto mostra que Wi ndo é um subespaco vetorial R3.
(b) W5 nao é um subespago de Mayo. Vamos exibir dois vetores A e B (matrizes 2 x 2) do subcon-
junto Wy, tais que A + B néo estd em Wa. Isso é suficiente para provar que Ws néo é subespago vetorial

de Msys. Se considerarmos

10 01
A: e B:
0 0 0 0

teremos que A e B estao em Ws e, contudo, A + B nao estd em Ws, porque

11
A+B= e (A+B); (A+DB);,,=1.

02 BASE & DIMENSAO Considere os seguintes subespacos do R? :

le{(a:,y,z,t)€R4:y—22+2t:0} e WQ:{(x,y,z,t)eR4:m+y—z:0 e z+2t:0}

(a) Encontre uma base e a dimensao de cada um dos subespagos: Wi, Wy e Wi N Wa.



(b) Determine dim (W7 + Wy).
SOLUCAO

(a)

e Wy é o espago solugao do sistema y — 2z + 2t = 0 cujo grau de liberdade é 3. Assim, dimW; = 3 e

escolhamos x,y e z como varidveis livres. Veja a constru¢ao de uma base 5, = {u1, ua,u3} na tabela

abaixo.
x| ly|lz| t vetores bdsicos
110[{0| 0 | u =(1,0,0,0)
0[2]0]|—1]wu=1(0,2,0,—-1)
0|0|1| 1 |u3=(0,0,1,1)
e W5 é o espaco solucao do sistema
r+y—2=0
z+2t=0

cujo grau de liberdade é 2. Assim, dim W5 = 2 e escolhamos x e z como varidveis livres. Veja a

construgao de uma base 5 = {v1,v2} na tabela abaixo.

x|y |z| t vetores bésicos
11-1/0| 0 |v1=(1,-1,0,0)
0| 2 |2]—-1]|v2=1(0,2,2,-1)
e Wi N Wy é o espago solucao do sistema
y—22+2t=0
r+y—2=0
z+2t=0

cujo grau de liberdade ¢ 1. Assim, dim (W; N W3) = 1 e escolhamos z como varidvel livre. Veja a

construcao de uma base 3 = {w} na tabela abaixo.

X

t

vetor bésico

-7

—2

w1 = (—7, 6, 1, —2)

(W1 4+ Wy = RY)



03 SUBESPACO GERADO Seja Wy = [v1,v2, v3] 0 subespaco do R3, gerado pelos vetores

v1=(1,0,0), va=(-1,2,1) e wvg=(3,-2—1).

(a) Verifique se os vetores v1,v2 € vg sao LI ou LD.
(b) Wi = R3? Se ndo, encontre um subespaco Wy tal que R3 = Wy @ Wa.

SOLUGAO Escalonando a matriz geradora do subespaco Wi, encontramos

1 0 0 10 0
-1 2 1 — 1 0 1 1/2
3 -2 -1 00 O

e p(A) =2 =dim Wj. Os vetores u; = (1,0,0), uz = (0,1,1/2) formam uma base de W;.
(W7 ¢ um plano do R?)

(a) Os vetores vy, vy € vg sao LD, porque dim W; = 2 (se eles fossem LI, formariam uma base de W1
e terfamos dim W; = 3).

(b) Wi nao é igual a espaco R3, porque dimW; < dimR3. Para "completar" o espaco R3, via
soma direta, basta considerar Wy gerado por um vetor ug que seja LI com os vetores u; e ug. Considere
uz = (0,0, 1) e seja Wy = [us] o subespago gerado pelo vetor us. (W5 é uma reta do R?)
Dessa forma, temos:

R3 = [ug,us] ® [ug] = W1 @& Wo

04 MUDANGA DE BASE No espaco P2, dos polindmios de grau < 2, considere a base § = {1, t, t2} .

(a) Se f(t) =1+ 2t+4t3, mostre que B’ = {f', f", "} ¢ uma base de Ps.

(b) Encontre [I]gl , a matriz de mudanga da base 3’ para a base f3.

SOLUCAO Derivando sucessivamente a funcio f () = 1+ 2t + 4¢3, encontramos:

fl=2+12t2
f" =24t
fll/ — 24

(a) Temos 3 = {24, 24t,2 + 12t2} e, considerando que dim Py = 3, para mostrar que /3’ ¢ uma base

de P5, basta mostrar que os vetores de 3’ sdo LI. De fato,

x(24) +y(24t) + 2 (2+12t%) = 0 (242 +22) + (24y) t + (122) 2 = 0

& 24r4+22=0,24y=0e122=0

3

r=0,y=0ez=0.



(b) Na tabela abaixo vemos os vetores da base 3" escritos como combinagao linear da base 3 e ao lado

vemos a matriz de mudanga [I ]gl .

ﬂ’ ...... ~> B
24 0 2
wy, = 24 w; =24-v14+0-v94+0-v3 | v =1 8
Iz =1 0 24 0
we = 24t wog=0-v1+24-v9+0-v3 | vo=1 0 0 12
w3 =2+12t2 | w1 =2 -v1+0-va+ 12 - v3 | v3 = t2

FIM



