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VETORES & ALGEBRA LINEAR 5. ESPACOS VETORIAIS

Introducao

Na construcao do corpo R dos nimeros reais, as seguintes propriedades sao estabelecidas:

l.z4+y=y+z, Vr,yelR (comutativa)
2. (z+y)+z=z+Wy+z2), Vr,y,z€eR (associativa)
3. x4+ (—z)=0, VzxeR (existéncia do simétrico)
4. 0+z=x2+0, VreR (elemento neutro da soma)
5. 1-z =2, VreR (elemento neutro do produto)
6. x-(y-2)=(x-y) -z Vr,y,zeR (associativa)
7.2 (y+z)=x-y+z-2, Vr,y,z€R (distributiva)
8. (x4+y)-z=z-24+y- -2z, Va,y,zeR (distributiva)

No Capitulo 1, quando estudamos vetores geométricos no espaco tridimensional R3, tivemos opor-
tunidade de estabelecer as propriedades para soma e produto por escalar, semelhantes aquelas para

nimeros reais. Por exemplo:
U+v=04+u, u+0=0+u=4u, z-(U+V)=x-Uu+z-U, -etc

No tocante & notacao, os vetores serao identificados com pontos do espaco e, neste contexto, os
vetores bdsicos 7, j e k serdo identificados com os pontos A (1,0,0), B(0,1,0) e C'(0,0,1), respectiva-

mente, e o vetor genérico U = zi + yj+ 2k identificar-se-4 com o ponto P (x,y, z). Assim, temos:
3 —
R> ={v=(x,y,2) : x,y,z € R}
e as operacoes soma e produto por escalar no espaco R3 assumem a forma algébrica:

SOMA: (z,y,2) + (@9, 2) = (@ + 2",y +¢, 2+ 7).
PRODUTO: - (z,y,2) = (Az, Ay, z), A€ER.
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O que temos em mente a partir de agora é a busca por conjuntos (os Espacos Vetoriais), cujos
elementos serdao denominados vetores, com propriedades semelhantes ao R3, isto é, equipado de uma
operagao soma de vetores e uma operagao produto de vetores por nimeros reais, atendendo as mesmas
propriedades estabelecidas para o R3?, como conjunto de vetores geométricos. Embora os escalares
considerados neste texto sejam nimeros reais, a teoria pode ser formulada para conjuntos mais gerais,
por exemplo o conjunto C dos numeros complexos = + iy, com x e y nimeros reais. Os conjuntos
numéricos R e C sdo conhecidos na literatura algébrica por Corpo dos Numeros Reais e Corpo dos

Numeros Complezos, respectivamente.

5.0.1 Corpos Numéricos

Por corpo numérico, ou simplesmente corpo, entendemos um conjunto F de mimeros (reais ou com-
plexos), o qual goza das seguintes propriedades:

(i) Os ndmeros 0 e 1 estao F.
(ii) Se z,y € F, entdo = +y e x - y pertencem a F.
(iii) Se = € F, o simétrico —z também pertence a F.

(iv) Se z € F e z # 0, entdo o inverso multiplicativo 2! também estd em F.

E claro que o conjunto R dos nimeros reias e o conjunto C dos niimeros complexos sao corpos numeéricos.

Qual é o inverso multiplicativo do nimero complexo nao nulo z = a + ib?

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 5.0

1. Por que o conjunto N = {1,2,3,...,n,...} ndo é um corpo? Seria o conjunto Z dos nimeros

inteiros um corpo?
2. O conjunto Q dos nimeros racionais é um corpo. Seria o conjunto dos irracionais um corpo?
3. Verifique se o conjunto F = {a +bV2, a,be Q} ¢ um corpo.

4. Mostre que qualquer corpo numérico contém o corpo Q@ dos mimeros racionais. Por essa razao, Q

é conhecido como o menor corpo numérico.
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x
5. Dados dois polinémios p (x) e ¢ (x) com coeficientes em um corpo F, o quociente p(@) recebe o

q(x)
nome de fun¢ao racional. Se x € F e p(x) é um polinémio com coeficientes em F, mostre que
p (z) € F. Dada uma fun¢ao racional

anx” 4+ ap_12" M+ -+ a1z + ag
b @™ + byy_qxm L+ by 4+ by

f(l‘): bm#oa

mostre que se z € F e ¢ (z) # 0, entao f (x) € F.

5.1 Construindo Espacos Vetoriais

Fixemos um corpo F e consideremos um conjunto nao vazio V', cujos elementos u,v,w, etc. deno-
minaremos vetores. Para tornar o conjunto V um espac¢o vetorial sobre F é necessario definir uma soma
(+) entre os vetores (elementos) de V' e um produto (e) dos escalares (nimeros) de F pelos vetores de
V', de modo que as propriedades (EV1)-(EV8), andlogas aquelas (1)-(8) estabelecida para nimeros reais,

sejam atendidas. Formalmente, definimos duas operacoes:

+:VxV —V e o . FxV —V

(uw) Ut (zw) T Y

com as seguintes propriedades validas para u,v e w em V e x e y no corpo F :

(EV1) u+v=v+u.

(EV2) (u+v)+w=u+ (v+w).

(EV3) Existe em V um tnico vetor 0, tal que 0 +u=u, YVueclV. (0 & o vetor nulo de V)
(Ev4) Dado u em V, existe um tinico vetor w em V, tal que u 4+ w = 0. (anota-se w = —u)
(EV5) 1-u = u.

(EV6) - (y-u) = (zy) - u.

EVT) z-(u+v)=z-ut+z-0.

(EV8) (z+y) - u=z-ut+y-u.
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E claro que R é um espago vetorial sobre R. Alids, qualquer corpo numérico F é um espaco vetorial

sobre F. O corpo C dos nimeros complexos com as operagoes

SOMA: (a+1ib) 4+ (c+id) = (a+c)+i(b+d)

PRODUTO: z-(a+1ib) = (za)+i(zb), xzeR

é um espago vetorial sobre R.

Um espago Vetorial real é um terno {V,+, e} constituido de um conjunto nao vazio V de vetores e

duas operagoes: (i) soma (+) de vetores e (ii) produto (e) de vetores por nimeros reais.

EXEMPLO 5.1.1 (O Espago Vetorial R".) Representamos por R™ o conjunto constituido das n-uplas

ordenadas (x1,2,...,xy,) de nimeros reais, isto é:
n .
R" = {(z1,2z2,...,2n), z; €R, j=1,2,3,...n},

equipado com as operacoes usuais:

SOMA: ($17$27--w$n)+(ylvaau-vyn):(371+y17132+y27--~,37n+yn) (5 1)
PRODUTO: A (21,29, .., xp) = (AT, AZ2, .., Axy) AeR
é um espago vetorial sobre o corpo R. O wvetor 0 = (0,0,0,...,0), com as n coordenadas nulas, é o
vetor nulo do espago R™. De fato, dado v = (x1,x2,...,2,) um vetor do R™, temos:
O+v = (0,0,0,...,0)—|—(£L'1,£L‘2,...,.%'n)

= (0—'—$1,O+$2,+...,0+mn):($1;$27--‘71‘n):v'

O simétrico do vetor v é o vetor —v = (—x1, —x2,...,—Zyp), € temos:

v+ (—v) = (21, 22,...,20) + (—21, —T2, ..., —Tp) = 0.

Como parte do processo de treinamento, verifique as demais propriedades do elenco (EV1)-(EV8), que
comprovam a estrutura de espaco vetorial do R™. No caso n = 2, temos o espago R? (o plano xy), com
as operacoes:

soMa: (my)+ (@ y) = (@ + 2y + )

PRODUTO: \-(z,y) = (Az, \y)
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EXEMPLO 5.1.2 FExistem subconjuntos de um dado espago vetorial que herdam a estrutura de espaco

vetorial e outros nio. Por exemplo, o subconjunto S do espaco R dado por:
S =A{(z,y,0) : z,y € R},

com as operacoes herdadas do R3, é, ainda, um espaco vetorial, denominado subespaco vetorial do

R3. O subespaco S é o plano xy ( R? ) imerso no R3, ilustrado na Figura 5.1, onde notamos que:

(i) o vetor nulo 0 = (0,0,0) do R? jaz no subconjunto S;
(ii) se v = (z,y,0) é um vetor de S e A é um escalar, entdo A -v = (Az, A\y,0) é um vetor de S,
(iii) se v = (z,9,0) e u = (2/,y,0) sao vetores de S, entao u+v = (z+2',y+y',0) também o é.

Como veremos adiante, estas sdo as condicdes necessarias e suficientes para wm subconjunto S de um
espaco vetorial V. herdar a estrutura de espaco vetorial. Jd o subconjunto U do R3 constituido dos
vetores v = (x,y,1), x,y € R, nao contém o vetor nulo e nao pode ter estrutura de subespago vetorial

do R3. Ele é um subcojunto, mas, nio um subespaco vetorial do R3.

Z“

R3

Figura 5.1: Subespaco do R3.

EXEMPLO 5.1.3 O subconjunto S do espaco R*, dado por:
S = {(:L‘,y,z,t) eR*:t> 0}

embora contenha o vetor nulo 0 = (0,0,0,0) ndo é um subespago vetorial do R*. De fato, o vetor

v =(0,0,0,1) estd em S e, contudo, o seu simétrico —v = (0,0,0,—1) ndo pertence a S.
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EXEMPLO 5.1.4 (O Espacgo P, [t| de Polindémios ) Seja P, [t] o conjunto de todos os polinémios

reais de grau < n, isto é:
P, [t] = {p(t) = ao + a1t + ast® + -+ - + ant", teR}
com coeficientes aj, j =1,2,3,...,n, reais. Dados dois polinomios (vetores)
p(t) = ag + art + agt®> + -+ ant™ e q(t) = by + byt + bot® 4 - + bt
definimos a soma p+ q e o produto A - p pelas relagées:

SOMA: (p—i—q)(t): (ak+bk)tk:a0+b0+(a1+b1)t+---+(ak+bk)tk.

0

= Trvs

PRODUTO: (A-p)(t) = 3 (Aap)tF = Xag + (Nar)t +--- + (Aag) tF, N eR.

k

Il
o

Considerando para vetor nulo 0 o polinémio identicamente nulo:
0(t)=04+0-t+0-t>4---+0-t", teR,

temos 0 +p=p, VY p€P,[t]; por outro lado, o simétrico do vetor p(t) = ag + art + agt? + - - + apt™

é o vetor —p, definido por:
(=p) (t) = —ag + (—a1) t+ (—a2) > + -+ + (—an) t", tER.
Comprove que P, (t), equipado das operagdoes sugeridas, é de fato um espago vetorial sobre R.

EXEMPLO 5.1.5 (O Espago F de Fungoes Reais) Seja X um subconjunto do corpo R dos nimeros
reias, por exemplo um intervalo [a,b], e designemos por F (X;R) o conjunto constituido de todas as

funcoes reais f: X — R, equipado das operacoes:

SOMA: (f+9)@®)=ft)+g), teR.
PRODUTO: (A-f)(t)=A-f(t), AeR, teR

Considerando o vetor nulo 0 como sendo a fun¢do identicamente nula f (t) =0, Y t, e o simétrico do

vetor g como sendo o vetor —g, definido por (—g) (t) = —g (t) é facil verificar que o terno {F,+,e} é

um espaco vetorial. Comprove!

EXEMPLO 5.1.6 (O Produto Cartesiano U x V') Dados dois espagos vetoriais reais U e V, o pro-

duto cartesiano:

UxV={(u,v):uelU e veV}



5. ESPACOS VETORIAIS 179

COM as 0Peragoes UsuaLs:

SOMA: (ur,v1) + (u2,v2) = (u1 +ug,v1 +v2), u; €U ev; €V, j=1,2.

PRODUTO: z-(u,v)=(z-u,z-v), zeR uelevelV

é um espaco vetorial sobre R. Cada espaco vetorial possui o vetor nulo, que é tunico, e se Oy e Oy sdo
os vetores nulos de U e V, respectivamente, o vetor nulo de U x V é 0 = (0y,0y). De fato, dados

ueU ev eV, temos:
0+ (u,v) = (0y,0v) + (u,v) = (Oy + u, 0y +v) = (u,v).

Normalmente, o vetor nulo de qualquer espago vetorial é representado por 0. Agora, comprove as pro-

priedades (EV1)-(EVS).

OBSERVAGAO 5.1.7 E preciso ficar atento as operagées de soma e produto por escalar. Se conside-

rarmos o R3 com as operagdes:

(z,y,2) + (2/,y,2)) = (z+2/,y+y.2-2) e
A(z,y,2) = (Az, Ay, Az2) AER

vemos que a propriedade (EV2) ndo é satisfeita para todos os vetores do R3. De fato, considerando os

vetores u = (0,0,1), v=(0,0,—1) e w = (0,0,2), temos:
(u+v)+w=(0,0,—4) e u+(v+w)=(0,0,-2)

e, portanto, (u+v) +w # u+ (v+w). Assim, o R3, com as operacdes sugeridas, nio é um espaco

vetorial sobre o corpo R.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 5.1

1. Com as operacdes usuais do R?, o conjunto V = {(a:, y) ERZ:y > 0} é um espago vetorial sobre

R?
2. Seria o corpo Q um espago vetorial sobre R? E o corpo R é um espago vetorial sobre Q7

3. Em um espago vetorial V', mostre que:

(a) —(—v)=v,VveV (b)seu+v=u+w, Vu,veV,entdov=w.
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4. Dados u e v em um espaco vetorial V', mostre que existe um tnico w em V, tal que v + w = v.

5. Comprove as propriedades (EV1)-(EV8) para o produto cartesiano U x V do Exemplo 5.1.6.

5.2 O Espacgo Vetorial M,, .,

Uma matriz real A de ordem m x n (1&-se "m por n") é uma colegdo de m X n nimeros reais a;;
dispostos em uma tabela com m linhas e n colunas, representada simbolicamente por A = (a;;), .., ou
A = [aij], ., onde os indices i e j sdo inteiros positivos, 1 < i < m, 1 < j < n, que determinam,
nessa ordem, a posicao linha x coluna do elemento (ou entrada) a;; na tabela. O conjunto de todas as

matrizes reais m X n, representado por M, xy, serd equipado com as operagoes usuais:
SOMA: (@) mn T Oi)msen = (@5 4 i) e -
PRODUTO: T - (@if) um = (T - aij)

que tornam M, »,, um espaco vetorial, cujos elementos (Vetores) sao matrizes m X n e o elemento neutro

da soma (o vetor nulo) é a matriz nula m x n, com todas as entradas iguais a zero, isto é:

0=

mxn

A i-ésima linha L; e a j-ésima coluna C; da matriz A = (a;;) sao matrizes 1 x n e m x 1, dadas por:

mXxn

alj
agj
L = ( a1 Q2 ... Qip ) e ()=
am]‘

e podem ser visualizados como vetores do R™ (n-upla) e do R™ (m-upla), respectivamente.

EXEMPLO 5.2.1 Deize-nos considerar o espaco Maxo das matrizes reais 2 X 2, isto é:

a b
Moo = ca,b,c,d €R
c d
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equipado com as operagos usuals:

a b a v a+a b4V
SOMA: —+ =
c d cd d c+c d+d
a b xTa xb
PRODUTO: T - =
c d rc xd

Comprove as propriedades (EV1)-(EV8), considerando que o vetor nulo de Mayy €

EXEMPLO 5.2.2 No espago Maxs, das matrizes reais com 2 linhas e 3 colunas, se A, B e C sdo os

vetores (matrizes 2 X 3) :

0 2 3 1 0 3 1 -1 4
A — B = [ C:
-1 2 1 -1 0 -1 0 0 1

entio A — 3B + 2C ¢ o vetor de Mays, dado por:

0 2 3 -3 0 -9 2 -2 8 10 2
A-3B+20C = + + _
-1 2 1 3 0 3 0 0 2 2 2 6

5.2.1 Outras Operagoes com Matrizes

Além das operacdes usuais de soma e produto por escalar que fazem de M., «x, um espaco vetorial,

outras operagbes com matrizes sao relevantes em dlgebra linear.

> PRODUTO MATRICIAL
Matrizes de mesma ordem sempre podem ser somadas, mas, nem sempre podem ser multiplicadas.
Sejam A = (a;;) e B = (bji;) duas matrizes de ordem m x n e n x p, respectivamente. O produto da

matriz A pela matriz B é a matriz AB, de ordem m X p, cuja entrada c;, que ocupa a posigao (i, k) , é:

n
Cik =Y aij-bir, i=12...m k=12..p.
j=1



182 VETORES & ALGEBRA LINEAR MARIVALDO P. MATOS

O elemento ¢;; da matriz AB é obtido efetuando o "produto" da i-ésima linha da matriz A pela j-ésima

coluna da matriz B, como ilustra o esquema abaixo:

a1 ai2 e Q1n C11 T Clk e Cip
bii -+ by -+ by
bot -+ bag -+ by

L7 R 75 B 1) . . . . . = Gi Gk ot Cip
bt o bpk o bup

aGml am2 -  amn Cm1 " Cmk " Cmp

E oportuno ressaltar que o produto AB s6 ¢ possivel quando o nimero de colunas (n) da matriz A for
igual ao nimero de linhas (n) da matriz B. As vézes o produto AB ¢é possivel e o produto BA nao.
Quando as matrizes A e B forem quadradas (o mimero de linhas igual ao nimero de colunas) e de

mesma ordem, os produtos AB e BA sdo possiveis, mas, ndo necessariamente iguais.

PROPRIEDADES DO PRODUTO MATRICIAL Admitindo que os produtos envolvidos sejam possiveis,

temos as seguintes propriedades:

(Pl) A- (B : C) = (A : B) -C. (associativa)
(P2) A-(B+C)=A-B+A-C. (distributiva)
(P3) A (A : B) = ()\A) -B=A- ()\B) , AeR. (associativa)

» REDUCAO A FORMA ESCALONADA

Para ilustrar o processo de escalonamento, deixe-nos consideremos a matriz 3 x 3 :

0 2 4
A= 0 00
-1 0 3

e efetuemos nas linhas de A as seguintes operagoes, sempre observando a matriz resultante:

(i) Permutar a linha L; com a linha L3 (L; < Lg3).
(ii) Permutar a linha Ly com a nova linha Lz (Lg < L3).

(iii) Multiplicar Ly por —1 (Lj <> —Lq).
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(iv) Multiplicar Lg por % (Ly < %Lg).

0 2 4 10 3 10 3 10 -3
0000 ™= 0 0o | 0 24|02 4
10 3 0 2 4 0 00 00 0

1 (1] o -3

gty BT

0 0 o0

Observamos que a matriz final tem o formato escada e, por isso, diremos que a matriz A foi reduzida

a forma escalonada. Neste processo, as operagoes permitidas nas linhas da matriz sao:
e Permutar duas linhas. (L; < Ly).
e Multiplicar uma linha por uma constante A # 0. (L; < AL;)
e Adicionar a uma linha um multiplo escalar de outra. (L; < L; + \Lg)
Para reconhecer uma matriz na forma escalonada, veja se ela atende aos seguintes requisitos:

(a) As linhas nulas, caso exista alguma, ocorrem abaixo das linhas nao nulas.
(b) O primeiro elemento nao nulo de cada linha nao nula ¢ igual a 1. Este é o elemento pivo.

(c¢) Uma coluna que contém o elemento pivd de alguma linha, conhecida por coluna pivé, tem os outros

elementos iguais a zero.

(d) Se L1, Lo, ... L, sao as linhas nao nulas da matriz e o elemento pivd da linha L; ocorre na coluna

de ordem k;, entao k1 < kg < ---kp.

A condi¢do (d) impde & matriz o formato escada; ela nos diz que o nimero de zeros precedendo o

elemento pivd de uma linha aumenta linha apds linha; das matrizes abaixo, apenas a matriz C estd

escalonada:
1 0 0 -1
0 2 1 0 0
0 0 1
A=10 -1 |, B=|0 -1 0|, C= o o [EE
1 0 1 0 0
0 0 0 0
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EXEMPLO 5.2.3 Ao reduzir a matriz

0 2
A= 4 -1
-3 4

a forma escalonada, encontramos a sequinte matriz equivalente:

0

Ag = 0

0 O
OBSERVAGAO Ao escalonar uma matriz A, surge um novo ente matemdtico, denominado posto da
matriz A e representado por p (A), que é precisamente o niimero de linhas nao nulas da matriz reduzida.
A matriz A do Exemplo 5.2.3 tem posto p(A) = 2. Qual o posto da matriz identidade I, = (aij;),, .,
caracterizada por: a; = 1 e a;; = 0, © # j7 Qual a importancia de conhecermos o posto de uma matriz?

Veja a discussdo na Secao 5.2.4 sobre a resolugao de sistemas lineares e tire suas conclusoes.

> INVERSAOQ POR ESCALONAMENTO

Uma classe importante de matrizes quadradas é a das matrizes invertiveis. Uma matriz quadrada
A de ordem n é invertivel, ou tem inversa, quando existir uma matriz quadrada B, de mesma ordem,
tal que AB = BA = I,,. Tal matriz B, quando existir, ¢ tnica e é representada por A~!'. As matrizes
invertiveis sao precisamente aquelas com determinante nao nulo e podemos usar o escalonamento para
encontrar a inversa A~!. O processo consiste em escalonar a matriz ampliada {A, I, } para chegar &

matriz [In ,A_l} .

EXEMPLO 5.2.4 Como ilustracao, vamos inverter a matriz

2 1 1
A= 1 -1 2
0 2 1

Escalonando a matriz ampliada [A, I3 }, encontramos

4 1 1

2 1 110 0 100 ¢ -1 -1
A=l 1 12010 |[—| 010 & -2 1 |=[a

2 4 1

0 2 1.0 0 1 001 -2 4
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Logo, a inversa da matriz A é a matriz

W= W= W=

AT =

Ol O Ol

O Ol Ol

e pode-se fazer a comprovacao verificando que AA™Y = I5.

5.2.2 Resolvendo Sistemas Lineares
Consideremos o sistema linear de m equagOes e n varidveis

1171 + a1ox2 + -+ + a1pxy = b1
a9171 + ag2s + -+ - + a2,y = by

Associadas ao sistema (5.2) destacamos as seguintes matrizes:

(1) a matriz dos coeficientes A = (Gij)mxn§

(ii) a matriz das varidveis X = (%‘)nxﬁ

(iii) a matriz independente B = (b;),, 1 ;

(iv) a matriz ampliada A = [A, B] de ordem m x (n + 1), dada por:

air a2 - aip b1

a1 G2 - G2, b
4Bl =

Aml Am2 **° Amn bm

185

(5.2)

Com a notacao matricial, o sistema (5.2) se escreve sob a forma AX = B e quando escalonamos a

matriz A encontramos um novo sistema, equivalente ao sistema original.

> USANDO O POSTO DA MATRIZ

Usaremos o posto das matrizes A e A para determinar a existéncia ou néo de solugdes do sistema (5.2).

Neste contexto, temos o seguinte resultado:
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1. O sistema linear (5.2) admite solugao se, e somente se, as matrizes A e A tém o mesmo posto.
(recorde-se que o posto p (A) de uma matriz A é o nimero de linhas nao nulas da matriz reduzida

escalonada)

2. Se p(A) = p(A) = n, entdo a solucdo de (5.2) & tnica. (n é o nimero de varidveis)

3. Se p(A) = p(A) = p < n, entdo o sistema (5.2) tem uma infinidade de solugdes e o grau de
liberdade & n — p. Neste caso, podemos escolher n — p varidveis (livres) e expressar as outras p

varidveis em funcao destas.

EXEMPLO 5.2.5 Como primeiro exemplo, vamos considerar o sequinte sistema:

r—y=20
r+y—2z=2

com duas equagoes (m = 2) e trés variqueis (n = 3). Escalonando a matriz ampliada do sistema,

encontramos:
- 1 -1 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 0 0 -1 1
A= ~ ~ ~

1 1 -2 2 0o 2 -2 2 0o 1 -11 0 -1 1

e vemos que p (A) = p(ﬁ) = 2, de onde concluimos que o sistema tem uma infinidade de solugdes e grau
de liberdade igual 1. Escolhendo x como varidvel livre, obtemos y = x e z = x — 1; ao atribuirmos um

valor o x, digamos x = X\, obtemos y =X ez=1—\.

EXEMPLO 5.2.6 FEscalonando a matriz ampliada do sistema

rT—y+z+t=1
T+y+2z—1t=0 (5.3)
20 +y—2+2t=-1

encontramos:
1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 1
1 1 2 -1 0 ~ 0 2 1 -2 -1 ~ 0 1 % -1 —1/2 ~
2 1 -1 2 -1 o 3 -3 0 -3 0 3 -3 0 -3
10 32 0 1/2 1032 0 1/2 0 0 1 0
o1 1/2 -1 -1/2 ~ o1 1/2 -1 -1/2 ~ 0 0 -2/3 -2/3

[an}

0 —9/2 3 —3/2 00 1 -2/3 1/3 0 0 —2/3 1/3
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e vemos que p (A) = p(A) = 3 e, sendo o nimero de varidveis n = 4, deduzimos que o sistema tem uma

infinidade de solugoes e grau de liberdade igual a 1. O sistema (5.3) é equivalente ao sistema escalonado:

r+t=0
2 2
y—3t=-3
S~ 3=}
e escolhendo t como varidvel livre, obtemos x = —t, y = %t - % ez = %t + % e a cada valor atribuido a

t encontramos uma solucao do sistema.

OBSERVACAO 5.2.7 Como as matrizes A e A tém m linhas, deduzimos que p(A) < p(A) < m e,
caso o numero de varidveis n seja maior do que o numero de equagoes m, entdo ou o sistema nao tem

solucao ou ele tem uma infinidade de solugoes.

EXEMPLO 5.2.8 (Sistemas Lineares Homogéneos) Um caso particular interessante ocorre quando
a matriz independente B for zero (a matriz nula m x 1). Neste caso, X = 0 é uma solugao e, caso o
sistema tenha uma infinidade de solugdes, o conjunto S de todas as solugdoes do sistema tem a sequinte
propriedade: se X1 e Xo sdo solugdes do sistema e A é um escalar (nimero real), entio A - X1 + Xo

também é solugdo. De fato, se X1 e Xo sdo solugoes de AX =0, entdo AX1 = AXo =0 e assim:

Logo, A\ - X1 + X9 € S, isto é, \- X1 + Xo ¢é solugdo. Neste caso, se p(A) = p(A) =n, entdo a unica

solugao do sistema é 0 = (0,0,...,0).

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 5.2

1. Calcule o produto AB, sendo

1 0 3
0 2 3
A= e B=| -1 0 -1
-1 2 1
1 1 2

O produto BA é possivel, nesse caso? Por qué? Dé exemplo de duas matrizes quadradas A e B,

de ordem 2 x 2, tais que AB # BA.
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2. MATRIZ TRANSPOSTA Dada uma m x n matriz A = (a;;), denomina-se transposta de A a

matriz A, de ordem n x m, definida por A’ = (aji). Do ponto de vista prético, para determinar
a transposta de uma dada matriz, permutamos linhas e colunas da matriz; é claro que (At)t = A.

Por exemplo:

0 -1
0 2 3 ;
A= = A" = 2 92
-1 2 1
2%x3 3 1

3Ix2

Em cada caso, encontre a matriz transposta:

1 0 3 a 0 0
(a B=| -1 0 -1 mc=|01b 0
1 1 2 00 c

3. Se A e B sdo matrizes de mesma ordem e z ¢ um escalar, mostre que (zA + B)" = zA' + B'. Se

A e B s@o matrizes quadradas de mesma ordem, entao (AB)t = B'A!; comprove no caso 2 x 2.

4. 0O TRACO DE UMA MATRIZ Dada uma quadrada A = (a;;) o traco da matriz A, represen-

mxXm

m
tado por tr (A), é definido por tr (A) = Z a;;. Em outras palavras, temos:

i=1
a1 a2 - Qi
a1 Gy - G2;, Ui
A= : : : :>tr(A):Zaii:a11+a22—|—--~amm.
: : 08 : i—1
Gml Am2 - Omm
mXxXm

(a) Determine o trago das matrizes B e C' do Exercicio 2.

e A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem e x ¢ um escalar, mostre que:
b) Se Ae B sa i dradas d d 1
(i) tr(A+B)=tr(A)+tr(B) (ii) tr(zA) =aztr(A)
(ili) tr (A) =tr (At) (lV) tr (AB) =1tr (BA) . (faga no caso 2 x 2)

5. MATRIZ SIMETRICA & MATRIZ ANTISSIMETRICA Uma matriz quadrada A denomina-se simétrica

quando A = A!. Se A = —A!, diremos que a matriz A é antissimétrica. Mostre que a matriz
% (A + At) é simétrica e % (A — At) ¢é antissimétrica e conclua que toda matriz quadrada se escreve
como soma de uma matriz simétrica com uma antissimétrica. Qual a matriz que é, a0 mesmo

tempo, simétrica e antissimétrica?
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6. MATRIZ IDENTIDADE A matriz quadrada n X n :

1 0 0

0 1 0
I, =

00 1

em que os elementos diagonais sao iguais a 1 e os demais sao nulos, recebe o nome de matriz

identidade de ordem n.

(a) Se A € My xn, mostre que Al, = [,A = A. A matriz identidade I,, desempenha o papel do

nimero 1 em um corpo numérico: 1-x = z.

1
(b) Dada a matriz A = , determine a matriz quadrada B de ordem n = 2, tal que

01
AB = BA = I, (B=A™1

7. MATRIZ NILPOTENTE Uma matriz quadrada A, ndo nula, diz-se Nilpotente quando existir um

inteiro positivo k, denominado indice de nilpoténcia, tal que A* = 0.

(a) Construa duas matrizes nilpotentes de ordem 2 x 2.

(b) Se k ¢ o indice de nilpoténcia da matriz A, mostre que a matriz transposta A também &

nilpotente, com indice k.

(c) Se A é uma matriz 2 x 2, simétrica, com indice de nilpoténcia k = 2, mostre que A = 0.

5.3 Subespacos Vetoriais

Vimos no Exemplo 5.1.2 que um dado subconjunto S de um espago vetorial V', pode ou nao ser
um espago vetorial, com as operagoes herdadas de V. As propriedades (EV1)-(EV8) sendo véalidas para
os vetores de V serao, naturalmente, vdlidas para os vetores de S e para o subconjunto S ser um espago
vetorial, com as operagoes de soma ou produto por escalar herdadas de V', é necessdrio e suficiente que

S seja nao vazio e fechado com relagao a essas operagoes, isto é:

S#*T e Aut+veS VuveS VIeR



190 VETORES & ALGEBRA LINEAR MARIVALDO P. MATOS

No caso em que o subconjunto nao vazio S é, também, um espago vetorial, diremos que S é um subespaco
vetorial de V. E claro que S = {0} e S = V sdo subespacos vetoriais de V' (os subespacos triviais de V')
e um dado subconjunto nao vazio S de V' é um subespaco vetorial de V se, e somente se:

(i) o vetor nulo de V estd em S, isto ¢, 0 € S.
(ii) se u e v s@o vetores de S, entdo u + v estd em S.

(iii) se u estd em S e A ¢ um escalar, entdao A - u estd em S.

As condigoes (i)—(iii) podem ser compactadas da seguinte forma:

ATALHO: Afim de que um subconjunto W de V', nao vazio, seja um subespaco vetorial de V' é necesséario

e suficiente que A - u + v esteja em W, sejam quais forem os vetores u e v de W e o escalar .

EXEMPLO 5.3.1 O conjunto W = {(z,0) € R*} é um subespago vetorial do R* (W ¢ o eizo Oxz).

Na verdade, além de W = {0} e W = R? os demais subespacos do R? sdo as retas pela origem:

W ={(z,y) : y = ax}.

EXEMPLO 5.3.2 O conjunto W = {(x,x2) 1 x € R} contém o vetor nulo 0 = (0,0), mas, nao é um
subespaco vetorial do R%. De fato, os vetores u = (1,1) e v = (2,4) pertencem a W e, contudo, a soma

u+v = (3,5) nao pertence a W.

EXEMPLO 5.3.3 Por que o subconjunto S = {(aij)QXQ € Maxo i a1 + asg = 1} nao é um subespago
vetorial de Maxa? O vetor nulo (a matriz nula 2 X 2) nao estd no suconjunto S e isto é suficiente para

deduzir que S nao é um subespaco vetorial de Maoxs.

EXEMPLO 5.3.4 O subconjunto S = {X = (a;;) € Maxa : det X = 0} ndo é um subespago vetorial de

Moya. De fato, embora os vetores:

10
0 0 01

estejam em S, a soma A+ B = Iy nao estd em S, porque det (A+ B) = 1.

EXEMPLO 5.3.5 O subconjunto W = {(a:, y,2,t) € RY:z4+y+t= O} é um subespaco vetorial do R.

De fato, dados u = (z,y,2,t), v=(2',y,2',t') em W e um escalar \, notamos que:

Au+tv= ()\x+$',)\y+y',)\z+z’,)\t+t')
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pertence a W, porque:

(e +a) + Ay +y) + (M +8) =A@ +y+ )+ @+ +1) =0.
=0 =0

EXEMPLO 5.3.6 No Exemplo 5.2.8 verificamos que o conjunto S das solugoes do sistema linear ho-
mogéneo AX = 0 é um subespago vetorial do R™. No caso em que p(A) = p(fT) =n, o subespaco S se

reduz ao subespago nulo S = {0}.

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.3
1. Por que o subconjunto W = {(a:, y,2) ER3 iz +y—2= 1} nao é um subespaco vetorial?

2. Mostre que o conjunto W = {(:B,y) eER?:ax+by= 0} ¢ um subspaco vetorial do R2. Observe
que W & uma reta que passa pela origem (passar pela origem significa 0 € W). Como vimos no
Exemplo 5.3.1, os subespacos do R? sdo precisamente W = {0}, W = R? e as retas que passam

pela origem. Descreva todos os subespacos do R3.
3. Mostre W = {(z,y,0) € R*} & um subespago vetorial do R?.
4. Seria W = {(m, y,2) ER3 2?2 + 92 = 1} um subespaco vetorial do R3? Por qué?

5. OPERACOES COM SUBESPACOS Se W; e Wy sao subespacgos vetoriais de V', mostre que:

(a) A intersecao W1 N Wy é um subespago vetorial de V.
(b) A soma Wi+ Wy ={u+v:uecW;eve Wy} éum subespago vetorial de V.
(c) O produto Wi x Wy = {(u,v) : w € Wp e v € Wa} é um subespaco vetorial de V' x V.

(d) Mostre, com um exemplo, que a uniao Wi U Wy pode néo ser um subespago vetorial de V.

6. Mostre que W = {A € M,,»p, : tr (A) = 0} é um subespaco vetorial de M, xp,.

7. Mostre que os subconjuntos das matrizes simétricas e das matrizes antissimétricas sao suespagos
vetoriais do espago M, x, das matrizes quadradas. Veja o Exercicio 5 da Secao Escrevendo para

Aprender 5.2.

. 20 x4+ 2y
8. Seja W o subespaco de Moo dado por W = cx,y € R 3. Qual dos vetores

0 z—vy

2 0 2
A= ou B = pertence a W7
3 1
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9. Mostre que W = {(z,y) € R*: (zx — 1) (y — 1) = 1} ndo é um subespago vetorial do R?.

10. Mostre que W = {p € P3 : p(0) = 2p (1)} ¢ um subespago vetorial de Ps.

5.3.1 Conjunto Gerador de um Subespacgo
No espaco R? o plano gerado pelos vetores v = (1, —1,0) e v = (0, —1,1) é o subespaco vetorial:
W= {w=(z,y,2) ERS:aH—y—i-z:O}

o qual é caracterizado por:

weWsw=t-ut+s-v, stek (5.4)

A expressao t - u + s - v que aparece em (5.4) é conhecida por combina¢ao linear dos vetores u e v e
normalmente dizemos que o plano gerado pelos vetores u e v é constituido das combinacoes lineares
desses vetores.

Fixemos um espaco vetorial V' sobre um corpo F. Dados os vetores vy, ve,...,v, de V, a expressao
T1-V1+ T2 U2+ 0+ Ty Up,

onde os coeficientes x1,x2,...,x, estdao no corpo FF, recebe o nome de combinacdo linear dos vetores
v1,V9,...,U,. O conjunto de todas as combinacoes lineares de vy, vo,...,v, serd representado por
[7}1,1}2, - ,vn], isto é:
n
[UI,UQ,...,UTL] = {2&:@-%, v, eF, i= 1,2,3,...n}. (5.5)
i=
LEMA 5.3.7 O conjunto W = [vl,vg, e ,vn] definido em (5.5) é de fato um subespago vetorial de V,

denominado subespaco gerado por vi,vs,..., V.

n
Demonstragao: E claro que 0 € W, porque 0 =0-v1 +0-vy +---+0- vy, e dados u = ) zjv; e

i=1
n
v =Y y;v; no conjunto S e um escalar A, um célculo direto nos dé:
i=1
n n n
Aut+v=AYzi-vi+ > yi-vi=Y, (Az;i+y)- v (5.6)
i=1 i=1 i=1
e vemos em (5.6) o vetor A - u + v escrito como combinagao linear de vy, vs,...,v, e isto nos diz que

Au+veW. [ |
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Nao devemos confundir o subconjunto G = {vy,vs,...,v,} de n elementos (vetores) com o subespago
W = [v7v2, . vn} constituido de todas as combinacoes lineares x1-vy +xg-v9+ - - -+ Ty, - v, dos vetores
V1,09, ...,U, €, portanto, com uma infinidade de elementos.

EXEMPLO 5.3.8 E claro que os vetores e; = (1,0,0), ez = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) geram o espaco
R3, tendo em vista que:

(x,y,2) =x-e1+y-ex+ z-e3.

Jd o conjunto G = {1, tt2, 83, ... ,t”} gera o espaco P, dos polinémios de grau < n.

EXEMPLO 5.3.9 Se W é o subespaco do R3 gerado pelos vetores u = (1,—1,0) e v = (1,1,2), entdo

dado um vetor w = (x,y, z) de W, existem escalares s e t, tais que:

r=a+b
(z,y,2)=t-(1,-1,0)+s-(1,1,2) = (t +s,t —5,25) & | y=a—>b
z=2b

de onde reulta que z = x +y. Assim, o subespaco W é o plano é o plano gerado por u e v :

W = [u,v] = {(m,y,z) €R3:x+y—z:0}.
EXEMPLO 5.3.10 Seja W = [v1,v2] 0 subespaco de Maya, gerado pelos vetores:

10 (00

Se A = (aij)y,, ¢ um vetor de W, entdo a;; = 0, sei # j, e dai seque que W ¢ o subespago das matrizes
diagonais 2 x 2. Uma matriz quadrada A = (a;j) diz-se matriz diagonal se a;; =0, com i # j.
EXEMPLO 5.3.11 Para expressar o polinémio p (t) = —3t+2t> como combinacao linear dos polinémios:

pr(t)=1, p2(t) =1+t e ps(t)=t—1t
procuramos escalares r y e z, tais que:

—3t+2=x-1+y - (1+t)+2-(t—¢), VteR (5.7)

A equagao polinomial (5.7) é equivalente a:

0-3t+2> =x+y+ (y+2)t— 2t?
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e igualando os coeficientes, encontramos:
z+y=0, y+z=-3 e z=-2

e, por consequinte, x = 1, y = —1 e z = —2. Logo, p = p1 — p2 — 2p3 e com isto mostramos que o

polinémio (vetor) p (t) = —3t + 2t2 jaz no subespaco de P [t] gerado pelos vetores p1, p2 e ps, isto é:
=3t +2t° € [1,1+t,t—t7].
EXEMPLO 5.3.12 (Encontrando um Conjunto Gerador) Seja W o subespaco do R*, dado por:
W={(x—y,y+20,z—2z2): 2,9,z € R}.

Para construir um conjunto de geradores de W, expressamos um vetor genéricov = (x —y,y + 2,0,z — 22)

de W sob a forma:

v = (x—y,y+20,x—22)
= z(1,0,0,1)+y(-1,1,0,0) + 2(0,1,0,—-2) =z -v1 + y - va + 2 - v3

sendo v1 = (1,0,0,1), vo = (—1,1,0,0) e v3 = (0,1,0,—2). Dessa forma, identificamos {vi,va,va}

como sendo um conjunto de geradores de W, isto é:
W =[(1,0,0,1),(-1,1,0,0),(0,1,0,-2)]
EXEMPLO 5.3.13 Identifiquemnos o subespaco W de Maxa, gerado pelos vetores:

10 0 1 0 0
V1 = 5 Vo = € V3 =

Um vetor genérico v = (a;j)y, ., de W € da forma:

onde vemos que a1z = ag1 €, portanto, v é uma matriz simétrica.

EXEMPLO 5.3.14 (Um conjunto gerador de W; + W) Sejam Wy e Wy dois subespagos do espago

vetorial V, gerados por G1 = {uy,ug,...,ux} e Go = {v1,v9,...,v,}, respectivamente. O subconjunto

g:glug2 = {U17U27...,Uk,'l)l,'l)z,...,’l)n}
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é um conjunto gerador do subespaco W1 + Ws. De fato, um dado vetor w de W1 + Wa é da forma:
w=u+v, comu€ Wy eveW,
e, sendo assim:
k n
W= wiuit ) yiv
i=1 j=1

onde vemos w escrito como combinacao linear dos vetores de G.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 5.4

1. Expresse o vetor v = (1,1,2, —1) como combinagao linear dos vetores

v1 = (1,0,0,0), vy = (0,1,1,0), v3 = (0,0,1,0) e vs = (1,0,0,1).

2. Identifique o subespago W de Mo gerado pelos vetores:

01 00 10
U1 = y V2= € U3 =

0 0 01 10
3. Em cada saso, identifique o subespaco W do R? gerado pelo conjunto:
(a) G ={(1,0,0), (1,0,1)} e (b) G ={(1,1,0),(0,2,1)}.
4. Encontre um conjunto gerador do subespaco: W = {(m, y,2) ER3 o +y+ 2= O} .
5. Repita o exercicio precedente com o subespaco do R*: W = {(:L‘, y,2,t) ER* 1z —y=2—t= 0} .
6. Verifique que os vetores 1, 1 —¢, (1 — t)2 e(1— t)3 geram o espaco Ps.

7. Se o conjunto G = {v1,va,..., v} gera um espago vetorial V' e um dos vetores de G, digamos vy,
é combinacao linear dos demais, mostre que {vs, ..., v} ainda gera o espago V. E este o processo

usado quando desejamos construir um conjunto gerador minimal.

8. Seja W o subespaco de M3yx2 gerado pelos vetores:

00 0 1 01
vi=11 11|, v2a=1] 0 -1 e v3=10 0
00 1 0 00
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0 2
Verifique se o vetor v = | 3 4 | pertence ou nao ao subespago W.
5 0

9. Seja W = [vl, V3, ’03] o subespaco do R3, gerado pelos vetores:
v1 =(2,1,0), wvy=(-1,0,1) e wg=(1,1,1).

(a) Determine o valor de A para que o vetor u = (A, 2, —2\) pertenca a W.

(b) O vetor v = (—1,2,—2) jaz no subespago W?

10. Verifique que:
[(_17 17 1) ) (Oa ) 17 _1) ) (27 _17 3)] = [(2707 _4) ) (07 2> _2) ] .

11. Se W = {(z,y,x — y) : 2,y € R}, encontre dois subespacos W; e Wa, nio triviais, do R?, tais que:

W =Wy + Wa.

5.3.2 Soma Direta

No Exercicio 5 da se¢ao Escrevendo para Aprender 5.3, apresentamos a interse¢do e a soma de
dois subespacos Wy e W5 de um dado espaco vetorial V. A soma W7 + W5 pode coincidir com o espaco
inteiro V', mas, pode ser um subespago préprio de V'; quanto a intersecao Wi N Wa, esta pode se reduzir
ao vetor nulo, como ocorre no caso em que Wi é o eixo = e W é o eixo y, mas, pode ser W1 "Wy # {0} .
Quando V = Wy + Wy e, além disso, W1 N Wy = {0}, diremos que V' é soma direta de Wy e Wy e
anotamos V = Wy & Wa.

EXEMPLO 5.3.15 O espaco R? se decompde em soma direta dos subespacos:
Wiy ={(z,0):ze€R} e We={(0,y):yecR},

isto é, R? = W1 ® Wa. De fato, tendo em vista que (z,y) = (z,0) + (0,y), obtemos R? = Wy + W> e,
como é ébvio, W1 N Wy = {0}. (W1 € o eizo x e Wy é o eixo y)
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EXEMPLO 5.3.16 Considere os sequintes subespacos do R3 :
Wi ={(z,y,0) : 2,y € R} e Wao={(z,2,2):2,2¢€R}.

Temos que W1 é o plano xy e Wa é o plano © =y, ilustrados na Figura 5.2, e a interse¢cao W1 N Wy é
a reta do R? gerada pelo vetor v = (1,1,0), isto é, Wi N Wy = [(1, 1,0)]. Neste caso, R3 = Wy + W,
mas, a soma nao é direta, porque W1 N Wy # {0}.

A

Figura 5.2: R¥ =W, + Wy e WiNWy=[(1,1,0)].

Finalizamosesta secao com uma caracterizacao da soma direta.
LEMA 5.3.17 As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
(A) V=W oW,
(B) Todo vetor de V' se expressa de modo unico sob a forma v = wy + wa, com w1 € W1 e wy € Wh.

Demonstracao:  Suponhamos que V' = W1 @ Ws, e que um dado vetor v tenha duas representacoes:

v=w, +wy e v:w’1+w’2, com wy, w’lerewg, w’QEWg.

Entdo, w1 — w] = wy — wh € W1 N Wy = {0} e daf resulta w1 = w} e wy = w) e temos a unicidade da
representacao. Reciprocamente, seja v € W7 N Wy e suponhamos védlida a unicidade de representacao

v = w1 + wo, com wy € W1 e we € Ws. Temos, pela unicidade:

v = v+0=witwr=>wi=vewr=0

v = 04+v=witwr=>w; =0ewy =0
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e, assim, w; = wg = 0 e v = 0. Logo, Wi N Wy = {0} e a soma é direta. [ |

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.5
1. Encontre dois subespacos W1 e Wy do R3, tais que dimW; =1, dim Wy =2 e R3 = W) & Wh.

2. DECOMPONDO O ESPACO DE MATRIZES Decomponha o espago das matrizes reais M, x, como

soma direta de dois subespagos nao nulos W; e Wa. (veja o Exercicio 5 da Secao 5.2)
3. DECOMPONDO O ESPAGO DE FUNCOES Uma funcdo f : [—a,a] — R denomina-se func¢ao par
quando f (z) = f(—z), seja qual for o x do intervalo [—a,a]. Quando ocorrer f (z) = —f (—z),

para todo z do intervalo [—a,a], a fun¢do f denominar-se-& funcao impar. Seja F ([—a,al]) o

espago de todas as fungoes reais f : [—a,a] — R.

(a) Mostre que o conjunto das fungoes pares Fp é um subespago vetorial de F ([—a,a]). Idem

para o conjunto das fung¢oes fmpares Fj.
(b) Identifique o subespago Fp N Fr.

(¢) Mostre que toda funcao f do espago F ([—a, a]) se escreve como soma de uma fungao par com

uma fungao mpar.
(d) E verdade que F ([—a,ad]) = Fp ® Fr?
4. Mostre que R3 = [(1,0,0)] & [(17 1,0),(0,1,1),(1,0, —1)].
5. No espaco R3, selecione trés subespacos vetoriais Wy, Wy e W3, com Wy # W, tais que
Wy @ W3 =Wy @ Ws.
A Lei do Cancelamento é valida para soma direta?

6. Se W = {(w,y,x—y) X,y € R}, encontre dois subespacos Uy e Us do R3, com Uy # Us e
UeW=UW.

7. Uma matriz A = (a;j),,,.,, diz-se Triangular Superior se a;; = 0, para i > j, isto é, os elementos
abaixo da diagonal sao nulos; se a;; = 0, para ¢ < j, a matriz A diz-se Triangular Inferior.
Considere os subespacos Wi e Was constituidos, respectivamente, das matrizes n x n triangular

superior e triangular inferior. Mostre que:

Man - Wl + WQ.
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Quando é que a soma ¢é direta?

8. O espaco vetorial V' & soma direta dos subespacos Wi, Ws e W3, isto é, V = Wy & Ws & W3, se:

(i) V=W + Wy + Ws.

(ii) A intersecao de qualquer um dos subespagos com os outros dois é {0} .

Se Wi, Wy e W3 sio, respectivamente, os eixos Oz, Oy e Oz, mostre que R3 = W, @ Wy @ Wi.

5.4 Base & Dimensao

Recordemos que no espaco R3 os vetores 7 = (1,0,0), j= (0,1,0) e k= (0,0,1) sdo nao coplanares
e geram o espaco R?, no seguinte sentido: todo vetor do R? se expressa de modo unico como combinacio
linear dos vetores Z, fe k. O conjunto B = {;, j, E} recebeu a denominacio de Base Candnica do R3 e

essa nocao se generaliza naturalmente para o espago R” considerando os n vetores:

e; = (1,0,0,...,0), ey =(0,1,0,...,0), es=(0,0,1,...,0),...,e, =(0,0,0,...,1).  (5.8)

-

Os vetores definidos em (5.8) possuem as mesmas caracteristicas dos vetores i, j e k, isto é:

(i) Sao vetores LI: A tnica solugdo da equagao vetorial:

T1-e1+x2-€+ - +xp-€,=0

éxri1=29=---=2, =0.
(ii) Geram o R": Todo vetor v do R"™ se expressa como combinagao linear dos vetores eq, ez, - , €.
De fato, dado v = (x1,z2, ..., 2,), temos:
V==T1-€ +Tg-€+ -+ Ty €.
DEFINIGCAO 5.4.1 Em um espago vetorial V diremos que os vetores vi,va, ..., v, sio LI (Linearmente

Independentes) quando a equagdo vetorial
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possuir apenas a solu¢do nula x1 = xo = -+ = x, = 0. Quando v1,vs,...,v, nao forem LI, eles serdo
denominados LD (Linearmente Dependentes). Neste caso, ao menos um dos coeficientes xj da equagdo

vetorial (5.9) é diferente de zero.

EXEMPLO 5.4.2 No espaco R* o0s wvetores v = (1,—1,0,0) e vy = (0,—1,2,1) sdo LI. De fato, a
equagao (5.9), neste caso, se reduz a:
TV + 2202 = 0& x4 (1, —1,0, 0) + X2 (0, —-1,2, 1) = (0, 0,0,0)
= (:El, —x1 — T2, 2T, :EQ) = (0, 0,0, 0)
e da ultima equacao, seque que x1 =0 e x3=0.
EXEMPLO 5.4.3 No espaco P3, dos polinomios de grau < 3, os vetores vi =1, vo =1t, v3=1+1% ¢
vy =t —t3 sdo LI De fato, considerando que o vetor nulo do espago P3 é o polindmio identicamente
nulo0=0+0-t+0-t24+0-t3, encontramos:
T1V1 + Tov2 +x3v3 + 1404 = O0& x1-1429-t+ 23 (1+t2) + x4 (tft?’) =0
& xFazt (wytag)t+ast? —agtP =0+0-t4+0-t2+0- £
Igualando os coeficientes, obtemos: x1+x3 = 0, 20 +x4 = 0, z3 = 0 e x4 = 0 e daf resulta
Ty =29 =x3 =24 =0.
EXEMPLO 5.4.4 No espaco Mayo, das matrizes quadradas 2 X 2, os vetores:
1 1 -2 1 -1 2
-10 ) 0 3 -1 3
sao LD. Com efeito, sex-u+vy-v+z-w =0, entao:

r—2y—z x+y+2z 0 0
—r—z 3y + 3z 00

e chegamos ao sistema linear homogéneo:

r—2y—z=0
r+y+22=0
—x—2=0
3y+32=0
cujo espago solugao é S = {(xz,x,—x):x € R}. Por exemplo, x =1, y =1 e z = —1 nos dd uma

solucao nao nula da quacdo vetorial x-u+y-v+ z-w =0.
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EXEMPLO 5.4.5 No espaco R", para que os vetores vi,va,...,v, sejam LI é necessdrio e suficiente
que a n X n matriz A com colunas vi, va,...,v, tenha posto p(A) = n. O sistema linear homogéneo
decorrente de (5.9) tem solugao tnica X = (x1,z2, -+ ,xy) =0, isto é, 1 =29 =+ =2, = 0.

Antes de formalizar os conceitos de Base e Dimensdo de um espaco vetorial é necessario estabelecer
alguns resultados preliminares, em forma de Lemas, para dar consisténcia aos conceitos. No que se segue,

V representa um espago vetorial sobre R ou C.

LEMA 5.4.6 Todo subconjunto S de V' contendo o vetor nulo é um subconjunto LD (de vetores LD).

Prova: Se S ={0,v1,v2,...,v,} temos a equagao (5.9) atendida:
1-0+0-v74+0-v24+---4+0-v, =0,

com um dos escalares (o nimero 1) nao nulo. [

LEMA 5.4.7 A fim de que n vetores vi,va,...,V, sejam LD é necessdrio e suficiente que um deles seja

combinacao linear dos demais.

Prova:  Se vi,v9,...,v, sao LD, existem escalares x1,xa,...,2,, com ao menos um deles, digamos

T, nao nulo e tais que:

T1U1 + TV + -+ + TRVE + - Tpvy = 0. (5.10)

Resolvendo (5.10), encontramos:

X X Tl — X X
Uk=<1)U1+<2>U2+"'<k1>1}k1+<k+1>vk+...+<n>vn
Tr Tr Tk Tk Tk

onde vemos o vetor v, como combunagao linear dos demais. Reciprocamente, se um dos vetores, digamos

v1, é combinacao linear dos demais, entao v; = xovg + T3v3 - - - + T, v, € temos:
(1) v1 + 2202+ + Ty, = 0

onde vemos uma combinagao linear nula dos vetores vy, ve, ..., v,, com um dos coeficientes (o primeiro)

nao nulo. Isto nos diz que os vetores vy, vs, ..., v, sao LD. |

LEMA 5.4.8 Se S é um conjunto LI (de vetores LI), entdo qualquer subconjunto de S também o é.
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Prova: Seja S = {v1,v2,...,v,} um conjunto LI e seja S* = {v;,, vi,,..., v}, k <n, uma parte do

conjunto S. Para mostrar S* é um conjunto LI, basta observar que:

T1V; + Vi, + ...+ TR0, = 0 21U + T2, + .o+ xR0, 0V 1+ + 00, =0

e como vi,vs, ..., U, sao LI, deduzimos que x1 = x5 = --- =z, = 0. |
LEMA 5.4.9 Se v1,v9,...,v, Sao vetores LI e v = x1-v1 + X2 -v2 + -+ + x5 - v,, entdo os escalares
T1,T9,...,Ty SG0 Unicos. Em outras palavras, a forma de expressar um vetor como combinacgao linear

de vetores LI é unica.

Prova: Basta observar que:

T1-v1+ T2 V2FF TV = Y1V FY2:V2+ -+ Yn-Up

S (r1—y) v+ (r2—y2) - v2+- -+ (Tn—Yn) v, =0

S T1—y1=T2—Y2=""+Tp—Yp =0
e daf resulta z; = y;, 7 =1,2,3,...,n e, por conseguinte, a unicidade da representacao. |
» SOBRE BASE & DIMENSAO Um conjunto B = {v1,vs,...,v,} de vetores LI, que geram o espago V/,

¢ denominado Base de V. Neste caso, todo vetor de V' se expressa, de maneira tinica, como combinacao
linear dos vetores v1,vo,...v,. Ao expressar v = x1-v1+ T2 Vo + -+ -+ Xy Uy, OS escalares x1, x2,..., Ty

sa0 as coordenadas do vetor v na base B e anota-se:

1
T2
MB: : ou [U]B:(xl Ty -+ T )1Xn~

In
nx1

Para associar ao espago vetorial V' uma dimensao, ressaltamos que qualquer base do espago V' tem o
mesmo nimero de vetores e esse niimero é o que denominamos dimensao do espaco V, anotado dim V. Por
exemplo, o espago R" tem dimensao n, tendo em vista que o conjunto de vetores B = {ej,es,...,e,},
definidos em (5.8), é uma base do R™; no espago P [t] de todos os polindmios reais (de qualquer grau) o

conjunto

B, = {1,t,t2,...,tk}, k=1,2,3,4,...
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¢ um conjunto LI, mas ndo ¢ um conjunto gerador de P[t]. Note que o vetor p(t) = t**! nio &

combinagao linear dos vetores de Bj. Uma base de P [t] é o conjunto:
[e9]

B= {l,t,tz,...,tk,...} = U B
k=1

com uma infinidade de vetores e, portanto, dimP [¢{] = oc.

Na sequéncia, aparesentamos alguns coroldrios de suma importancia para o restante do capitulo.

COROLARIO 5.4.10 De um conjunto gerador S = {v1,va,...,v,} do espago V' pode-se extrair uma
base de V.

Prova:  Se os vetores vy, va, ..., v, sa@o LI, nada hé a provar! Se vq,v9,...,v, sao LD, um dos vetores,
digamos v, é combinagao linear de vy,vg,...,v,—1 € 0 conjunto S1 = {vy,v,...,v,_1} ainda gera o
espago V. Repetindo esse processo um niimero finito de vezes, sacamos do conjunto .S todos os vetores

que sao combinacoes lineares dos demais restando apenas vy, va, ..., v vetores LI que geram V. |

COROLARIO 5.4.11 Se S = {v1,va,...,v,} é um conjunto gerador do espago V, entao qualquer sub-

conjunto de V. com n + 1 vetores é um conjunto LD.

Prova: SejaB = {v;;, iy, ...,0i, }, k < n,umabase de V extraida do conjunto gerador {vq,v,...,v,}
e mostremos que se m > n, entao m vetores ui, us, ..., Uy, Uy de V sao LD. De fato, sendo B um con-

junto gerador, existem escalares a;j, tais que:

Ul = 11V + @12V + -0+ A1V,
U2 = Q1104 + 12V, + -+ alkvik
Um = (1Y + am2aVi, + - + amivi,

e a combinacao linear nula:

T1u1 + Taug + -+ Ty, =0

nos conduz ao sistema linear homogéneo AX = 0, com A = (a;j) de k equagoes e m varidveis

mxk’
T1, T2,...,%Tm € sendo k < m o sistema possui uma infinidade de solucoes e, claro, dentre elas uma
solucao nao nula. |
COROLARIO 5.4.12 Um subconjunto {v1,va,...,v} de vetores LI de V pode ser completado a uma

base de V. Uma base é um conjunto LI mazximal !
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Prova: Suponhamos dim V' = n, de modo que £ < n. Do Coroldrio 5.4.10 deduzimos que:

(a) se v1,v,...,v; geram V entdo k =n e {vy,va,...,v;} € uma base de V.
(b) se V nao é gerado por {v1,va, ..., v}, existe em V um vetor vy fora do subespaco [v1,ve, . . ., vg]
e, portanto, os vetores vy, v, ..., v, Vg1 sao LI. Repetimos o processo para encontrar vg4o, ..., v, tais
que B = {v1,v2, ..., Uk, V41, Vkt2, -+ Up} € um conjunto gerador de vetores LI de V. |
Conjunto Gerador }ﬁ
‘ Base |

T—‘ Conjunto LI

Figura 5.3: Gerador x LI

COROLARIO 5.4.13 Se uma base de V' tem n vetores, qualquer outra base também tem n vetores. O

numero n de vetores de uma base de V recebe o nome de dimensao de V e anota-se n = dimV.

Prova: Sejam B = {v1,v2,...,v,} e B/ = {v1,v9,...,v;} duas bases de V. Se k > n, pelo Coroldrio
5.4.11 os vetores v1,vs, ...,V seriam LD o que nao é possivel, tendo em vista que B’ é uma base. Da
mesma forma, nao pode ocorrer n < k. |

COROLARIO 5.4.14 Se W é um subespaco vetorial de V e dimV < oo, entdo dimW < dimV e:
dmW =0&W ={0} ¢ dmW=dmV & W ="V.

Prova: Sejan =dimV e B = {vy,v2,...,v,} uma base de V. Como W C V, segue que B gera o

subespaco W e uma base de W pode ser extraida de B. Daf resulta dim W < n. |

COROLARIO 5.4.15 Se dimV = n, entdo:

(a) qualquer subconjunto {vi,va,...,v,} com n vetores LI é uma base de V;
(b) qualquer subconjunto {vi,va,...,vy} com n geradores de V é uma base de V.
Prova:
(a) Se o conjunto LI {vy,va,...,v,} nao fosse base de V, poderia ser completado a uma base e

terfamos dim V' > n, contradizendo a hipétese.
(b) Se o conjunto gerador {v1,vs,...,v,} nao fosse base de V', dele poderia ser extraida uma base

e terfamos dim V' < n, contradizendo a hipdtese. |
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EXEMPLO 5.4.16 Os vetores vy = (1,1,1,0), vo = (1,-2,1,1) ewvs = (2,—1,1,1) nao geram o espago
R*, embora sejam LI. Um conjunto de geradores do R* deve conter, no minimo, quatro vetores, porque
dimR* = 4. Os vetores u; = (1,0,0), uz = (0,1,0), uz = (1,0,2) e ug = (1,1,1) geram o R3, mas,

néo sio LI, porque dimR® = 3.
EXEMPLO 5.4.17 Dada uma base B = {v1,v2,v3,v4} do espago R*, consideremos o0s sequintes subespagos:
Wo={0}, Wi=lwn], Wy J[v1,ve], Wsz=[vi,ve,v3] e Wy=lv1,v2,03,0v4].
Temos dim Wy =0, dim W =1, dim W, =2, dim W3 =3 e dim Wy = 4, com a cadeia de inclusoes:
Wo C Wi C Wa C W3 C Wy=R"Y
EXEMPLO 5.4.18 Encontrar uma base do subespaco W do R*, dado por:
W = {(m,y,z,t) eR*:z=y ez:t}.
Solucao:  Um vetor genérico v = (z,x, z,z) de W pode se expressar sob a forma:
v=x-(1,1,0,0) 4+ z-(0,0,1,1)

e isto nos diz que os vetores v; = (1,1,0,0) e v2 = (0,0,1,1) geram o subespago W e sendo vy e vy
vetores LI, deduzimos que B = {v1,v2} é uma base de W e dim W = 2. Para construir uma base do R*
a partir dos vetores v; e vg, consideramos dois vetores vz e v4, de modo vy, v9,v3 € vg sejam LI e isto
ocorre se, e somente se, a matriz A com colunas vy, v9,v3 € v4 é tal que det A # 0. Podemos escolher,

por exemplo, vz = (1,0,0,0) e v4 = (0,0,0,1) e temos:

, com det A =1.

S O =
_ = O O
o O O
- o o o

EXEMPLO 5.4.19 Encontrar uma base e a dimensao do subespaco W1NWs, sendo W1 e Wy 0s sequintes

subespagos do R* :

le{($,x,y,y) €R4:x,y€R} e Wgz{(m,y,z,t)€R4::c—y—z+2t20}.
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Solucao: O subespago Wi N Wy é dado por:
WinNWy = {(:v,y,z,t) eR*:z =y, z:tex—y—z+2t:0}
e um vetor genérico de W7 N Wy é, portanto:
v=(x,2,0,0) =z-(1,1,0,0), x€R.
de onde resulta que v = (1,1,0,0) é um gerador LI de W3 N Ws. Logo, B = {(1,1,0,0)} é uma base de

WinNnWse dim(W1 QWQ) =1.

EXEMPLO 5.4.20 Sejam Mg e M 4 os subespagos de Maxo das matrizes simétricas e antissimétricas,

respectivamente. Encontrar bases de Mg e My.

Solugao:  Para mostrar que os vetores LI:

10 0 1 0 0
00 10 0 1

geram o subespago Mg, basta notar que uma matriz simétrica 2 x 2 é da forma:

a b
A= =a-v1+b-ve+c-uvs.
b c

Logo, B = {v1,va,v3} ¢ uma base de Mg e dim Mg = 3. Se B ¢ uma matriz antissimétrica, entao:

0 b 0 1
B = =b-
-b 0 -1 0
. 0 1 .
e o conjunto B = é uma base de M4 e dim My = 1.
-1 0

EXEMPLO 5.4.21 Se F ([0,7]) o espago vetorial das fungoes reais definidas no intervalo [0, 7], definido

no Exemplo 5.1.5, qual a dimensao do subespaco W gerado pelos vetores v1 = cost e vy = sent?

Solucao: Mostremos que os vetores v; e vy sdo LI e, sendo assim, B = {vy,v2} é uma base de

W e dimW = 2. A combinagao linear nula:
x-v1+y-v2=0
dever ser entendida como igualdade funcional:
x-cost+y-sent=0, 0<t<m. (5.11)

e para concluir que x =0 e y = 0, basta considerar em (5.11) ¢ = 0 e em seguida ¢t = 7/2.
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EXEMPLO 5.4.22 (Construindo uma Base de W + W) Vimos no Ezemplo (5.3.14) que dados
W1 e Wy dois subespagos do espago vetorial V, gerados por Gi = {u1,ug, ..., u} e Go = {v1,va,...,0,},

respectivamente, o subconjunto:
g - gl UgZ = {ulau%--- y Uk, V1,02, ... ,’Un}

é um conjunto gerador do subespaco W1 + Wo. Ao eliminar a dependéncia linear dos vetores de G,

extraimos uma base de W1 + Wao. Por exemplo, sejam W1 e Wo os subespagos do R*, dados por:
Wi = [u,ug] e Wa= [v1,v2,03]

onde v = (1,1,0,0) uwp = (0,0,1,1), v; = (1,0,1,0), vy = (0,1,-1,0) e w3 = (0,0,2,1). O
subespago Wy + Wo é gerado por G = {uy,uz,v1,v2,v3} € o vetor vy pode ser sacado do conjunto

gerador, jd que vo = uy — vy, € temos:
Wi+ Wy = [ul, U9, V1, Ug] .

Como {u1,u2,v1,v3} é um conjunto gerador de W1 + Wa, de vetores LI, seque que B = {uy,uz,v1,v3}

é uma base de Wy + Wo e dim (Wy + Wa) = 4. Logo, W1 + Wo = R4
Sobre a soma de subspagos de V, ressaltamos que:
(1) dim (W + Wa) = dim W; + dim Wy — dim (W1 N Wa).
(2) dim (W; @ Wa) = dim Wy + dim W3, porque dim (W N Ws) = 0, j& que Wi N Wy = {0}.
(3) A fim de que W7 @ Wy =V €& necessdrio e suficiente que:
(a) dim (W +Wy) =dimV e (b) dim (W3 NWy) =0.

(4) SeV=W1@&Wse By = {v1,v2,...,0n} e Ba = {wi,wy, ..., w,} sdo bases de W; e Wy, respectiva-
mente, entdo B = {v1,v2, ..., Un, W1, W, ..., w,} ¢ uma base de V. De fato, como V = Wj + Wy
segue que o conjunto B gera o espaco V e para comprovar que B é um conjunto de vetores LI,

notamos que se:

TV +ToV2+ ...+ T U+ Y1 w1+ Y2 wa .o+ Yycwy, =0

v €Wy w €Wq

entdao v,w € Wi N Wy = {0}. Logo, v =0 e w = 0 ¢, portanto, z; =0ey; =0, i =1,2,...,me
j=1,2,...n. Vale ressaltar que se a soma nao fosse direta, o resultado nao seria valido, como no

Exercicio 20 da secao Escrevendo para Aprender 5.6.
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EXEMPLO 5.4.23 (Construindo uma base por escalonamento) Dada uma matriz A € Mpxn,
deize-nos representar por Ag a matriz reduzida de A por escalonamento. Cada linha da matriz A é
combinacdo linear das linhas da matriz escalonada Ag e vice-versa. Assim, os subespacos gerados pelas
linhas de A e pelas linhas (nao nulas) de Ag coincidem. Também nos parece dbvio que as linhas ndo
nulas da matriz escalonada Ag sdo vetores LI do R™ e isto nos conduz & sequinte conclusdo: a dimensdo
do subespago do R™ gerado pelas linhas da matriz A € igual a p (A), o posto da matriz A, e as linhas nao
nulas da matriz reduzida Ag formam uma base do subespago gerado. Recorde-se que p (A) é o numero de
linhas nao nulas da matriz escalonada Ag. Vamos construir, por escalonamento, uma base do subespago

W do R? gerado pelo conjunto de vetores:

G ={(1,0,2), (0,-1,2), (2,1,1), (2,2,2)} = {v1,v2,v3,v4} .

Escalonando a matriz cujas linhas sao os geradores de W, encontramos a matriz

0 0

0 0
Ag =

0 0

0 0 0

e dai resulta que B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de W e temos W = R3. Ressaltamos
que o gerador vy é combinacdo linear dos demais e pode ser sacado do conjunto gerador, restando trés

geradores LI vy, vy e vs, de modo que B' = {v1,va,v3} €, também, uma base de W.
EXEMPLO 5.4.24 Seja W o subespaco do R*, gerado pelos vetores:
v =(1,-1,0,0), vo = (0,0,1,1), vs=(—-1,2,1,1) e wv4=1(1,0,0,0).

Imitando o que foi feito no exemplo precedente, vamos construir uma base do subespago W. Nesta caso,

temos:
1 -100 0 0 0
A 0 0o 0 0 _ 4,
-2 2 11 0 0 1
1 0 00 0 0 0 0

e as linhas nao nulas uy = (1,0,0,0), u; = (0,1,0,0) e ug = (0,0,1,1) formam uma base para W e

dimW =3 =p(A). Como subconjunto do R*, temos:

W: {($7y7z7z)'$7y7z GR}'
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EXEMPLO 5.4.25 (Extraindo uma base do conjunto gerador) O processo de escalonamento tam-
bém pode ser usado para extrair uma base de um conjunto gerador de um subespaco W do R™. Para
descrever o método, deixe-nos representar por W o subespago do R™, gerado pelos vetores vy, va,. .., v,
e seja A anxk matriz, cuja j-ésima coluna é o vetor vj, 1 < j < k. Seji,j2,...,Jm 840 as colunas-pivd

da matriz Ag, reduzida de A & forma escalonada, entdo o conjunto:

B = {vjuvjz?' . .,Ujm}

¢ uma base de W, extraida do conjunto gerador {vi,ve,...,vx}. Como ilustragao, seja W o subespago

do R*, gerado pelos vetores:
U1 = (17 -1, 170)a V2 = (_173> 1>2)7 U3 = (07 1,1, 1) € U4 = (_1>2707 1)

e seja A a matriz 4 X 4, com colunas v1,v2,v3 e v4. Escalonando a matriz A, encontramos:

0 1/2 0
0 1/2 0
0 0 0

0O 0 0 O

Ag

a

onde destacamos as colunas-pivé j1 = 1, jo = 2 e j3 = 4 (1%,2% e 4% colunas) e concluimos que o0s

vetores geradores vi,ve € vg formam uma base de W.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 5.6

1. Mostre que os vetores v = (a,b) e w = (c,d) do R? sdo LI se, e somente se, ad — bc # 0.

2. Em um espago vetorial V', mostre que dois vetores sao LD se, e somente se, um deles é miiltiplo

escalar do outro.

3. No espago F das fungoes f : R — R, mostre que os seguintes pares de fungdes sao LI:
(a) 1, t (b)sent, e (c)t, e (d)t, t3.

4. Se G = {v1,v9,...,v,} € um conjunto gerador de V, mostre que os vetores vy, va, ..., Uy, v sdo LD,

seja qual for o vetor v do espaco V.
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5. Em cada caso, exiba uma base para o espaco vetorial V indicado e determine dim V.

(a) V = Mayxs (espago das matrizes 2 x 3)

(b) V ¢é o espago das matrizes 3 x 3, triangular superior.
(c) V é o espago das matrizes simétricas 3 X 3.

(d) V é o espago das matrizes antissimétricas 3 x 3.

(e) V é o espago das matrizes diagonais n X n.

(f) V é o espago das matrizes A = (a;;), de ordem 2 X 2, tais que a1 = as1 € a12 = a1 + ag.

6. No espago vetorial Py = {at2 +bt+c:a,b,ce R} dos polinémios de grau < 2, verifique se os

vetores p1, p2 e ps sugeridos sao LI ou LD.

(@) p1(t) =1+2t+1t%, po(t) =2+ 4t + 2t

(b) pi(t) =t+t* pa(t)=2 e p3(t)=1+2t%

() pi(t) =14t pa(t)=2+t e p3(t)=2t%
7. Mostre que B = {(0,2,2),(0,4,1)} é uma base do subespago W = {(3;, y,2) ER3 1z = ()} .
8. Se By = {v1,v2,...,u5} € Ba = {w1,ws,...,w,} sdo bases de Vj e V, respectivamente, entao:

B ={(v1,0),(v2,0),...,(vg,0),(0,w1),(0,wa),...,(0,w,)}

é uma base do espago V =V} x Va. Em particular, deduza que dim (V7 x V) = dim V; + dim V5.

9. Seja W = [vl, Vg, U3, 214] o subespaco do R* gerado pelos vetores:
v =(1,-1,0,0), va = (0,0,1,1), v3 = (-2,2,1,1) e wy=(1,0,0,0).

(a) Exiba uma base do subespaco W.
(b) O vetor v = (2,—3,2,2) estd em W?

(c) W =TR* ou W é um subespaco préprio do R*?

10. Encontre uma base para o subespaco W de May2, gerado pelos vetores:

1 -5 1 1 1 -4 1 -7
1= y V2= y U3 = € Vg =
-4 2 -1 5 -5 7 -5 1
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11.

12.

13.

Verifique se os vetores
vy =(1,1,1,1), voe =(1,2,3,2), vs =(2,5,6,4) e wvg=(2,6,8,5)
formam uma base do R%. Se ndo, encontre a dimensao e uma base do subespaco gerado por eles.
Considere os seguintes subespacos do R3 :
W1 =1[(1,0,1),(0,1,1)] e Wy=[(1,1,0),(0,0,1)].
Encontre uma base para: Wy, Wy, WinNnWs e Wip+ Ws.

BASE DO ESPAGO SOLUGAO Se W é o espaco solucdo do sistema linear homogéneo AX = 0,

entdo dimW =n—p(A), onde n é o nimero de varidveis e p (A) ¢ o posto da matriz A. Na forma
escalonada, o sistema AX = 0 tem exatamente n — p (A) varidveis livres e os vetores bésicos sao
construidos atribuindo um valor constante (por exemplo 1) a cada varidvel livre e valor zero as
demais e calculando as varidveis dependentes a partir do sistema. Por exemplo, o subespaco W

do R* dado por
W:{(x,y,z,t)€R4:x—y:x—y—z—|—t:z—t:0}

é o espago solucao do sistema linear com 4 varidveis e 3 equacoes:

z—y=20
r—y—z+t=0 (5.12)
z—t=0.

Escalonando a matriz A dos coeficientes, encontramos:

1 -1 0 0 -1 0 0
A=1 -1 -1 1 [~] 0 o0 —1 | =4
00 1 -1 0 0 0 0

e vemos que p(A) = 2 e o grau de liberdade é 2. Assim, dimW = 2 e a partir das varidveis
livres = e z vamos construir uma base de W considerando os valores z = 1, z = 0 e, depois,
x =0, z = 1. Os valores de y e t sao calculados pelo sistema (5.12) e encontramos os vetores
bésicos v; = (1,0,1,0) e v = (0,1,0,1). Em cada caso, encontre uma base para o espago das

solugoes dos sistemas lineares. Reduza a matriz dos coeficientes a forma escalonada.
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z+y—2=0 r+2y—4z4+3r—s=20 z+y+2=0
@) |z—y—2=0 (b)|z+2y—22+2r+s5=0 (¢) |20 —y—22=0
—2x+22z=0 20 +4y — 22+ 3r+4s=0 r+4y+52=0

14. Sejam Wy e W os subespacos do R? dados por:
Wy ={(z,9,0): 2,y eR} e Wo={(z,y,2—y):z,y €R}.

(a) Calcule dim (W1 NWy) e dim (W; + Wa).

(b) O conjunto Wy U Wy é um subespaco vetorial do R3? Se for, qual a dimensio?
15. Considere os seguintes subespacos do R3 :
Wy = {(m,y,z,t) ER4::U—|—y:z—t:()} e Wy= {(x,y,z,t) €R4:m—y—z—|—t:0}.
Determine bases dos subespagos Wi, Wy, WiNWy e Wi+Wo. E correto afirmar que Wi+Wy = R%?

16. No espago Maxa, considere os subespagos
a b Y
Wy = ca,beR e Wy = cx,y €R
(a) Determine bases de Wy, Wa, W1 N Wy e de Wy + Wa.
(b) Exiba um vetor do espago Maxa, que nao pertenga a Wiy + Wh.
17. Seja W = [vl, V3, 113] o subespaco de Ps, gerado pelos vetores
v =1, va=1—t+t* e wg=1-—2t+2t%

(a) Os vetores v1, vz e vz sao LI ou LD?
(b) Determine uma base e a dimensao de W.

(¢) Construa uma base de P, da qual fagam parte os vetores vy e vs.

. . . . . n(n+
18. Mostre que o subespaco Mg das matrizes reais simétricas n X n tem dimensao (2) Qual a

dimensao do subespaco M 4 das matrizes antissimétricas? Lembre-se que:

Mnxn - MS %) MA-
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19.

20.

21.

22.

23.

Seja V = My xn, n > 2, 0 espaco vetorial das matrizes reais n x n.

(a) Quantos vetores (matrizes) simétricas LI um subconjunto de V' pode ter?

(b) E possivel uma base de V ser construida a partir de um subconjunto de V, de matrizes

simétricas?

Sejam Wi e Wa os subespacos do R3, ilustrados na Figura 5.2, em que R? = Wy 4+ Ws. Verifique
que By = {(1,0,0),(0,1,0)} e B» = {(1,1,0),(0,0,1)} sao bases de W, e Wy, respectivamente, e,

ainda assim, B = B; U By ndo é uma base do R3.

Se Wi = {(:B,y,z) ER3:x 42y + 2= 0}, encontre um subespagco Ws, de dimensao 1, tal que
R3 = Wy & W,. Por que dim W5 deve ser igual 17

Mostre que qualquer espago vetorial de dimensao n = 3 é a soma direta de trés subespagos.

No espago M, xn, das matrizes quadradas de ordem n, sejam Wj o subespaco das matrizes com

diagonal nula e W5 o subespago das matrizes diagonais. Mostre que:
Mnxn =Wy @ Wy

e, com auxilio da férmula, dim M, «, = dim W7 + dim W5, calcule dim W7 a partir de dim Whs.

5.4.1 Mudancga de Base

Nesta Secao construiremos uma matriz quadrada n X n para relacionar as matrizes coordenadas

[v]g e [v]g de um dado vetor v, em relagdo as bases B ¢ B’ de um espago vetorial n-dimensional V.

Como ilustracdo, seja V = R? e fixemos as bases ordenadas:

B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} = {uy,us us}
B'= {(1, —1, 2) y (O, 1, 1) s (1, 3, 0)} = {01,02’1)3} .

Expressando cada vetor v; da base B’ como combinacao linear dos vetores u; da base B, encontramos:

vp=1-u;+(—1) ua+2-us
vo=0-ur+1-us+1-us
vg=1-u1 +3 -us+0-us.
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e com os coeficientes das combinagoes llineares, construimos a matriz de mudancga de base:

1 01
e =1 -113
2 10

e, , . . B
cuja j-ésima coluna ¢é [v;];. Como o préprio nome sugere, a matriz de mudanga de base [I ] 5 estabelece
a relagao entre as coordenadas de um dado vetor v nas duas bases. Por exemplo, se v = (2, —4,6), um

célculo direto nos da:

v=2-u+(—4) - us+6-u3 e v=2-v1+2-v2+0-0

e temos:
2 2
MB =1 —4 e [v] B = | 2
6 0

Por outro lado, usando as matriz de mudanca de base, obtemos a relacao:

vl = [ - [v]s-

Um célculo similar nos conduz a seguinte relagao:

wlg = (15 - [vlg-

/

. L opss . B, . , . B
Também é fécil comprovar que a matriz [I } 5 € invertivel, com inversa [I ]

B isto é:

B’ B
s - [ =15
Em um espacgo vetorial V, de dimensao n, fixamos duas bases ordenadas:

B={vi,v9,...,v,} e B ={wi,we,...,w,},

e escrevemos cada vetor w; da base B’ como combinacao linear dos vetores vy, v, ..., v, da base B:
n
w; = a1;v1 + agv2 + -+ + anjvp = E ai;vi, j7=12,3,...n.
=1

A matriz:

aix a2 -0 aly vt Qin

a1 Q22 - Q25 - A2n

Gpl Ap2 *++ Gpj - Gpp
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cuja j-ésima coluna é [vj]B, j=1,2,3,...n, é conhecida por matriz de Mudang¢a de Base (mudanga da
base B’ para a base B) e relaciona as matrizes coordenadas [v] B € [v] 5 de um dado vetor v de V' nas

duas bases ordenadas B e B’, por meio da identidade:

[U]B = [I]g, - [v] B (5.13)

Se x1,x2, -+ ,xy sa0 as coordenadas do vetor v na base B e y1,ys, - - - yn as coordenadas do mesmo v na

base B, temos a relagdo (5.13) na forma explicita:

T ailp a2 -+ Qaiy . Qlp n
e | 510
T, Gni Gng -+ Gnj -+ Gpp Un
Procedendo de forma similar, chegamos a relagao:
g = [1]5 - - (5.15)

EXEMPLO 5.4.26 No espago Ps [t] dos polinomios de grau < 3, sejam as bases ordenadas:

B={1,t,2,¢*} e B={-1,1+tt* 2t}

/

(a) Encontrar a matriz de mudanga [I]g .

(b) Sabendo que [v]g = ( 2 -1 3 1 ), encontrar o vetor v.

(a) Expressando os vetores de B’ como combinagao linear de B, encontramos:
~1 =(-1)-1+4+0-t+0-t2+0-83
1+t =1-1+1-¢t4+0-¢>+0-13
2 =0-140-t+1-t2+0-¢3
2 —t3 =0-142-t+0-t24+(-1)-83

e assim, obtemos:

-1 1 0 O
y 0O 1 0 2
B
[I]B =
0O 01 0
0O 0 0 -1
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(b) Usando a relagao (5.14), obtemos:

110 0 2 3
. 0 10 2 1 1

g =1z Vg = =
5= U - lls 0 01 0 3 3
0 00 —1 1 1

e, portanto, v = (—=3) - 1+ 1-t+3 -2+ (=1)#3 = -3 + ¢ + 3t — 3.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 5.7

1. Em R3 considere as bases

B={(1,1,1),(-1,1,0),(1,0,-1)} e B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

B/

P [I]g, e verifique que [I]Z ° [I]B = I3.

(a) Encontre as matrizes de mudanga de base [I]

(b) Determine as coordenadas do vetor v = (1,2, —1) nas bases B e B'.
2. No espaco dos polindmios Py considere as bases
B={L1+tt*} e B ={2,—t1+¢}.

(a) Encontre as matrizes de mudanga de base [I ] gl e [I ] g, e verifique que [I ] g, ° [I ] s =13

(b) Determine as coordenadas do vetor v = t2 +t — 2 nas bases B e B'.

3. Determine [v], sabendo que as coordenadas do vetor v do R? na base B e a matriz de mudanca

[I ]Z sao dadas, respectivamente, por:

—1 1 1 0
Ws=| 2 | e Up=|0 -1 1
3 1 0 —1

4. No espaco P3, dos polinomios de grau < 3, considere a base B = {1,t,t2 t3}.

(a) Se f(t)=(1- t2)2, mostre que B’ = {f'(t), f"(t), f"(t), f*(t)} ¢ uma base para Ps.

(b) Determine a matriz [I] Z de mudanca de base de B’ para B.
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5. Sejam B = {(1,0),(0,1)} e B’ = {v1,v2} duas bases do R%. Determine v; e vz, de modo que

, 11
e =
1] s

6. MATRIZ DE ROTACAO Seja B = {e1, e} a base candnica do R? e deixe-nos representar por B’
J ) p p

a base {v1,v2} obtida rotacionando a base B, de um angulo 6, como ilustra a Figura 5.4.

yl

rEam oo

Figura 5.4: Rotacao de um angulo 6.

Dado um vetor v = (x,y) do R?, temos que

X

S
=
oy

V=x-€+Yy-e=T -0V +7Y- U= =

<

Y

B
B

e, como combinagao linear de vy e v9. Observando a Figura 1.2, vemos que

Para encontrar a matriz de mudanca de base [I ] devemos expressar os vetores candnicos e e

e; = (cos®)v; — (senf)wvy
ez = (senf) vy + (cosh) vy
e, consequentemente,
B cosf senf
[I] B —

—senf cos6

Assim, temos a relac@o entre as coordenadas (x,y) e (Z,7)

8l

cosf senf T T =xcosf+ ysenb
- & (5.16)
—senf cosf Y y=—xsend + ycosf

<Y
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Por exemplo, efetuando uma rotagao de § = 7/3, a matriz de rotagao é

[I]B: /2 V3/2
o —V3/2 1/2

e as coordenadas do vetor v = (2,4) na nova base é, portanto,

8|

/2 V3/2 2 1+2V3
—/3/2 1/2 4 2—-4/3

<

Resolva o sistema (5.16) para expressar e y em fungdo de T e § e obtenha:

x =Tcosf —ysenf B cos) —send

)
—
~
i
I

y==Tsend + ycosl senf)  cost

7. A matriz

—_
|

—_

[\

—_

[\)
|

[

pode ser uma matriz de mudanca de base?
8. Se B={(1,2),(—2,4)}, encontre a base B’ do R?, tal que:

-1 4
-5 1

9. Seja B = {v1, vy, v3} uma base de um espago vetorial V', de dimensao n = 3.

(a) Verifique que B’ = {v1,v1 + v9,v1 + v2 + v3} € uma base de V.

(b) Encontre a matriz de mudanga [I ]g e verifique que esta matriz é triangular superior.
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5.4.2 Extraindo uma Base do Conjunto Gerador

Seja A = |v1,v9,...v,|, v; € R™ uma n x k matriz e seja Ag a matriz |v], v}, ..., v:|, reduzida

J 9 9 y Y7 9 .] 12> Y2 ' Ykl

linha) de A A forma escalonada. As colunas de Ag que contém o primeiro elemento ndo nulo (elemento
q p

pivd) de uma linha nao nula, recebe o nome de coluna-pivé.

LEMA 5.4.27 Com a notagao descrita, temos:

k k
Z)\j’l}j =0& Z)\jv}‘ =0.
j=1 j=1

Prova:  Decorre do fato dos sistemas homogéneos
A-X=0 e A"-X=0
possuirem as mesmas solugoes. H
LEMA 5.4.28 As colunas-pivé de Ag sao vetores LI do R™.
Prova:  Se as colunas-pivo v}, v3, ..., vy, de Ag fossem LD, existiria um indice j, 1 < j <m, tal que:
v; = A7+ Aus 4 Ajo1vig. (5.17)

Se o elemento-pivo 1 da coluna v}‘ ocorre na ¢—ésima linha, entao todos os elementos da i—ésima linha

das colunas v7,v3,...,v; sao nulos e isto contradiz (5.17). N

LEMA 5.4.29 Uma coluna vy, 1 < ¢ < k, que nao contem um pivd, jaz no subespago gerado por

* * *
v, V5, ., U
Prova: Seja B a matriz de ordem n x (i — 1), cujas colunas sao v}, v3, ..., v} ;, e deixe-nos considerar
o sistema:
_ *
B-X =uv;. (5.18)
Se X = (A1, A2,...,\i—1) é uma solugao do sistema (5.18), entao:
i—1
* ¥
v; = E AU,
=1
isto é, v € [Uf, V3, ... ,fuf_l]. A matriz B estd escalonada e o sistema (5.18) s6 nao terd solugao se a

matriz B possuir alguma linha nao nula, na qual algum elemento da coluna v} é nao nulo. Este elemento

nao seria um pivo de v}, o que seria uma contradicao. W
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TEOREMA 5.4.30 Se v}, v}, ...,v} s@o as colunas-pivé da matriz Ag , entao B = {vi1,vi2, ..., vik}

é uma base do subespaco gerado [vﬂ,vn, e vik].

Demonstracao:  Basta observar que:

(a) {vfz"l,v;;, e v;‘k} ¢ um conjunto de vetores LI.
(b) De (a) e do Lema 5.4.27, resulta que os vetrores vj,, vi,, . . ., v, sao LI
(c) O conjunto {vj,,vi,,..., v} gera o subespaco [vi,va,...,v;]. W

5.5 Revisando o Conteudo

1. Se {u,v,w} & um conjunto LI, o que dizer do conjunto {u + v + 2w, u + v,u — v — w}? E o conjunto

{u+v—3w,u+v,u+3v—w} é LI ou LD?

2. Mostre que W = {(z,y) € R? : cos (z + y) = 1} ndo ¢ um subespaco vetorial do R?. Idem para o
subconjunto U = {(z,y, 2) € R : sen(z + y + z) = 0}. Note que em ambos os casos o vetor nulo

pertence ao conjunto!

3. Um corpo F é um espago vetorial de dimensao 1 sobre F. Exiba uma base de F. Sobre R o corpo

C dos nimeros complexos é um espago vetorial de dimensao 2. Exiba uma base.
4. Mostre que [v1,va,...,v;] € 0 menor subespago de V' contendo os vetores vy, va, . .., Ug.

5. Se W1 e Wy sao subespagos vetoriais de V', mostre que Wi U Ws é um subespaco vetorial de V' se,

e somente se, W1 C Wy ou Wy C Wi.
6. Mostre que os seguintes subespacos do R?* coincidem:

Wi =1[(1,2,-1,3),(3,6,3,-3),(2,4,1,0)] e Wa=[(1,2,-4,9),(2,4,—4,10)].

7. CONSTRUINDO UMA BASE DE W; + W, Sejam Wj e W5 subespacos vetoriais de V' e suponha que

dim Wy = 3 e dim Wy = 4. Dada uma base B = {wy,ws} de W1 N Wa, complete B com um vetor
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

u1 de W1, para formar uma base de W1, e com os vetores v e vo de Wo, complete B a uma base
de Ws. Mostre que

B/ = {w1>w27 ’LL1,’U1,’U2}

é uma base de W; + Wj. Conclua que dim (W; + Wy) = dim Wi + dim Wy — dim (W7 N Wa) .

. Mostre com um exemplo que se By e By sao bases de W7 e Wa, respectivamente, a uniao B1 U By

pode nao ser uma base de W7 + Wh.

. Se Wy e Wy s@o subespagos de V, tais que dim W7 + dim Ws = dim V, é correto afirmar que

V = Wi & W57 Se nao, ilustre com um contra-exemplo.

Se B = {v1,v2,...,v,} € uma base de certo espaco vetorial V' e k é um niimero inteiro entre 1 e

n, mostre que V = [111,’1}2, . ,Uk] P [vkﬂ,ka, el vn].

Considere os seguintes subespacos do R3 :

Wi =A{(z,y,2) 2,y €eR}, Wo={(z,y,2):2=y=0} e Wz={(z,9,2):x+y+2=0}.
E verdade que Wi + Wy =W, + W3 = Wa + W3 = R3? Em qual dos casos a soma é direta?

Seja V' um espago vetorial de dimensao n = 7 e sejam W; e Wy subespagos de V, tais que

dim Wi = 4 e dim W5 = 5. Determine os possiveis valores para dim (W; N Ws).

Sejam Wi e W subespacos do R3, tais que dim W7 = 1, dim W5 = 2 e o subespaco W; nao estd
contido em Ws. Mostre que R? = W; @ Wh.

Determine uma base do subespago W = {p € Py : p/ (t) = 0}.

x
No espaco vetorial V' das matrizes Y , T,Y, 2 € R, considere as bases
z
0 1 00 , 10 11 11
B = ) ) e B = ) b
0 0 0 0 01 00 00 01
. B B

Encontre as matrizes de mudanca [I ] 5 € [I ] B
Em um espaco vetorial V', mostre que os vetores vy, va, ..., v, sao LD se, e somente se, para algum

indice k, 2 < k < n, o vetor vi jaz no subespaco [vl,vg, . ,vk_l].
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RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.0

1. O conjunto N nao é um corpo, porque nao contém o nimero zero. Embora o conjunto Z contenha

o niimero zero, ele também nao ¢ corpo. Note que 2 € Z, mas, 271 = 1/2 ¢ Z.

2. Sim, o conjunto Q das fragdes m/n, com m e n nimeros inteiros e n # 0 é um corpo. E claro que

0e1estdo em Q e dados © =m/n e y = p/q em Q, entao:

(a) =" x_lzﬁ,m;ﬁo, estdo em Q.
n m

(D) gy P _TEETR o m o p_mp
n q nq n q nq

Para justificar que o conjunto I dos irracionais ndo é um corpo, basta observar que 0 € I. (zero é

um numero racional).

3. Observando que 0 =0+0-+v2 e que 1 =1+ 0-+/2, vemos que os nimeros 0 e 1 estdo em F. Se
r=a+bv/2ey=d +2estdo em F, entdo:

(a) s+y=a+by/2+d +¥V2=(a+ad)+(b+V)V2 €T, porque a+a e (b+ ) estdo em Q.
(b) z-y=(a+bV2) - (a/ +VV2) =ad +2bV + (abl +a'b) V2 =1+ sy2 €F.

(r =ad + 2bb e s = ab/ + a'b)
(c) —z = (—a) + (~b) V2 € .
(d) a7t = (a+bv2) " =a(a®=2%) "+ |(-b) (- 2?) [ V2 =r+sV2€F,

(r=a(a® - 2b2)71/ es=—b(a®— 2b2)71)

4. Sendo F um corpo, entdo 0 e 1 estdo em F e dados m e n nimeros inteiros, com n # 0, entdo
m, —m e 1/n estdao em F e, portanto:
m 1
—=m-—€F, Vm,ne€Z,n#0.
n n

5. Dado um numero z no corpo F, considerando que F é fechado em relagdo a soma e ao produto, isto

é, soma e produto de nimeros de F continuam em F, deduzimos que as poténcias x2, 23, =%, ...

e, consequentemente, os nimeros, a, - " + a,_1 - 2" 4 bar ag estao em F. Por outro
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lado, q (z) = bypa™ + byy_12™ L+ -+ + b1z + by estando em F e sendo nao nulo, entio ¢ (SU)_l (o

inverso multiplicativo) estd em F. Logo,

Anx" 4 ap_12" L+ -+ a1z + ag
b @™ + by—1z™ L+ - 4 bz + by

= (an2" + ap—12" '+ +az +ag) - q (z)"' eF.

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.1

1. Embora o vetor nulo 0 = (0,0) esteja no conjunto V', o simétrico de dado vetor de V' pode nao
estar em V. Por exemplo, v = (0,1) estd em V, mas, —v = (0, —1) ndo. O conjuntoV nao é um

espaco vetorial.

2. Se ao menos uma das propriedades (EV1)-(EV8) for violada, fica caracterizado que o conjunto (no
caso o R?) com as operagoes indicadas ndo ¢ um espaco vetorial. Considerando v = (1,1), e

usando as operacoes indicadas, vemos que
v+ (—'U) = (17 1) + (_17 _1) = (07 _1) 7é 0
e isso viola a propriedade (Ev4).

3. Q nao é um espaco vetorial sobre R, porque o produto Av, com A € R e v € QQ, pode nao pertencer

ao conjunto Q (por exemplo, A =+v2e v =1= Av ¢ Q). Sim, R é um espaco vetorial sobre Q.
4. (a) Consequéncia direta da propriedade (EV4): v+ (—v) = 0.
(b) Sendo u + v = u + w, segue das propriedades (EV1)-(EV8) que

(—u)+u+v = (—u)+u+w<e[(—u)+ul+v

= [(~u)+ul+we0+v=0+wev=uw.

5. O vetor w procurado é precisamente v — .

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.2

1. Efetuando o cédlculo, obtemos:

AB = -1 0 -1 | =
-1 2 1 -2 1 -3
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Neste caso, o produto BA nao é possivel, porque o nimero de colunas da matriz B nao é igual ao

10 0 1
numero de linhas da matriz A. Se A = e B= , entao:
10 10
0 1
AB = e BA=
0 1 10
e temos AB # BA.
1 -1 1 a 0 0
2.(@B'=0 0 1 b)C=10 b 0
3 -1 2 0 0 ¢
3. Se A = (aij),,un € A= (Dij),xpn> e0tdo A+ B = (ai; + bij),, ., € portanto,
(IA + B)t = [xaji + bji]nxm =x [aji]nxm + [bji]nxm =z A + Bt.
) . C a b a v ~
Para comprovar a propriedade (AB)" = B* A", sejam A = e B= . Entao
c d d d
aa' +bc  ab + bd' aa' +bc dc+dd
AB = = (AB)" =
dc+dd be+dd abl +bd" b+ dd
Por outro lado,
BiAl — a a ¢\ _ aa' +bd dc+dd _ (4B
bod b d abl +bd b+ dd
4. (a) tr(B)=3 e tr(C)=a+b+ec.
(b) Sejam A = (a1j),,,, € B = (bij),,,,, de modo que A+ B = (a;; + bij),,..,, -
(i) tr(A-l—B) = Z (aii +bii) = Z a;; + Z by =trA+trB.
i=1 i=1 i=1
n n
(ii) 24 = (zayj),,,, = tr(zA) = > (zay) =x- ) a; = vtr A.
i=1 i=1
(iii) Os elementos diagonais de A e A’ sdo iguais e, sendo assim, tr A = tr (A4") .
. a b a b -
(iv) Se A= e B= , entao
¢ d d d

aa’ +bd  ab + bd , . ,
AB = = tr(AB) = aa’ +bc +b'c+dd.
adc+cdd be+dd
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Por outro lado,

da+bc a'b+bd , , , ,
BA = =tr(BA)=da+bc+bc +dd=tr(AB).
ac +cd  bc +dd

5. A matriz quadrada que é, ao mesmo tempo, simétrica e antissimétrica é a matriz nula.

a b
6. O item (a) ¢ trivial! Para o item (b) considere B = e admita que AB = I. Entao
c d
1 2 a b 10 a+2b b+2d 10
= S =
01 c d 0 1 c d 0 1
e daf resulta o sistema
a+2c=1
b+2d=0
c=0
d=1
~ -2
cuja soluggo ¢ a =1, b= -2, c=0ed = 1. Logo, B = . Comprove a resposta,
0 1
calculando AB e BA.
0 1 1 1
7. (a) A= e B= tem indice de nilpoténcia k = 2.
0 0 10

(b) Temos A*¥ = 0 e usando a propriedade (At)k = (Ak)t, obtemos o resultado.

a b
(c) Considere A = e usando A? = 0, deduza que a = b = ¢ = 0.
b ¢

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.3

1. O vetor nulo 0 = (0,0,0) ndo estd em W.

2. O vetor nulo 0 = (0,0) estd em W, porque 0 =a-0+b-0. Se u = (z,y) e v = (2/,y') estdo em
W e A é um escalar, entdao Au+v = (Ax + 2/, \y + ') € W, porque
a- ()\I+I,) +b- ()\y+y') = Mazx + by) + (am'—f—by') =0.
—_——

———
=0 =0
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3. Note que um vetor (z,y, z) estd em W se, e somente se, z = 0. Assim, 0 = (0,0,0) estd em W e

dados u = (z,y,0) e v = (2/,4/,0) em W, entao

M+v=Az+2 \y+y,0) e W, VIeR.

4. Nao! O vetor nulo 0 = (0,0) nao estd em W.
5. Temos que 0 € Wy e 0 € Wy, porque Wi e Wy sdo subespagos de V' e, portanto:
0cWinNnWy, 0=0+0cW;+Wy e (0,0) W x Ws.

(a) Se u,v € W1 N Wy e A é um escalar, entdo A\-u+v € Wi e A-u+ v € Wy e, portanto,
Aru+veW N,

(b) Se u,v € Wy + Wa e A é um escalar, entdo v = uy + uz, v = vy + v, com uy,v; € Wy e
ug, v9 € Wa. Logo,

Au+v=ANur+v1)+ (A ug+v2) € Wy + Wa.

(c) Se u,v € Wi x Wa e A é um escalar, entdo u = (uy,u2), v = (v1,v2), com uy,v; € Wi e

ug, v9 € Wa. Logo,
Autv=Aup, Aug) + (v1,v2) = (A -ug + v, A ug +v2) € Wy x Wa.
(d) Considere os seguintes subespacos do R? :
Wi={(z,0):zeR} e Wi ={(0,y):y€R}.

temos que u = (1,0) e v = (0,1) pertencem a W7 U Wy e, contudo, u + v ¢ W1 U Wa. Isso

mostra que W71 U W5 nao é um subespaco do R2, embora Wi e W5 o sejam.

6. Deve-se mostrar que 0 € W (isso é ¢bvio, porque tr0 = 0) e que AA + B € W, sempre que
A, B € W. No Exercicio 1.2N provamos que tr (AA+ B) = Atr A+ tr B e como tr A = tr B =0,
segue que tr (A + B) = 0 e, portanto, AA+ B € W.

00
7. Considere os vetores A = e B= . Temos que det A = det B = 0 e, contudo,

00 01
det (A+ B) # 0. Conclua que A, Be W e A+ B¢W.

8. O vetor A estd em W e o vetor B nio.
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9. O vetor u = (2,2) estd em W, mas, o simétrico —u nao.

10. Primeiro, note que 0 € W e, portanto, W nao é vazio. Considere dois vetores (polindmios) p e ¢

em W e mostre que (A-p+¢q) (0)=2(A-p+q) (1) e deduza que A -p +q € W.

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.4
1. Escreva
(1,1,2,-1) ==«-(1,0,0,0) +y - (0,1,1,0) + z - (0,0,1,0) + ¢ - (1,0,0,1) = (z + t,y,y + 2, 1)
ededuzaque x =2, y=1, z=1et=—1. Assim, v = 2v1 + v9 + v3 — V4.

2. Um vetor de W é da forma

0 1 0 0 10 z x
v =1xv1 + Yvy + 203 =T - +y- +z- =
0 0 0 1 10 z Y
Assim, vemos que
a b
W: .a=2=¢
c d

3. (a) Temos v € W se, e somente se, v =z - (1,0,0) +y - (1,0,1) = (x + y,0,y). Assim,

W ={(z,0,2) : z,z € R} (o plano zz).

(b) O plano = —y + 2z = 0.

4. Um vetor v = (x,y,2) estd em W se, e somente se, x +y + z = 0. Comprove que os vetores

v = (1,—1,0) e v = (0,—1,1) geram W.
5. O subespaco W & constituido das solugoes (z,y, z,t) do sistema homogéneo

xr—y=20
z—1t=0,

cuja matriz dos coeficientes
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ja estd na forma escalonada. Temos p (A) = 2 e considerando x e z varidveis livres, construimos

os vetores bésicos v; = (1,1,0,0) e va = (0,0,1,1). Assim, W = [v1,v9] .

O resultado pode ser obtido trabalhando diretamente nas coordenadas. De fato, um vetor genérico

de W é da forma

U = (:U?:L" Z7 Z) = (':L"':E7 07 0)+(0707 Z’ Z)
= 2(1,1,0,0) + 2 (0,0,1,1),

de onde resulta que W =[(1,1,0,0),(0,0,1,1)].

2.

6. E suficiente provar que todo polindmio de grau < 3 pode ser escrito como combinacao linear dos
polinémios 1, 1 —¢, (1 — t)2 e (1- t)3. Verifiquemos que existem constantes x1, z2, 3 € x4, tais

que ag 4 art + agt? + ast® = x1 + 9 (1 — ) + 23 (1 — t)> + 24 (1 — £)°. De fato, se

ap+ art + ast? +agt® = i+ ay(l—t)+as(l—t)7 +aa(1—1t)°

=z + 2o+ 23+ 24 — (T2 + 223 4 3x4) t + (23 + 334) 17 — 24t
e igualando os coeficientes, encontramos o sistema

T1+ 22+ 23+ T4 = ag
—x9 — 213 — 314 =
T3 + 3x4 = ao

—X4 = Q3

cuja solugao é x4 = —as, r3 = as + 3as, xo = —a1 — 2a9 — 3a3 e r1 = ag + a1 + az + as.
7. Dado v um vetor de V, entao:
V= 21V1 + TV + T3V3 + - - + TRk
e sendo vetor v; combinacao linear dos demais, entdao v; = yova + y3vs + - - - + Yvk. Logo,

v o= I (y2'U2 + y3vg + -+ ykvk) + xov9 + x3v3 4+ - - - + TLUE (5.19)

= (z1y2 + x2)vo + (1y3 + x3) v3 + - - + (T1Yk + Tk) V-

O que vemos em (5.19) & o vetor v escrito como combinagao linear dos vetores ve, vs, ..., vg. Logo,

o espago V é gerado por {ve,vs,..., U} .
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8. O subespago W, gerado por vy, v € vs, é:

0 b+c
W = a a—2>b ta,b,ceR.
b 0

Tente escrever o vetor v como combinacao linear dos vetores wi,vs e v3 e conclua que o vetor v

nao pertence ao subespago gerado [v1, v, v3] .

9. (a) Escalonando a matriz geradora de W chegamos a matriz:

1] 0o -1
0 1 2

0 0 O

e vemos que S = {(1,0,—1),(0,1,2)} é um conjunto gerador de W. O vetor v = (]}, 2, —2)) estard

em W quando existirem escalares x e y, tais que:
v=(A2,-2\)=2-(1,0,-1)+y-(0,1,2) = (z,y,—z + 2y) & A = 4.
(b) Verifique se existem escalares z e y, tais que v =z - (1,0,—1) +y - (0,1, 2)

10. Escalone as matrizes geradoras e conclua que ambos os subespagos sao gerados pelos vetores

v = (1,0,—-2) e vy = (0,1, —1).

11. Considere, por exemplo, W7 = [(1,0, 1)] e Wy = [(O, 1, 1)]

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.5

1. Considere os subespagos W1 = {(0,0,2) : z € R} e Wy = {(z,y,0): 2,y € R} e mostre que (i)
WiNWy={0} e (ii) R® =W+ W. Dessa forma, teremos R? = W, & W.

2. Sejam Wy = {A € Moyo : A= At} e Wy = {A € Moy : A= —At} os subespacos das matrizes
simétricas e antissimétricas, respectivamente. A matriz A que €, ao mesmo tempo, simétrica e
antissimétrica ¢ a matriz nula A = 0, isto ¢, W; N Wy = {0}. Por outro lado, dada uma matriz A

de ordem 2 x 2, temos

A=1(A+A4)+5(A-4Y.

simétrica antissimétrica
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3. Proceda como exercicio precedente e comece mostrando que a unica fun¢do que é, ao mesmo

tempo, par e fmpar é a fungao identicamente nula. Depois, note que

f@)=3(f @+ f(-2)]+3[f () = f(-2)].

Ve
par fmpar

4. Sejam Wi = [(1,0,0)] e W2 = [(1,1,0),(0,1,1),(1,0,-1)] = [(0,1,1),(1,0,—1)], j& que
(1,1,0) = (0,1,1) + (1,0, —1).

Se v € W1 N Ws, entao

veW; =v=2x(1,0,0)=(z,0,0)
veEWr=v=y(0,1,1)+2(1,0,-1) = (z,5,y — 2)

e da relagao (z,0,0) = (z,y,y — 2z) resulta x = y = z = 0 e, portanto, v = 0. Por outro lado, dado

v = (z,y,2) € R3, temos que v € Wy + Wa, porque:

v=(x—y+2)-(1,0,1)+y-(0,1,1)+ (y — 2) - (1,0,—1)

c Wy e Ws
5. Considere os subespagos:
Wi ={(z,y,0) : z,y € R} (o plano zy)
Wy ={(0,0,z2) : z € R} (o eixo 2)
W3 ={(z,0,z) : x € R} (aretaxz =2z, y=0)

Se valesse a Lei do cancelamento, teriamos Wo = W3, o que nao é verdade!

6. A relacao
<$, Yy, T — y) = (:1:7 07 .’L’) + (07 Y, _y)

nos dé uma indicagao de como devem ser os subespagos Uj e Us :

U ={(z,0,z) ;2 € R} e Uy={(0,y,—y):z€R}.

7. Para concluir que M, «, = W7 + Wy, basta notar que:

a1 a2 -+ A1y a1 2-ai2 -0 2-a1, a1 0 0

az1 Gz -+ Qop 1 0 age - 2-ao, 1 2-a21 azpp -+ 0
2

QAnl an?2 cet QApn, 0 0 M Apn 2 * Qpl 2 ©An2 . Ann

A soma serd direta se, e 86 se, a; =0, parat=1,2,...,n.
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8. Temos W7 = [el], Wy = [eg] e W3 = [63], de modo que:

v=(z,y,2) =x-e1+y-ex+z-e3 e W;NW; ={0}, i#j.

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.6

1. Os vetores v = (a,b) e w = (¢, d) s@o LI se, e somente se, o sistema

ar+cy =20
br +dy =0

tem solugao tnica z = 0 e y = 0. Isto equivale dizer que a matriz dos coeficientes tem posto 2. Se
a e b forem ambos nulos, entao os vetores serao LD e ad — bc = 0. Suponhamos, entao, que a seja

nao nulo (raciocinio similar se aplica se b # 0). Escalonando a mariz dos coeficientes, obtemos

a c 1 c/a
A: ~
b d 0 (ad—bc)/a

onde vemos que p (A) = 2 < ad — be # 0. Se preferir, pode usar a Regra de Cramer!

2. Se os vetores u e v sao LD, existem escalares x e y, com um deles nao nulo, tais que xu + yv = 0.
Se, por exemplo, © # 0, obtemos v = (—y/x)v (v miltiplo de v). Reciprocamente, se u for
multiplo de v, entdo existe um escalar A, tal que u = Av e daf resulta v + (—=\)v = 0. O que
vemos na tltima igualdade é uma combinagao linear nula de u e v, com um dos coeficientes # 0.

Veja na Definigao 5.4.1 o conceito de vetores LD!

3. No espago F das fungoes f : R — R, o vetor nulo é a fungado 0, identicamente nula, isto é, aquela

que assume o valor zero em cada t.

(a) Sex-1+y-t =0, consideremos t = 0, para obtermos x = 0 e, em seguida, com ¢ = 1, obtemos
y=0.

(b) Considerando a combinacao linear nula x - sent + y - €2 = 0 e fazendo ¢ = 0, obtemos y = 0;
com t = m/2, obtemos = = 0.

(c) Sex-t+1y-e' =0, entao considerando ¢t = 0 e em seguida ¢t = 1, encontramos = = y = 0.

(d) Sex-t+y-t3=0,entdox-t+y-t3=0-t+0-t3, Vt, eigualando os coeficientes, chegamos
arz=y=0.
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4. Sendo B = {v1,v9,...,v,} uma base, entdo o vetor v se expressa, de modo tinico, como combinagao

linear v = x1v1 + xovs + ... + x,0, € dal resulta:

(=) v+ z1v1 + 2202 + ... + 2KV, = 0. (5.20)
O que vemos em (5.20)? Uma combinagao linear nula, com pelo menos um coeficiente (xg = —1)
nao nulo. Entao os vetores v, vy, vs,...,v, sao LD.
5. (a) dimV = 6.
B 1 0 0 010 0 01 0 00 0 00 0 00
000 ooo/) \ooo/ \1oo0/ \o1o0o) \oo1
(b) dimV = 6.
1 0 0 010 0 01 0 00 0 00 000
B = oool}J,foo0oO01},f0O0O0OY}J,f01TO0]},f01TO0],f10O0°TFO0
0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 01
(¢) dmV =6 (d)dmV =3 (e)dmV =n. (construa as respectivas bases!)
_ 11 0 1
(f) dmV =2, B= ,
1 0 01
6. (a) p1 e pz sd@o LD, porque p2 é€ um muiltiplo escalar de p. (p2 = 2p1)

(b) A partir da combinagao linear nula x - p; + y - p2 + z - p3 = 0, obtemos:
c(t+t3)+2y+2z(1+2t%) = 0
& 4 z4at+ (z+22)t2 =0, W,
& 2y+2=0, =0, x+22=0
& x=y=2=0.
Logo, p1,p2 e p3 sao LI

(c¢) Procedendo como no item (b), encontramos:

c(1+t)+y2+t)+2242 = 0

& z4+2y+(z+y)t+2282=0, W,
& 24+2y=0,24+y=0, 2=0
<~

aj‘:y:z:o
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e os vetores p1,p2 e p3 sao LI.

7. Em primeiro lugar, note que os vetores v; = (0,2,2) e va = (0,4, 1) sdo LI e resta-nos provar que
esses vetores geram o subespago W. Ora, dado v = (0,a,b) um vetor qualquer de W, resolva a
equacao v = x - v + Yy - v2 e encontre x = (—a+5b) /2 e y = (a —b) /4. "Todo vetor de W ¢é

combinacao linear de v; e vg.”

8. Basta mostrar que B é um conjunto gerador de V; X Vs, constituido de vetores LI. Para mostrar

que B gera Vi x Vi, seja (v,w) em Vi X Vo, de modo que v € V] e w € V5 e, assim:

V= TV + ToU + -+ + TV

W= Yrw1 + Yowa + - - - + YpWp

e daf resulta que:
(v,w) = z1 (v1,0) + 22 (v2,0) + ... + zk (Vk, 0) + y1 (0, w1) + y2 (0, w2) + ... + Yn (0, wy,) .
Para mostrar que B é um conjunto de vetores LI, observamos que:

r1 (v1,0) 4+ 22 (v2,0) 4 ... + 2 (V&, 0) + y1 (0, w1) + Y2 (0,w2) + ... + yn (0,wy,) = (0,0)

nos da:
11 + T2 + -+ xpv = 0
yrwy +yowa + -+ ypw, = 0
edairesultax1 =20 = =z =y1=y2=--- =y, = 0.

9. Escalonando a matriz geradora de W, encontramos:

o = OoO O

e, consequentemente, dimW = 3 = p (Ag).
(a) As linhas nao nulas da matriz escalonada Ag formam uma base de W e, sendo assim:

B=1{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1)} e W ={(z,y,2,2):z,y,2 € R}. (5.21)
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10.

b) Segue de (5.21) que um vetor v = (a, b, ¢, d) do R* pertence a W se, e s6 se, ¢ = d. Assim, o
g
vetor v = (2,—3,2,2) estd em W.

(c) W & um subespaco préprio (menor) do que R*, porque dim W = 3 < dim R*.

O processo consiste em excluir (um a um) do conjunto gerador cada vetor que é combinagao linear
dos demais, até que sobrem apenas vetores LI que formarao uma base (veja o Exercicio 13 da
secao Escrevendo para Aprender 5.6). A combinagao linear nula zvy + yvy + zv3 + tvg = 0, nos

conduz ao sistema homogéneo

z+y+z+t=0 (I
—Sr+y—4z-Tt=0 (II)
—4dx—y—>52z—5t=0 (III)

204+ 5y +7z4+t=0 (IV)

e, escalonando a matriz dos coeficientes, chegamos & matriz

0 0 4/3
0 0 -1/3
0 0 0

0 0 0 O

cujo posto é 3 e o grau de liberdade do sistema é GL =4 — 3 = 1. O sistema é equivalente a

100 4/3 - 0 ,
010 —1/3 y 0
= S| y— %t =0
0 0 1 0 z 0
z=0
0 00 0 t 0
e escolhendo ¢t = 1 (varidvel livre), obtemos x = —4/3 e y = 1/3. Com esses valores, a combinagao

linear fica
4 1 4 1
—301 + 302+ 04 =0 = vg =301 — 302
e eliminamos o vetor vy da colecao de geradores. O subespago W é gerado pelos vetorres vy, vo € v3

e para concluir, mostremos que os vetores vy, vy e v3 sdo LI. De fato, consideramos a combinagao

linear nula zv; + yvo + zvs = 0, a qual é equivalente ao sistema:

r+y+z=0 (V)
—Sr+y—4y=0 (VI
—x—y—>5z=0 (VII)
2+ 5y +72=0 (VIII)
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11.

cuja solugdo é x = y = z = 0. Assim, v1,v9 e vg sdo LI e geram o subespaco W, constituindo,

portanto, uma base de W.

FUGINDO DO ESCALONAMENTO Trabalhando diretamente no sistema (I)-(IV), segue de (III)

e (IV) que y + z = t/3 e usando (I), encontramos x = —4t/3. Agora, de (II) e (III), obtemos:
-9 —-92—-12t=0&3z+32+4t=0

e, considerando que x = —4t/3, resulta z = 0. Para obter uma solu¢do nao nula, fazemos ¢t = 3
para chegarmos & solugao:

z=—-4,y=1 2z=0 e t=3.

Assim,

—4vy + v2 + 0vg + 3vg = 0 = vy € [v1,v2,v3].

Para concluir, eliminamos v4 do conjunto gerador e mostramos que vi,vs € vg sdo LI. De fato,
somando (VI) e (VII), encontramos x = —z e usando (V), chegamos a y = 0. Finalmente, usamos

(VIII) e obtemos x =0 e z = 0.

Escalonando a matriz A, chegamos & matriz Ag cujas linhas nao nulas formam uma base de W.

1111 1 0 0 1/2
A 1232 0 [1] 0 1/2
2 5 6 4 0 0 [1] 1/2
2 6 8 5 0 0 0 0

Como p (A) = 3, segue que dimW =3 e B = {(1,0,0,1/2),(0,1,0,1/2)(0,0,1,1/2)} é uma base
de W.

EXTRAINDO UMA BASE POR ESCALONAMENTO Escalonando a matriz cujas colunas sao os

vetrores v1, Vg, U3 € V4, €ncontramos:

—_ = =

2
5)
6
4

W N =

ooHr—n
onw

ot 00 O N
OO =N

0
0
0

e observamos que, na forma escalonada, as colunas 1,2 e 3 contém os elementos pivos destacados

e, portanto, {(1,1,1,1),(1,2,3,2),(2,5,6,4)} ¢ uma base de W, extraida do conjunto gerador.
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12. Temos que dim W; = dim Wy = 2 e o subespago W;+Ws é gerado por {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0),(0,0,1)}.

Escalonando a matriz geradora chegamos a matriz:

0
0
0

Ag =

ooHo
oHoo

Logo, dim (W; + W3) = 3 e, sendo assim, W1 + Wy = R3. Para identificar Wy N W, observamos

inicialmente que:
Wi ={(z,y,z+y):z,y e R} e Wa={(z,2,2) 2,2 € R}
e, consequentemente, v = (1,1, 2) estd em Wi N Wy, Como dim (W7 N Wy) = 1, segue que:

WinWs=[(1,1,2)] = {(z,z,22) : s € R}.

13. Como ilustragao, faremos o item (b). Escalonando a matriz A dos coeficientes, chegamos a matriz:

12 0 1 3
0 0 [1] —-1/2 1

0o 0 0 0 O

onde vemos que p (A) = 2 e o grau de liberdade do sistema é GL = 5 — 2 = 3. Na tabela abaixo

contruimos os vetores bésicos vy, v e vs a partir ds valores atribidos as varidveis livres z, y e z.

x|y |z r S vetor bésico
110|0|-2/5|-1/5] v =(1,0,0,—2/5,-1/5)
0|10 —-4/5]—-2/5|va=(1,0,0,—4/5,—-2/5)
0|01 6/5 | =2/5 | v3=(1,0,0,6/5,—2/5)

14. Temos
Wi =[(1,0,0),(0,1,0)] e Wsy=[(1,0,1),(0,1,-1)].

sendo dim Wy = dim Wy = 2.

(a) O subespago W1 N Ws é o espago solugao do sistema homogéneo

z=0
z—y—2=0
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15.

16.

cuja matriz dos coeficientes A tem posto p (4) = 2. Assim, dim (W7 N Wa) = 1, que é o grau

de liberdade do sistema. Por outro lado:
dim (Wl + Wz) = dim W7 + dim Wy — dim (Wl n Wz) =3.

(W1 N W, & uma reta pela origem e W; + W, coincide com o espago R?)

(b) Para justificar que W1 UW; ndo é um subespaco vetorial do R3 é suficiente exibir dois vetores
u e v de Wiy U Ws, tais que u +v ¢ W7 U W,. Considere os vetores u = (1,0,0) € Wy e
v=1(2,1,1) € Wy. Temos que

u,v € Wi UWs, mas u+v=(3,1,1) ¢ Wy UW,.

Sejam A e B as matrizes dos coeficientes dos sistemas homogéneos que descrevem Wi e Wo,
respectivamente. Temos que p (A) =2, p(B) =1 e, por conseguinte, dim W; = 2 e dim Wy = 3.
(recorde-se que cada sistema tem 4 varidveis e a dimensao do espago solugao é o grau de liberdade
do sistema). O subespaco W71 N Wj é o espago solugao do sistema:

z+y=0

z—t=0 (5.22)

r—y—2z+t=0

com grau de liberdade 1. Assim, dim (W3 N W3) = 1. Temos:

dim (W7 + W3) = dim Wi + dim Wy — dim (W7 N Wa) =4

e, portanto, Wi + Wy = R%. A construcio das bases baseia-se no Exercicio 13 da Secdo 5.6. Por
exemplo, se fizermos z = 1 no sistema (5.22) que define W7 N Wy, encontramos t = 1, y =0 e

x=0eB={(0,0,1,1)} é uma base de Wy N Wha.

(a) As bases By e By de Wi e Wj s@o construidas de forma direta:
10 0 1 10 0 1
Bl = N € 82 = ;
0 1 10 10 0 1
. . . m :E
O subespago W1 N Wy é constituido das matrizes do tipo e uma base desse subespaco
T T
é Bs = . A dimenséo do subespago W7 + W5 é igual a 3 e ele é gerado pelos vetores
1
1 0 1 1 0 01
V1 = , U2 = , U3 = € Vg =
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Note que esses vetores sao LD, porque v; + v2 = w3 + v4, € eliminando, por exemplo, o vetor vy

temos que By = {v2, v3,v4} € base de Wy + Wh.

Y T+ z 0 2 N
(b) Wi4+Ws = cx,y,z €ER 3 eovetorv = nao estda em Wi +Wo.
T4y z 10

17. (a) Os vetores (polindémios) vy, vz € v3 sao LD. De fato:

vl + yve + zv3 = O@x+y(1—t+t2)+z(1—2t+2t2):0, Vt,

& (e+y+a)+(-y—22)t+(y+22)t° =0, ¥,

e da tdltima equagao segue que os coeficientes x, y e z devem satisfazer ao sistema linear homogéneo:

r+y+z=0
—y—22=0
y+22=0

com 1 grau de liberdade (uma varidvel livre). O sistema tem uma infinidade de solucoes e,

portanto, os vetores sao LD.

(b) Sendo w3 combinagao linear de v e ve, pode ser sacado do conjunto gerador, restando v; e

vy geradores LI de W, isto é, B = {v1,v2} € uma base de W e dim W = 2.

(¢) Como dim Py = 3, para formar uma base de Po devemos acrescentar ao conjunto {vy, vy} um
terceiro vetor LI com vy e va. Seja v = a + bt + ct? um tal vetor. Como v e vy sdo LI, para

que v1,v2 € v também sejam LI basta que v nao seja combinagao linear de v1 e va. Ora,

vo= zvity-vev=(z+y)+(-yt+yt
& a+bt+ct® = (x+y)+ (—y)t+yt?
S a=zx+4+y, b=—-y e c=uy. (=b=—c¢)

Se b # —c, entao o vetor v nao é combinagao linear de v e vg e considerando v = 1+t + t2 o

conjunto {v1, v, v} é uma base de Py, contendo os vetores vy e vs.

18. Construa uma base do subespaco Mg das matrizes simétricas e mostre, usando Inducao Finita,
n(n+1)

que dim Mg = 5

. Com o resultado, conclua que:

. n(n+1 n(n-—1
dim My = n? — (2 ): (2 )
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19.

20.

21.

22.

23.

2

Recorde-se que dim V' = n“ e o subespaco Wyg, das matrizes simétricas, tem dimensao %n (n+1).

(a) No maximo gn(n+1) (b) Nao, porque dimV > dim W.

O conjunto

B =B, UBy=1{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(0,0,1)}

nio pode ser uma base do R3, porque dim R? = 3 e o conjunto B tem 4 vetores.

O subespago W é o espago solugéo do sistema x+2y—+z = 0, o qual tem grau de liberdade 2. Assim,
dim W1 = 2 e o subespago Ws que procuramos deve ter dimensao 1. Com a construgao usada no
Exercicio 13 da Segao Escrvendo para Aprender 5.6, temos que B; = {(1,0,—1),(0,1, —2)} é uma
base de W1 e acrescentando a By o vetor v = (0,0, 1) obtemos uma base do R3. Se W, = [(0,0,1) |

¢ o subespaco gerado pelo vetor v, entdo R? = W, & Wh.
Seja B = {v1,v2,v2} uma base de V' e os subespagos: W; = [vl}, Wy = [1)2] e W3 = [1)3].

Dada uma matriz quadrada A = (aij),,,,, considere as matrizes B = (bij),,.,, € C = (¢ij),1sn>

sendo:

bij = ay,seiFjeb;=0, i,7=1,2,3,...n.

Cij = 0, sei#jecii:aii, 1,7 =1,2,3,...n.

Deduza que B € Wy, C € Wy e A= B+ C. Além disso, verifique que W3 N Wy = {0} . Quanto a

dimensao, note que dim Ws = n e, portanto:

dim W7 = dim M,,«,, — dim Wo = n? — n.

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.7

1.

2.

(b | 2/3
@ [fg =] -3 2 -1 (b) [l = (1] o[l = | 4/3
b33 o3

[\V]
[
[

(a)

B

)
(o)}
1
o o
o |
—
= O
)
@
1
oS O =
[
—_
— o
~~~
oy
N
=
(o))
1
—_
=
o
1
|
—
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1 1 1 2
2 2 2

3. Por inversdo, obtemos [/] g, =| 3 3 3 | e portanto, [v]z = 1] g, elulz=1 2
1 1 1 2
2 2 2

4. (a) Sendo f = (1 - t2)2, entao
fl=—at 443, f"=—44121%, =24t e fW =2

e, portanto, B’ = {24, 24t, —4 + 122, —4t + 4t3}. Tendo em vista que dim P3 = 4, é suficiente
provar que B’ é um conjunto com 4 vetores LI. De fato, considerando uma combinagcao linear nula

dos vetores de B, encontramos

0 = 24z + (24z)t + 23 (—4 + 12%) + 24 (—4t 4 4¢%)

& (24xy — 4x3) + (24wy — 4xg) t + (1223) 1% + (4zg) 3 =0

e igualando os coeficientes a zero, encontramos x1 = x9 = x3 = x4 = 0.

(b) Para chegar a matriz [I ]g , de mudanca da base B’ para a base B, iniciamos escrevendo cada

vetor w; da base B’ como combinacao linear dos vetores v; da base B, como na tabela.

B’ combinacao linear de v1, vo, vz € vy B
wy = 24 24=24-v1+0-v9+0-v3+0-v4 | V1 =1
wy = 24t 24t =0-v1+24-v9+0-v3+0-vq | V2 =1

w3 =—-4+12t2 | -4+ 122 = —4- 01 +0-v9+12-v3+0-v4 | v3 =2

wy = —4dt +4t3 | 4+ 42 =0-v1+ -4 v+ 0-v3+4-v4 | vg=13

Assim, a matriz de mudanca [I ]g é:

24 0 -4 0

. 0 24 0 -4

I =

s 4 0 12 0
0 0 0 4

. . . B, .
5. O procedimento para construir a matriz [I ] p € expressar cada vetor u; da base B como combi-
nacao linear dos vetores v; da base B'; as colunas da matriz sao precisamente os vetores coorde-

B
temos:

nadas [u;] . Fazendo vy = (a,b) e vz = (¢, d) e observando a matriz [[] o

(1,0) = 1-(a,b)+ (—1)(c,d)
(0,1) = 1-(a,b)+2-(c,d)
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de onde resulta a =2/3, b=1/3, c=—1/3 ed=1/3. Logo, v; = (%, %) e vy = (—%, %) )

6. O sistema (5.16) é:
T=uxcosf+ysenf (I)
y=—xsenf +ycosh (II)

(i) Multiplicamos (I) por cosf e (II) por —sen# e somamos membro a membro, para obter

Tcosl —ysenl = x.

(ii) Multiplicamos (I) por sen@ e (II) por cosf, somamos membro a membro e obtemos
Tsenf +ycosh =y.

Dai resulta

T cos) —send cosf —senb

8
%
|

Y senf) cos6 senf) cos6

<

7. Nao, porque a matriz A nao é invertivel. Note que det A = 0.
8. B ={(-11,18),(2,12)}.

9. Veja que as entradas da matriz de mudanca de base [I ] B

e, por esta razao, ela é triangular superior.

111
e =1 o1 1
000

REVISANDO O CONTEUDO

1. O conjunto {u + v + 2w, u 4+ v,u — v —w} é também LI. De fato, a equagao vetorial

z-(u+v+2w)+y-(ut+v)+z-(u—v—w)=0

241

B abaixo da diagonal principal sao nulas

nos conduz a solucao x = y = z = 0. Procedimento similar pode ser utilizado para testar se o

conjunto {u + v — 3w, u+ v,u+ 3v — w} é LI ou LD.
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. O vetor v = (7, ) estd em W, enquanto $v = (/2,7/2) ¢ W, ji que cos (7/2 + 7/2) = —1. Para

verificar que U nao é um subespago vetorial, considere o vetor w = (7/2,7/2,0) de U e note que

1

5w nao pertence a U.

. O conjunto B = {1} é uma base do espaco vetorial F. O conjunto B’ = {1,i} ¢ uma base do

espaco C, quando considerado um espacgo vetorial sobre R. Olhando C como espaco vetorial sobre

C, uma base ¢ B = {1}.

. E claro que cada vetor vj, j = 1,2,...k, jaz no subespago [vl,vg,...,vk]. Se W é qualquer

subespaco de V' contendo os vetores vy, ve, ..., v, entao as combinacoes lineares
AV F Ao v+ A g

estao em W e, consequentemente, [vl, V9, ... ,vk] cw.

. Se, por exemplo, W; C Ws, entao W7 U Wy = W5 e nada hd a demonstrar. Por outro lado,

suponha que W; U W5 seja um subespaco e que nenhum deles esteja contido no outro. Escolha v
e v9, de modo que

(NS Wl\WQ e V€ Wg\Wl.

Note que vy, ve € W1 UWs e, portanto, v +ve € W1 UWs. Ocorre que vy +ve & Wi e vy +vg ¢ Wo

e isso faz com que vy + v ¢ W1 U Wa.

. Na forma escalonada, as matrizes geradoras tém posto igual a 2, com linhas ndo nulas iguais.

. Mostremos que B’ = {wy, ws,u1,v1,v2} € uma base de Wy 4+ Wha.

(a) Ja sabemos que {wy,ws,u1,v1,v2} gera o subespago Wi + Wh. (veja o Exemplo 5.3.14)

(b) Para mostrar que B’ = {w1, we, u1,v1,v2} € um conjunto de vetores LI, suponha que
T1- w1 +To- w2 +xur+y1-vr+y2-ve =0.
onde x1,x2,x,y1 € yo sao escalares. O vetor
V=21 w1 +X2 w2+ T U= —Y1-V1 — Y202
estd em W7 N W5 e, portanto, existem escalares tq e s, tais que

V= —Y1-v1 — Yo -v2 =11 - wy +lg-wo
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10.

11.

e, portanto:

Y1 -v1 +y2-v2+t1 - wy + a2 we =0.

Como os vetores w1, ws, v1, V2 sao LI, segue que y1 = yo = t1 = to = 0 e, consequentemente,

v=0e, assim, z1 = x2 =x = 0.

. Considere os subespacos W1 = {(z,y,0) : z,y € R} e Wa = {(z,y,z —y) : x,y € R}, com bases:

B ={(1,0,0),(0,1,0)} e By=1{(1,0,1),(0,1,-1)},

respectivamente. Ressaltamos que Wy + Wy = R? e que By U By ndo é uma base de Wp + W.

. Nao. Considere no espaco R? os subespacos Wy = {(z,y,0) : z,y € R} e Wa = {(z,2,0) : z, € R}.

Temos que:

dimW; +dim Wy =2+ 1 = dimR3

e, ainda assim, o espaco R? nao é soma (e muito menos soma direta) de W e Ws. Note que

Wi+ Wa = W7.

Se W7 = [Ul,vg,...,vk] e Wy = [vk+1,vk+2,...,vn], entao dimWj; = k e dimWy = n — k, de
modo que dim V = dim W7 4+ dim W5. Por outro lado, dado v € W7 N Wy, temos:

V=101 + ToV2 + ... + TRV = Th41Vk+1 + Th42Vk42 + ... + TpUp
e daf resulta
101 + X2V + ... + TV, — Th1Vk4+1 — Tht2Vk42 — - - - — TpUp = 0.

Logo, x1 =29 = ... = T} = T41 = ... = T, = 0 e, portanto, v = 0. Assim, W3 N Wy = {0} e

teremos V = W7, @ Wh.

Note que Wi e W3 sao planos e, portanto, de dimensao 2, enquanto Wy é uma reta (o eixo z).

Nenhum dos planos Wy ou W3 contém a reta W5 e isto nos da:
Wi aWy=R> e W3@W,=R>

Finalmente, a soma W; + W3 = R3 ndo ¢é direta, ja que Wiy N W5 = [(1, -2, 1)] e, portanto,
dim (W1 N Wg) =1.
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12.

13.

14.

15.

16.
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A partir da relacgao
dim (W1 N Wy) = dim W; + dim Wy — dim (W7 4+ W3) = 9 — dim (W) + W)
deduza que os possiveis valores de dim (W7 N W3) sédo 2, 3 ou 4.

Como W7 N Wy é um subespaco de W7 e de Wy, e W7 nao estd contido em Ws, deduzimos que

dim (W3 N W3) = 0. Assim,
dim (W1 + W) =3 = Wy + Ws =R3
e a soma ¢ direta, ja que Wi N Wy = {0}.

O subespago W é precisamente o espago Py dos polinémios constantes. Temos dim W =1 e uma

base de W ¢, por exemplo, B = {1}.

Um célculo direto nos da:

1 -1 0 1 1 0
(15 = 1 1| e [Ia=]010
0 0 1 0 01
Se v, € [’1)1,1)2, . ,vk,l], entao

Vi = X101 + XT2V2 + ... + Tp_1Vk—1

e daf resulta a combinacgao linear nula

101 + Tov2 + ... + Tp—1Vk—1 + (—1) v + Ovgy1 + -+ - + Ov, = 0,

onde o escalar xy = —1 é nao nulo. Isto mostra que os vetores vy, vs,...,v, sao LD. Reci-
procamente, suponhamos que vy, ve, ..., v, sejam LD e seja k o primeiro indice para o qual se tem
rr #0e

T1V1 + Tav2 + ...+ Tp_1Vk—1 + TVk + Thp1Vks1 + - + Tpvy = 0.

Daf segue que x; = 0, para k + 1 < j < n e, portanto:

X1 X2 Th—1
V= —U1+—v2+...+
Tk Tk Tk

Vg—1-
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