VETORES & ALGEBRA LINEAR =~ 6. APLICACOES LINEARES

Introducao

Vamos analisar, do ponto de vista grafico/algébrico, as fungoes elementares do cdlculo f : R — R

e g: R — R, definidas por:
fx)=azx e b(x)=ax+b a#0 e b#O.

Embora gréfica e algebricamente elas sejam muito parecidas, seus gréficos sao retas paralelas, como
ilustrado na Figura 6.0, a fungdo f possui propriedades algébricas especiais nao atendidas pela fungao
g, tais como: (i) f(0) =0, (i) f(A-z) =A- f(x) e (iil) f(z+y) = f () + f (y) e essas propriedades
sao validas sejam quais forem os wvetores = e y e seja qual for o valor atribuido ao escalar A. De fato,

(1) decorre de (ii), com A = 0, e temos:

fA-x2) = a-(A-x)=X(ax)=Af(x) e

flat+y) = a-@+y)=a-zt+a-y=[f(2)+f(y).
y“ yT
/b
;x 7 R
Fungdo Linear y = ax Fungdo Afimy=ax + b

Figura 6.2: Linearx Afim

Como b # 0, vemos que a fun¢do ¢g ndo goza de nenhuma das propriedades (i), (ii) ou (iii); a fungao f

é conhecida por Funcdo Linear e a funcao g por Fung¢io Afim.
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Dados dois espagos vetoriais V' e W, uma aplicag¢io (ou transformagao) T : V — W é uma regra
que associa a cada vetor v do espago V um unico vetor w = T (v) no espago W. Os espagos V e W
s@o, respectivamente, o dominio e o contradominio da aplicagdo T’; o vetor w = T (v) é a imagem do

vetor v pela aplicacao 1" e o conjunto:
Im(T)={T (v) :v eV}

recebe o nome de Conjunto Imagem ou simplesmente Imagem de T, também representado por 7' (V).

T Im(7)

Figura 6.3: Aplicacdo Linear T : V — W.

DEFINICAO 6.0.1 Uma aplicacao T : V — W ¢é dita Linear se:
Q) T(u+v)=T((uw) +T((v), uveW
) TA-uw)=X-T(u), uvueVeleR.

E oportuno ressaltar que se T : V — W ¢é linear, entdo T (0) = 0 (os vetores nulos de V e W estao

representados pelo mesmo sfimbolo 0). De fato, se T é linear, entao por (ii), temos:
T0)=T(0-0)=0-T(0)=0

e, consequentemente, se T'(0) # 0, entao a plicacdo T' nao ¢é linear.
As condigoes (i) e (ii) que definem a linearidade de T podem ser compactadas em uma sé e temos

a equivaléncia:

T:V — W éuma aplicagao linear & T (A-u+v) =A-T(u)+ T (v), AER, wveV
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EXEMPLO 6.0.2 A aplicacio T : R? — R3, definida por T (x,y) = (z,y,1) ndo é linear, porque:
T(0) = T(0,0) = (0,0,1) # 0.
EXEMPLO 6.0.3 A aplicacio T : R® — R2, definida por T (z,y,z) = (z,yz) ndo é linear, embora
T(0)=0. Seu=(0,0,1) ev=(0,1,0), temos que:
Tw+v) = T(0,1,1)=(0,1) e
Tw)+Tw) = T(0,0,1)+7T(0,1,0) = (0,0).
EXEMPLO 6.0.4 A aplicagio T : Py — R, definida por T' (p) = 1+p (0) nao é linear, porque T (0) # 0.

EXEMPLO 6.0.5 A aplicagio T : P3 — R definida por T (p) = p’ (1) é linear. De fato, dados dois

vetores p e q no espaco P3 e um escalar \, usando regras de derivagao, encontramos:
TA-p+q) = Ap+g))=x-p(1)+4 (1)
= AMT(p)+T(q).

Normalmente, as aplicagoes lineares T : V — IF, em que o contradominio é o corpo I, recebem o nome

de Funcionais Lineares.
EXEMPLO 6.0.6 As translagoes T (xz,y) = (x + a,y + b) ndo sao lineares, exceto se a =0 e b= 0.

EXEMPLO 6.0.7 A proje¢ao T 4y : R3 — R3, no plano xOy, dada por Tay (z,y, 2) = (2,9,0) € linear.

Também sao lineares as projecoes T, e Ty nos eixos Ox e Oy, respectivamente, dadas por:

Te(z,y,2) =(2,0,0) e Ty(x,y,2)=(0,v,0).

6.1 Transformacoes Elementares do Plano R?

Uma transformacio linear 7' : R? — R2?, além de descrever o tipo mais simples de dependéncia
entre duas varidveis, goza de uma propriedade geométrica interessante: ela transforma retas em retas,

como serd estabelecido no Lema 6.1.1. Vejamos algumas transformacgoes especiais.
1. CONTRAGOES & DILATACOES: Dado um nimero real positivo A, a transformacao linear
T : R? — R2 definida por T (v) = Mv, isto é, T (z,y) = (A\z, \y), recebe o nome de contra¢io ou

dilata¢ao, conforme seja A menor ou maior do que 1, como ilustrado na Figura 6.4.
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(Ax,4y)

S
° (}\JC, }\.y) G - ()C, y) ........ — }\‘v

W contra¢do v dilatagdo
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X

X‘V

Figura 6.4: Contragao & Dilatagao.

2. REFLEXOES: As transformacoes lineares R, R, e Ry de R? — R?, definidas por:

Ry (z,y) = (z,~y), Ry(z,y)=(-=z,y) e Ro(z,y)=(-z,-y),

recebem os nomes de reflexdo no eixo x, reflexdo no eixo y e reflexdo na origem, respectivamente, e

estao ilustradas na Figura 6.5.

(x,»)

Figura 6.5: Reflexdes.

3. ROTACAO: A transformacdo linear Ry : R> — R?, definida por:
Ry (z,y) = (zcosf —ysend, xsend + y cos )

é conhecida por rota¢do de um angulo 6 e com a notagao matricial, temos:

cosf) —senb T
R0 (may) =

senf cosf Y
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4. CISALHAMENTOS: Por cisalhamento horizontal, entendemos qualquer transformagao linear
Cy : R? — R?, do tipo C) (z,y) = (z + Ay, y), sendo A\ uma constante real. Na Figura 6.6 ilustramos

um cisalhamento em que A > 1. Como seria um cisalhamento vertical?

yn yA

(x,») (x+Ay,y)
(N

=V
=V

Figura 6.6: Cisalhamento Horizontal.

LEMA 6.1.1 Uma aplicagdo linear T : R?> — R? transforma retas em retas.

Prova: Primeiro observamos que se T : R? — R? ¢ uma aplicacio linear, existem escalares a, b, c e d,
tais que:

T (z,y) = (ax + by, cx + dy) = (u,v)

e mostremos que a imagem da reta S = {(az,y) ER?:z=gxq+at, y=yo+ 6, te R} é uma reta

no plano R? (plano uv). De fato, das relagdes:
u=ar+by e v=cr+dy
encontramos como imagem da reta S a reta S*, dada por:
S* = {(u,v) €R?:u = ug + agt, v=vg + Pot, t e R},
sendo up = azxg + byo, vo =cxo+dyo, ap=aa+bB e [y=ca+ds. ]

EXEMPLO 6.1.2 Seja S o quadrado de vértices O (0,0), A(1,0), B(1,1) e C(0,1) e determinemos
a imagem de S pela transformagao linear T (z,y) = (z —y,z + 2y). Considerando que T transforma

retas em retas, vemos que a imagem T (S) € o quadrildtero ilustrado na Figura 6.7, de vértices

7(0)=(0,0), T(A)=(1,1), T(B)=(0,3) e T(C)=(-1,2)
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Figura 6.7: Imagem de um Quadrado.

6.2 Operacoes com Aplicagoes Lineares

Com o objetivo de tornar o conjunto L (V,W) das aplicagdes lineares 7' : V' — W um espaco
vetorial é necessdrio definir em £ (V,W) as operacoes soma de aplicacoes lineares e produto de uma
aplicagao linear por um escalar. Dadas duas aplicactes lineares T : V — W e S : V — W e A um
escalar, definimos:

SOMA: (T+S)(v)=T(v)+ S (v) (6.1)
PRODUTO: (A-T)(v)=A-T (v).
E claro £ (V, W) é fechado para essas operagoes, isto &, T'+.S e A\-T estao em L (V, W) e as propriedades
(EV1)-(EV8) sdo atendidas, onde o vetor nulo ¢ a aplicacao linear identicamente nula 0 (v) =0, Vv € V.

Aqui ressaltamos duas situagoes:

(i) FUNCIONAIS LINEARES As aplicagoes lineares T': V — F, em que o espago de chegada é o corpo

F (em geral F = R ¢ o corpo dos nimeros reais), sao conhecidas na literatura por funcionais

lineares. Decorre das propriedades da derivacao e integracao que os funcionais abaixo sao lineares.
1
(a) T:P3s —R, T(p) —/ p(x)yde e (b)T:Py—R, T(p) =p (0).
0

(ii) OPERADORES LINEARES No caso em que W =V, o espaco L (V, V) é normalmente indicado por

L (V) e seus vetores (que sao as aplicagoes lineares T': V' — V') sdo normalmente conhecidos por
operadores de V. Além do operador nulo, outro operador de V igualmente conhecido é a identidade

1: V —V, dada por I(v) = v.

Além das operagoes usuais (6.1), ressaltamos a importancia da composicao de aplicagoes lineares.
Dados U, V e W espagos vetoriais sobre um corpo I, sejam T': U — V e S : V — W aplicagoes lineares,

como ilustrado na Figura 6.8, e definimos uma nova aplicacao SoT : U — W por:

(SoT)(u) =S(T(u), wel,



6. APLICACOES LINEARES 251

que jaz no espago L (U, W), ou seja, ¢ uma aplicacao linear de U — W. De fato, da linearidade das
aplicagoes S e T, temos:
(SoT)A-u+v) = STAu+v)=SA-Tw)+TW)=S\N-T(u)+S(T(v))
= ANSTW)+S(Tw)=A-(SoT)(u)+ (SoT)(v)

Figura 6.8: Composicdo de Aplicagbes Lineares.

EXEMPLO 6.2.1 Se T :R? - R3 ¢ S :R3 — R? sdo as aplicacdes lineares definidas por:
T(z,y) = (z,y,2+2y) e S(z,y,2) =22,y —2),
a aplicacdo composta S oT : R? — R2 ¢ tal que:

SOT($7y) :S(mayax+2y) = (2.1',—.%'—:1/)-

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 6.0

1. Verifique quais das aplicagoes T : R” — R"™ abaixo sao lineares.

(a) T:R?—=R2, T(x,y)=(z—1y,0) (b) T:R?—=R3 T(x,y)=(z,y,2+y)
(¢c) T:R—-R, T(z)=azx (d) T:R*—=R?% T(x,y,z21t)=(y—z,t—2)
(e) T:R—R2 T (x)=(z,cosx) f) T:R*—R2% T(z,y,2)=(z—1,y+2)
(8) (

g) T:R— R4 T(:c):(x,—a:,xQ,O) h) T:R®—R2 T (z,9,2)=(z,2—y)

2. Seja A uma matriz quadrada 2 x 2 e defina Ty : Maxa — Maya por Ty (X) = AX. E a aplicacéo

T4 linear?
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3. Mostre que a aplicagdo T : M3zxo — Maxs definida por T'(X) = X! & linear.

4. Construa duas matrizes A e B, de ordem 2 x 2, tais que det (A) = det (B) =0 e det (A + B) # 0.
A partir daf conclua que a aplicagdo T : Maya — R, definida por T'(X) = det (X), nao é linear.

5. Verifique que as aplicacoes abaixo sao lineares.

(a) T:R — Mixs, T(x):(m am), acR.
(b) T: Msys =R, T(A)=tr(A).

x z 0
(c) T: Maxy — Mayxa, T =
Y 0 y
T
(d) T: Moy — Py, T Y :<x—y z—t)-
z t
T
(€) T: Moo — Py, T A [
z T

6. Verifique se a transformagao T : P; — Py, definida por T'(p) (z) = = + zp(x) é linear. E a
aplicacdo S : Py — PP3, definida por S (p) (z) = p (z) + 2%p (x), é linear?

7. Encontre a aplicacio linear T : R2—R2, tal que 7' (1,2) = (1,1) e T(0,1) = (1,0).

8. Seja V = M, «n 0 espago das matrizes quadradas de ordem n. Fixada uma matriz A em V', decida

sobre a linearidade das transformacgoes:
() T(X)=A+X (b) S(X)=A4AX — XA.

9. Identifique e esboce o gréfico da imagem do retangulo R = [0, 1] x [1, 2] pela aplicacao T (z,y) =
(w—y,—x+2y).

10. Qual a aplicacdo linear T : P; — Py que satisfaz a: T (z+1) =22 ~1eT (z —1) = 2% +2?
11. Qual o operador 7' : Py — Py que satisfaz as condicoes T (1) = x, T (z) = 1—x2eT (:1:2) = x+222?
12. Encontre as aplicacoes T : R? — R3 e S : R3 — R2, tais que:

T(1,1) = (3,2,1), T(0,~2) = (0,1,0), S(3,2,1) = (1,1), §(0,0,1) = (0,0) e §(0,1,0) = (0, —2).

Calcule T'(1,0) e T'(0,1) e encontre SoT.
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13. Encontre a transformacao T : R? — R? que representa uma rotacio de /4 rad, seguida de uma

dilatacio de /2.
14. Descreva a transformacio T : R> — R? que representa uma reflexdo em torno da reta y = x.
15. Seja T : R? — R? a aplicacao linear, definida por T (x,y) = (z + ¥,z — y). Mostre que:
T?2=2.T7, T>=4-T e T*=8.T.
Usando o processo indutivo, deduza que 7™ = 2"~ . T.

16. Construa dois operadores lineares ndo nulos S, 7 : R? — R?, tais que 72 =T e S?> = S.

6.3 Nicleo, Imagem & Isomorfismo

A cada transformacdo linear T : V — W, associamos os seguintes subconjuntos:
» NUCLEO OU KERNEL DE T Indicado por NV (T') ou ker (T') o nicleo da transformagao linear T' &
definido por:
N(T)={veV:T(v)=0}=ker(T). (subespago vetorial de V)

» IMAGEM DE T Indicada por Im (7') ou T' (V') a imagem da transformagao linear 7" ¢ definida por:
Im(T)={weW:w=T(v), paraalgumv € V} =T (V). (subespaco vetorial de W)

Tendo em vista que T' (0) = 0, concluimos que o vetor nulo 0 de V' jaz no subconjunto ker (7'), enquanto
o vetor nulo 0 de W jaz na imagem Im (T") e, portanto, ker (7) e Im (7") sdo subconjuntos nao vazios
(ker (T') e Im (T") sao subespagos vetoriais de V' e W, respectivamente). Na Figura 6.9 ilustramos
graficamente o nicleo e a imagem de uma aplicacao linear T': V' — W.

LEMA 6.3.1 Os subconjuntos ker (T') e Im (T") sao subespacos vetoriais de V' e W, respectivamente.
Prova:  Sejam u e v dois vetores de ker (7') e A um escalar. Temos que T (u) =T (v) = 0, e assim:
TMu+v)=AT(u)+T(v)=A-0+0=0

de onde resulta que ker (T") é um subespago vetorial de V. Por outro lado, dados w; e wy em Im (7'),

existem v; e vy no espago V, tais que T (v1) = w1 e T (v2) = wy e pela linearidade de T deduzimos que:

)\-w1+w2:)\~T(v1)—l—T(v2):T(A-vl—i-vg) (6.2)
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Figura 6.9: Nicleo & Imagem.
e a relac@o (6.2) nos diz que A - wy + way jaz em Im (7). [ |
LEMA 6.3.2 (Conjunto Gerador de Im (7T")) Se G = {v1,v2,...,v,} €é um conjunto gerador do es-
pago vetorial V', entio G' = {Tv1,Tva,...,Tv,} é um conjunto gerador da imagem Im (T').

Prova: Seja w = Tv, v € V, um vetor genérico do subespago Im (7). Como G gera o espago V,

existem excalares x1, 9, ... T,, tais que:
V=21 V1 +ZTo Va4 ...+ Ty Uy

e daf resulta:

w=Tv=x1-Tvi +x92 -Tva+...+xp - Tv,. (6.3)

Como querfamos, vemos em (6.3) o vetor w escrito como combinagao linear dos vetores de G'. |

E oportuno ressaltar que se B = {v1,vs,...,v,} ¢ uma base de V, entdo o subespaco Im (T') é
gerado pelos vetores Tvi, Tva, ..., Tv, e dentre esses geradores podemos extrair uma base de Im (7).
Por outro lado, o nicleo de T' pode ser visto, em muitos casos, como o espaco solucao de um sistema
linear homogéneo, cuja dimensao é igual ao grau de liberdade, e uma base do ntcleo pode ser construida

usando as varidveis livres do sistema.

EXEMPLO 6.3.3 Uma aplicag¢ao linear com kernel nulo, isto é, ker (T') = {0}, transforma vetores LI

em vetores LI. De fato, se vy,va,...,v, sdo LI e
x1-Tvi+zo-Tvo+...+xp-Tv, =0
entao T (x1-v1 + T2 - V2, ... + Xy - vn) = 0 e dat resulta
T1-v1+ T2 Vo, ...+ Ty vy =0 (6.4)

ja que ker (T') = {0} . Como v1,va,...,v, sao LI, seque de (6.4) que v1 =x9 =--- =z, = 0.
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EXEMPLO 6.3.4 Seja a transformacao linear T : R3 — R*, dada por:
T(xz,y,2) = (x—2,0,y,c+y— z).

Vamos encontrar uma base de ker (T'), outra de Im (T') e, por fim, comprovar a relagao:
dim R3 = dim ker (T') + dimIm (7).

(i) Explorando ker (T') : Dado um vetor v = (z,y, z) do nicleo de T, temos:

Tw)=02x—2=0,y=0,ec+y—2=0cy=0ecz =2z

255

Logo, ker (T') = {(z,0,z) : x € R} e B={(1,0,1)} é uma base de ker (T'). (dim ker(T) =1)

(ii) Explorando Im (T') : Seja w = (z — 2,0,y,x +y — z) um vetor genérico de Im (7). Temos:

w = (33_2,07?/,x+y_2):(337070733)+(0,07?/,?/)+(—270707—2)
= z-(1,0,0,1)+y-(0,0,1,1) 4+ z- (—1,0,0,—1)

Logo, Im (T') = [(1, 0,0,1),(0,0,1,1),(-1,0,0, —1)] e uma base de Im (T") pode ser extraida do

conjunto gerador de duas maneiras:

(a) Eliminando a dependéncia linear dos geradores: O vetor wg = (—1,0,0, —1) é um multi-

plo escalar do vetor w; = (1,0,0,1) e pode ser sacado do conjunto gerador, restando os

geradores LI w; = (1,0,0,1) e we = (0,0,1,1), que formam a base B = {wj,wy} de
Im (7). (dim Tm(T) = 2)

(b) Por escalonamento da matriz geradora: Escalonando a matriz A cujas colunas sdo os

geradores wi, wg € w3, encontramos:

1 0 -1

01 0
Ag =

00 O

00 0

onde destacamos as colunas-pivd j; = 1 e j, = 2 (primeira e segunda colunas) e isto nos

conduz & base {wq,wa} . (dim Im(T) = 2)

Por fim, temos

3 =dimR3 =1+ 2 = dimker (T) 4 dim Im (7).
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EXEMPLO 6.3.5 Seja T : Mayo — Moays a aplicagio linear definida por:

T —

e identifiquemos os subespagos ker (T') e Im (T') .

Solugao:  Um vetor (matriz) A jaz no micleo de T se, e s6 se, T (A) = 0.

Ty T 0 Y 0 00
T =0& = Sr=0,y=0 e z=t.
z t 0 2—t O 0 00
. . 00 . .
Logo, o nicleo de T ¢é constituido das matrizes e temos dimker (7)) = 1. A imagem de T é o
z z

subespaco de My 3 constituido das matrizes B do tipo:

x 0 'y 1 00 0 0 1 0 00 0 0 O
B= =z +y- +z- +t-
0 z—t O 0 0O 0 00 010 0 -1 0
) 100 0 01 0 0O 0 0 O
e do conjnuto gerador S = , , , extraimos,
0 0O 0 0O 010 0 -1 0
por eliminacao da dependéncia linear, a base:
B 1 00 0 01 0 0O
ooo) \ooo/ \o1o
Logo, dimIm (T") = 3 e, mais uma vez, comprovamos a relagao:
dim Mayo = dim N (T) + dimIm (7)) . (4=1+3)

O seguinte resultado, que relaciona as dimensoes do dominio V', do nicleo N (T) e da imagem
Im (T') de uma transformacao linear T': V' — W, é conhecido por Teorema do Nicleo e da Imagem e se

constitui em um dos mais importantes resultados de dlgebra linear em dimensao finita.

TEOREMA 6.3.6 (Teorema do Niucleo e da Imagem) SeT :V — W é uma transformagao linear

entre espacos vetoriais V. e W, de dimensao finita, entao:

dim V' = dim AV () + dim Im (7) .|
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Demonstragao: No caso em que ker (T') = {0} e B = {v1,v2,...,v,} é uma base de V, combinando
o Lema 6.3.2 com o Exemplo 6.3.3 resulta que B’ = {Twy,Tvs,...,Tv,} é uma base de Im(T) e o
teorema estd demonstrado, neste caso. Suponhamos ker (T') # {0} e seja B” = {v1,ve,...,v;} de
ker (T"), a qual é completada a uma base B = {vy,v2,..., V%, Vgt1,...,0,} do espago V, e mostremos
que B" = {Tvgi1,...,Tv,} é€ uma base de Im (T'). De fato, é claro que B” ¢ um conjunto LI e dado

w € Im (T), entao:

w—T(lixi-vi>+T< 3 xj-vj)_ S ;T (v)). (6.5)
NS S

=0

Resulta de (6.5) que B” é um conjunto gerador de Im (T), constituido de vetores LI, sendo, por con-

seguinte uma base de Im (7"). Para concluir, resta-nos observar que:
dimV =n=k+ (n—k) =dimker (T') + dimIm (7). [ |

EXEMPLO Como ilustragao, vamos encontrar uma base e a dimensao do nicleo e da imagem do

operador T : R® — R3, definido por T (z,y, z) = (2,2 — y, —2). Inicialmente, observamos que:
(z,y,2) e N(T) = (2,2 —y,—2) =(0,0,0) & 2=0 ¢ z—y=0

e, portanto, o nicleo de T é o subespago N (T') = {(z,x,0) : z € R}. Uma base N (T) ¢ B={(1,1,0)}

e dim N (T) = 1. Quanto a imagem, esta é gerada pelos vetores T (e1), T (e2) e T (e3), isto é,
Im (T) = [(0,1,0),(0,-1,0),(1,0,-1) ].

e escalonando a matriz geradora de Im (7"), encontramos:

0 1 O 1 0 -1
0 -1 0 ~1 01 0
1 0 -1 00 O

de onde extraimos a base B’ = {(1,0,—1),(0,1,0)} de Im (7') e dimIm (T") = 2. Por fim, notamos que
welm(T)sw=z-(1,0,-1)4+y-(0,1,0) & w=(z,y, —x), z,y€R,

e, sendo assim, Im (7)) = {(:c,y,z) ER3: 2z = —x} .
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6.3.1 Conceito & Acgoes de um Isomorfismo

Uma aplicagao linear T': V — W diz-se Injetora ou Injetiva quando:

e isto indica que vetores distintos de V tém imagens distintas em W. O nicleo de T pode ser usado
para determinar a injetividade, como mostra o seguinte resultado.

LEMA 6.3.7 A transformagao T : V — W é injetora se, e somente se, ker (T') = {0} .
Prova:  Suponhamos que 7" seja injetora e seja v um vetor do nicleo de 7". Temos:
T (v)=0=1T(0)
e da injetividade resulta v = 0. Reciprocamente, se ker (T') = {0} ¢ T'(u) = T (v), entao:
Tu—v)=0u—veker(T)Su=v
e dai segue a injetividade de 7. W

EXEMPLO 6.3.8 Para comprovar que a aplicagio T : R? — R3, dada por T (z,y) = (v — y,2z + v,z — 4y),

é injetora, basta motar que:

v = (z,y)€ker(T) =T (r,y)=0

& (z—y2x+y,x—4y)=(0,0,00x=y=0=v=0.
Logo, ker (T') = 0 e do Lema 6.3.7 seque a injetividade de T.

No caso em que Im (7') = W a aplicagao linear T': V' — W & dita Sobrejetora ou Sobrejetiva. Dito
de outra forma, T : V — W & sobrejetora quando todo vetor w de W for imagem de algum vetor v de

V, isto é, T'(v) = w. No caso em que W # {0}, isto ocorre se, e somente se, dim (Im (7")) = dim W.

EXEMPLO 6.3.9 A aplicacio T : R — R2, definida por T (x,y,z) = (v —y,x + 2) é sobrejetora. De
fato, dado w = (a,b) um vetor do R?> = W, entdo os vetores v = (z,x — a,b—x), = € R, satisfazem d

equagao vetorial w =T (v).

Imaginemos uma aplicacao linear 7' : V' — W, com a seguinte propriedade: dado um vetor w no
espaco W, existe no espago V um unico vetor v, tal que 7' (v) = w. Uma tal aplicagao ¢, ao mesmo
tempo, injetora e sobrejetora e, por essa razao, denominada Isomorfismo e os espacos vetoriais V e W

ditos isomorfos e anota-se V ~ W.
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Uma aplicagao linear T : V' — W entre dois espagos vetoriais V e W é um isomorfismo se, e sé se:
dado w € W, existe um tnico v € V, tal que T'(v) = w. Se V e W tém dimensao finita a aplicagao

T:V — W éum isomorfismo se, e s6 se, dimker(T) = 0 e dimIm(7") = dimW'.

EXEMPLO 6.3.10 A aplicacio linear T : R? — R2?, dada por T (x,y) = (z + 2y, 3z — 4y) é um iso-

morfismo. De fato:

(i) T é injetora: Se T (z,y) = (0,0), entdo (z + 2y,3z — 4y) = (0,0) e dai resulta x =0 ey = 0, ou
seja ker T'= {0} .

(ii) T & sobrejetora: Do Teorema 6.3.6, resulta que dim Im (T) = dim R2—dim ker (T') = 2 e, portanto
Im (T') = R2.

TEOREMA 6.3.11 Um isomorfismo T : V — W entre espagos vetoriais de dimensao finita transforma

uma base de V- em uma base de W.

Demonstracao: Se B = {v1,v2,...,v,} ¢ uma base de V, vimos no Lema 6.3.2 que os vetores
T (v1),T (v2),...,T (vy) geram o espaco W = Im (T) e resta-nos provar que eles sao LI. Da combinacao

linear nula 1 -7 (v1) +x2-T (v2) + ...+ x, - T (v,) = 0, decorrem os seguintes fatos:

T(xy-vi+xe-va+ - +xp-v,) =0 (por linearidade de T')
T1-v1+TovaF -+ Ty v, =0 (por injetividade de T')

rT1=29=--=x,=0 (pela independéncia linear de vy,...,v,) W

TEOREMA 6.3.12 Dois espacos vetoriais de dimensdo finita Ve W sao isomorfos se, e somente se,

dimV = dim W.

Prova: SeT:V — W ¢é um isomorfismo e B = {v1,v2,...,v,} € uma base de V, segue do Teorema
6.3.11 que B = {T'(v1),T (v2),...,T (v,)} é uma base de W e, portanto, dimW = dimV = n.
Reciprocamente, suponhamos dimV = dim W e sejam B = {v1,v9,...,v,} € B = {wy,we, ..., w,}

bases de V e W, respectivamente. A aplicacao linear T': V' — W, definida por:

n n
T\ Y zj-v | = >z wj,
=1 j=1

n
¢ um isomorfismo. De fato, dado v = ) z; - v;, com T (v) = 0, entao:
j=1
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ede (6.6) resulta que x; = 9 = -+ =z, = 0 e, assim, v = 0. Logo, T ¢ injetora e como dim V' = dim W,

segue do Teorema 6.3.6 que T' é sobrejetora. W

EXEMPLO 6.3.13 Os espacos vetoriais R™ e P, ndo sio isomorfos, porque tém dimensoes diferentes.
O espaco V = R? ¢é isomorfo ao subespaco W do R?, dado por W = {(a:,y,z) eR3:z = y}, porque
dimV =dim W = 2.

EXEMPLO 6.3.14 A aplicacio T : R* — Myyo, definida por:

Ty
z t

T (z,y,2,t) =

estabelece um isomorfismo entre R? e 0 espaco Moo das matrizes reais 2 x 2.

COROLARIO 6.3.15 Um isomorfismo T : V — W ¢é uma aplica¢ao linear invertivel, isto é, existe uma

aplicagao linear S : W — V| tal que:
SoT =1y e ToS=1Iy

onde Iy : V=V eIy : W — W sao os operadores identidade: Iy (v) = v e Iy (w) = w.

Prova: Com as bases B = {v1,v2,...,0,} ¢ B = {wy,wa,...,w,} de V e W, respectivamente,
definimos a aplicacao linear S : W — V, tal que S (w;) = v;, j = 1,2,...,n. A aplicacao S assim

definida é a inversa de . W

» INVERTENDO UMA APLICAGCAO LINEAR Sejam V e W dois espagos vetoriais de dimensao n e
consideremos B = {vj,v2,- - ,v,} uma base de V. Como sabemos, uma aplicagdo linear invertivel
T :V — W transforma a base B de V' em uma base de W e podemos usar a base B para encontrar
a transformacdo inversa S = T-!. Se w, = T(v), k = 1,2,...,n, entdo a inversa S : W — V &

caracterizada por S(wg) = vy, isto é:
T(vg) =wr < S(wg) =vg, k=1,2,...,n,

e dado w € W, temos w =y - T'(v1) + y2 - T'(v2) + - - + ypn - T'(vy,) e, portanto:

SW)=y1-vi+ya-vat et Yo vn

Dado um espaco vetorial V' sobre um corpo F (por exemplo, o corpo R), é simples verificar qua a
aplicagao identidade I (v) = v é linear e se T e S sao aplicagoes lineares de V' — V, tais que SoT = I,
diremos que S é a inversa de T e anotamos S = T~!. Por exemplo, a inversa da aplicacdo T : R? — R?,

definida por T (z,y) = (x — y,y) € a aplicagao S (z,y) = (x + y,y).
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EXEMPLO 6.3.16 Vamos encontrar o operador inverso de T (z,y, z) = (x + y,z,y + 2z) usando a base

canonica B = {e1, ez, e3} do R3. Considerando
w; =T (e1) =(1,1,0), we=T1(er)=(1,0,1) e ws=T (e3)=(0,0,2)

e notando que:

w=(2,y,2) =y-wi+(@—y) wrt5(-z+y+2) ws

obtemos o operador inverso S : R? — R3, dado por:
S(y,2)=y-er+(@—y)-etz(-rt+y+z)es=(y,2-y5(-z+y+2)

» CONSEQUENCIAS Seja T': V — W uma aplicagao linear entre espagos vetoriais de dimensao

finita. Temos os seguintes resultados:

(I) Se dimV = dim W, entao:

T éinjetora < T é sobrejetora.

Prova:  Sabemos que T é injetora se, e s6 se, ker (I') = {0} e segue do Teorema do Nicleo e da

Imagem 6.3.6 que:
dimker (7)) =0< dimV =dimIm (7) & dim W = dimIm (T) < Im (T) = W.
(IT) Se dimV > dim W, entdao T nao pode ser injetora e muito menos um isomorfismo.
Prova: Do Teorema do Nicleo e da Imagem 6.3.6, segue que:
dimker (T) =dimV — dimIm (7) > dimV — dim W > 0
e sendo dimker (7') > 0, a aplicacao 1" nao pode ser injetora.
(IIT) Se dimV < dim W, entdo 1" ndo pode ser sobrejetora e muito menos um isomorfismo.
Prova: Do Teorema do Nucleo e da Imagem 6.3.6, segue que:
dimIm (7') = dimV — dimker (T') < dimV < dim W

e sendo dimIm (7') < dim W, a aplicagao T' ndo pode ser sobrejetora.
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EXEMPLO 6.3.17 Seja T : Py — P3 a aplicacdo linear definida por:

d?p
T — 2 /l‘ /! —
(p) =p+2°p W' ="

)

(i) A aplicagao T ¢ linear. De fato, dados dois vetores (polinémios) p e q no espago Py e um escalar

A, temos:
T p+q = Aptg+a®(Ap+a) =Xptg+a® (W +¢)

= A (p+2*")+ (¢+2%¢")=1-T(p) + T (q)

(ii) Para identificar a imagem da aplicagio T, notamos que ap + a1x + azx? + azx® jaz na imagem de

T se, e s6 se, ag = 0. De fato:
ao+ a1z + asx? +azz® = T (bo + bz + bz:vQ) = by + bix + box® + 22 (2b2)

= by + b1z + 3bea?

e igualando os coeficientes, encontramos: ag =0, ag = 3ba, a1 = by e ag = by. Logo, Im (T') = Py

e dimIm (T) = 3.

(iii) Qual a dimensao do nicleo de T? Como consequéncia do Teorema do Nicleo e da Imagem 6.3.6,

deduzimos que:

dimker (T') = dim Py — dimIm (T") = 0.

(iv) A aplicagiao T é injetora, porque ker (T') = {0}, mas, nao é um isomorfismo, porque ndao é sobre-

jetora (dimIm (T') < dim W) .
EXEMPLO 6.3.18 (Usando o Niicleo e a Imagem) Certo operador T : R — R3 ¢ tal que:
ker (T) = {(z,y,2) e R* 1z +y+2=0} e 7(0,0,1)=(1,0,—1).
Para identificar um tal operador sequimos o sequinte roteiro:
Etapa I Encontrar uma base B do nicleo de T :

B = {(1707 _1) > (07 1, _1)} = {U17U2} :

Etapa II Acrescentar a base B do nicleo o vetor vs = (0,0,1), de imagem conhecida, como sugere a

Figura 6.10, para chegar & base B' do dominio R? :

B ={(1,0,~1),(0,1,-1),(0,0,1)} = {v1, vz, v3}.
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V
_________________ w
Vl D ...
........................ I
. . m(7)
....... =
oW
V3'
T
——— —— ——— - —— _>
Figura 6.10: Construindo Aplicagao Linear.
Ezpressando o vetor v = (z,y,z) na base B, encontramos:
v=(z,y,2)=x-v1+y-v2+(r+y+z)-vs (6.7)

e de (6.7) resulta:

T(z,y,2) = x-T(v)+y-T(v2)+(x+y+2) T (v3)
= x0+y0+(m+y—|—z)(1,0,—1):(:E+y+z,0,—33,—y,—z)

ESCREVENDO PARA APRENDER 6.1

1. Encontre a transformacao linear T : R? — R3, cujo nticleo contém o vetor (0,2), e é tal que

T(-1,1) = (1,2,0).
2. Em cada caso, encontre uma base do nicleo e da imagem da transformagao linear.

(a) T:R? — R?, T

(b) T:R® -R3, T

(c) T:R? — R2, T(z,y)=(z+y,z+y).
T

(d) T:R3 — R

1
3. Seja Ty : Maxa — Maya, definida por Ty (X) = A- X, sendo A = . Determine
-2 2

uma base de N (T4) e outra de Im (T4).
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10.

11.

12.

13.

14.
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. Encontre o niicleo e a imagem do operador T : Py — Py, definido por T (p (z)) = z2p” (z).

. Encontre um operador linear 7' : R* — R3, tal que Im (T) = [(1,2,3),(4,0,5)]. Uma tal

transformagao pode ser um isomorfismo? Por qué?

. Encontre uma transformacio linear T : R? — R3, tal que N (T) = [(1, 1,0) ] Uma tal transfor-

macao pode ser um isomorfismo? Por qué?

. Se Ty, Ty : V. — V sao operadores lineares, tais que dim N (71) = dim N (T3) = 0, mostre que

dimN(T1 o} TQ) =0.

. Estabeleca um isomorfismo entre os seguintes pares de espacos vetoriais:

(a) R? e o subespago W = {(z,y,0) e R®} (b) R®e P, (c) R*e Mayo.

. Encontre uma transformacio linear T : R? — R3, cujo nticleo seja a reta y = 2.

Seja T : Py — Py 0 operador definido por
T(ax2+b:z+c) =(a+2b)x+ (b+c).

(a) O operador T ¢ injetor? E sobrejetor?
(b) Dé uma base e a dimensao do nicleo e da imagem de T

(c) p(z) = —42? + 22 — 2 pertence a N (T)? E ¢ (z) = 2z + 1 pertence a Im (T')?

Um operador T : R* — R? tem nicleo N (T') = {(z,y,2) e R® 1z +y+2=0} e ¢ tal que
7(0,0,1) = (1,1,1). Encontre um tal operador.

Considere o operador derivagio 0y : P, — P, definido por 9 (p (x)) = p’ (z) . Determine o micleo
?

/!

e a imagem do operador 9;. Qual o nicleo do operador d; (p (x)) = p” (z)

Encontre uma transformacao Inear 7' : R? — R? com as seguintes propriedades:
(i) T(1,-1)=(1,2,0) e (ii) (1,0) e N(T).

Mostre que um operador T': V — V & invertivel se, e somente se, N (T') = N (TQ).
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15. No espaco P, de todos os polinomios com coeficientes reais, mostre que a aplicacao linear T :

Py — Py definida por:
t
T)= [ po)ds
0

¢ injetora mas nao é sobrejetora.

16. Prove ou apresente um contra-exemplo. Em cada caso, T': V — V é um operador linear nao nulo.

(a) N (T) C N (T?).
(b) N (T?) c N(T).
(c) Im(T) C Im (T?).
(d) Im (7?) c Im(T).

(e) Se T? =0, entdao N (T) = {0} .

6.4 Representacao Matricial

Nesta secao hd dois problemas a serem investigados e os exemplos que seguem & formulacao de

cada um deles ilustram como resolvé-los.

> APLICAGAO LINEAR ASSOCIADA A UMA MATRIZ Se B = {v1,v2,...,0n} e B = {wi,ws,...,w,}

sao bases de R™ e R", respectivamente, e A = (a;;) é uma matriz de ordem n X m, encontrar a aplicacao

linear T : R™ — R"™, determinada pela relacao

(T (v)] 5 =A-[v]g (6.8)
onde [v]gz e [T (v) ] 5 sdo as matrizes coordenadas de v e de T (v) nas bases B e B'. Dado v € R™, temos
T
T2
V=201 + o2 + -+ TV, isto &, [v]g =
Tm

e consideremos os escalares yi,y2, ..., yn, que satisfazem a relacdo (6.8), ou seja
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T 1

€2 Y2
A -

Tm Yn

A aplicagao linear T procurada ¢ definida por T' (v) = y1wi + yowas + ... + Ypwy.

EXEMPLO 6.4.1 Sejam B = {(1,0),(0,1)} e B' = {(1,1,0),(0,1,-1),(1,0,2)} bases de R? e R3,

respectivamente, e consideremos a matriz:

1 0
A= 1 2
1 -3

Dado v = (z,y) um vetor do R%, temos que:

x
v :.%'(1,0) +y(0a1) = [U]B =
Y
e usando a relagdo (6.8), encontramos
10 x — U
x
[T(U)]B/: 1 2 : - 517+2y — Y2
Y
1 -3 r — 3y — 13

e, sendo assim,
T(z,y) = «(1,1,0)+ (z+2y)(0,1,-1) + (z — 3y) (1,0,2)
= (2z —3y,2z + 2y, z — 8y)
é a aplicacao linear procurada.
EXEMPLO 6.4.2 Se B e B’ sao as bases canénicas de R™ e R", respectivamente, entdo a transformacao
T:R™ — R" que satisfaz (6.8) é dada por:
Y1 ‘al

Y2 T2
T(x1,22, - Tm) = (Y1,Y2, - -y Yn) onde ‘ =A-
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Por exemplo, com relacio as bases canonicas a aplicacio linear T : R* — R3 associada & matriz

1 1 2 0
A= -2 1 3 1
0 1 2 -1
é precisamente
T
1 1 2 0
T(z,y,2,t)=| -2 1 3 1 Y =(r=y+2z,2x+y+3z+t,y+2z—1t).
z
0 1 2 -1
t

» MATRIZ ASSOCIADA A UMA APLICACAO LINEAR Dada uma aplicacao linear T': V — W entre

espagos vetoriais de dimenséao finita, sejam B = {v1,va,...,vm} € B = {wi,ws,...,w,} bases de V e
. . N . 9. . . B e,
W, respectivamente. Associada a aplicacao linear T’ consideramos a n X m matriz [T] 50 Cuja j-ésima
, . B, , .
coluna é [T (vj) ] i & matriz [T] ¢ construida da seguinte forma: escrevemos cada vetor 7' (vj) como

combinacao linear da base B’ e formamos a j-ésima coluna da matriz.

T (v1) = aj1w1 + ag1wa + - - - + ap1wy,
T (1}2) = ajowWi + agwo + - - - + Ap2Wn

Assim, a matriz associada & aplicagao 1" é:

aixr a2 - a1y 0 Gim
a1 a2 - Q25 o G2m
B
[T | ) |
a]l a/]2 “ e a/JJ DY a/]m
anl QAp2 -+ Qpj UV  dnm

No caso em que B = B, a matriz [T] g, serd indicada simplesmente por [T ] 5
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6.4.1 Matriz da Aplicagcao Composta

Sejam T': U — V e S : V — W duas aplicagoes lineares entre espacos vetoriais de dimensao finita

e fixemos as bases:

B ={uj,ug,...,ux}. (Base de U)
B = {vi,v2,...,0m}. (Base de V)
B = {wy,wa, ..., wy}. (Base de W)

A aplicacao composta S o T é dada por SoT (v) =S (T (v)) e considerando as representagoes:
m n
T(uw) =23 ayv; e S(vj)= byw, 1=12,....;kej=12,...,m,
j=1 =1

encontramos:

3

S oT (Uz) = S (Z aijvj> = Z aijS (Uj) = Z aijbﬂwl
j=1 i=1 =

1=1j=1

e daf resulta a representagao matricial da aplicacdo composta:

[SoT]5, = [S]h - [T]5 (6.9)

EXEMPLO 6.4.3 Sejam T e S os operadores do R3, com representacdo matricial:

1 0 1 -2 1 -1
Tj=12 1 1 e [S]=] 3 1 2
0 -1 1 1 -2 0

e identifiquemos o operador T*, sabendo que T' = S o T™.

Solugao:  Atividade de Sala de Aula
No caso em que T': U — V' & um isomorfismo, com inversa S : V' — U, consideramos (6.9), com
B=DB"e SoT = Iy, e obtemos:

)5 =[S]5 - [T]5 (6.10)

Por fim, notando que [IU]g ¢ a matriz identidade Iy, deduzimos de (6.10) a relagao:

(15 = ([7] g,)fl . (6.11)

Em (6.10) temos um produto matricial enquento o lado direito de (6.11) indica uma inversao de

matrizes.
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EXEMPLO 6.4.4 O operador T : R3 — R3, definido por T (v,y,2) = (v —y,y,y + 2), é um isomor-

fismo e em relacdo & base candnica B temos:

1 -1 0 1 -1 0
[T];=10 -1 0 e [T7'z=10 -1 0 [,
0 -1 1 0 -1 1

onde observamos que [Tz - [T 5 = I3x3.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 6.2

1. Seja I : V. — V o operador identidade de V', isto é, I (v) = v, Yv. Se B = {v1,v2,...,v,} é uma

base de V', determine a matriz [I]B. Se B’ é outra base de V, quem & [I] B!

2. Qual é a aplicagao linear T : P; — P9, cuja representacao matricial em relacao as bases canonicas

1 0
el o 1 |?
0 0

3. Seja T : R? — R? a aplicacdo definida por T (x,y,2) = (z — y + 22,2 — y — 2) e considere as bases

B={(1,0),(0,1)} e B ={(1,1,0),(1,1,1),(1,-2,—1)}.

Determine a matriz [T]g/ .

4. Sejam B = {(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1)} e B = {(—1,0), (0, —1)} bases de R? e R3, respectivamente,
e seja T : R? — R2?, tal que

5 1 0 -1

T\, =
Te=1 |

(a) Determine 7' (z,y, z) .

(b) Determine bases para N (T) e Im (T). E a transformacao T injetora?

5. Em relagao as bases ordenadas B = {t,1} e B = {t2,t - 1,t+ 1} de P; e Py, respectivamente,
qual a matriz da transformagao linear 7" : P; — Py, definida por T (p(t)) = tp (¢)?
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6. Sejam B = {(1,—1),(0,2)} e B' = {(1,0,—1),(0,1,2), (1,2,0)} bases de R? e R?, respectivamente,
e seja T : R? — R3, tal que

1 0
B
7] =11 1
0 —1
(a) Determine T (z,y) .
(b) Encontre uma base B” do R3, tal que
10
[T]e = 0 0
0 1

7. Seja T : Mgy — R? a transformacao linear, definida por

Ty
T =(z+2y+1)
z t

e seja B a base canonica de Moxs.

B
Bl7

(b) Se S :R? — Mays é tal que

(a) Determine [T, onde B’ = {(1,-1),(1,2)}.

2 1

, 1 -1
S5 =

[S]5 o

0 1

determine, caso exista, um vetor v, tal que S (v) =
0 1

8. Seja T : R? — R? o operador linear, cuja matriz em relacio a base canonica B é

[T] -1 -2
5 0 1
(a) Determine, caso exista, vetores u e v tais que Tu = u e Tv = —v.

(b) Determine dim N (T) e dim Im (7).

(c) T & um isomorfismo? Se for, encontre T~ (z,y) e a matriz [T_I]B.



6. APLICACOES LINEARES 271

9. Seja T : P3 — R o funcional linear definido por
1
7o) = [ pa)ds
0
Determine a matriz de T' em relacao as bases candnicas.

10. Seja T : Py — Py o operador linear definido por T (p (x)) = (1 — x) p’ (x). Determine a matriz de

T em relacao a base canénica de P;.

11. Considere as matrizes

0 1 0 00
A=10 2 e B = 1 21
01 -1 00

e sejam T4 e T as transformagoes canonicas definidas pelas matrizes A e B, respectivamente.

Encontre bases dos subespacos

N(Ta), N(Tg), N(TpoTy), Im(Ta), Im(Tg) e Im(TgoTjy).

12. Em R? e R?, respectivamente, considere as bases
B={(1,0,0),(-1,0,1),(1,1,0)} e B =1{(1,0,0,1),(-1,0,1,0),(1,1,0,0),(-1,2,0,1)}

e seja A a matriz 3 x 4

1 0 11
A=12 1 1 0
0 -1 11

Encontre a transformagio linear 7 : R* — R3, tal que [T (v)]z = A[v]y . Essa ¢ a transformagio

associada a matriz A e as bases B e B’. Quando B e B’ sao as bases canonicas, teremos:

1 0 1 1
T(U):A'Uv isto é: T(xvyazat>: 2 1 1 0
0O -1 1 1

13. Sejam T : R? — R? ¢ S : R? — R* as transformacoes lineares definidas por

T(z,y,2) =(x+2y,z—2) e S(zy)=(z,7—y,2y,2x+y).
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14.

15.

16.

e considere as bases

B = {(1,0),(1,1)} (base do R?)
B = {(1,0,0),(1,1,1),(0,1,-1)} (base do R?)
B’ = {(1,0,0,0),(0,0,1,1),(0,0,1,0),(1,—1,0,0)} (base do R*)

(a) Encontre as matrizes [T ] Z e [S] g/, e calcule o produto [S] g,, . [T ] g/.
(b) Determine (SoT)(x,y,z).

B/

(c) Encontre a matriz [S o T o

Sejam B = {(1,1,0),(-1,0,1),(-1,1,1)} e B' = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} bases do R? e con-

sidere o operador linear T : R? — R3, definido por
T($7y72) = (1’+y—22’,$—y,$+2)

, . . B
(a) Mostre que T é um isomorfismo e encontre a matriz [T/,

!

(b) Encontre a transformacao inversa 71 : R? — R3 e a matriz [Tﬁl]g .

(c) Escalone a matriz ampliada “T} Z,, Ig} .

Considere as seguintes bases do espaco R3:
B=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e B ={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}

e seja T : R? — R3 o operador definido por: T (z,y,2) = (z +y,y + 2,2 + 2). Verifique direta-

mente que a matriz M, de mudanca da base B para a base B’, satisfaz a relacao:

[T]z=M""-[T], - M. (6.12)

A relagao (6.12) estabelece a equivaléncia entre as matrizes [T ] B € [T} 5 € a matriz M recebe o

nome de matriz de similaridade.

Seja T : R? — R? o operador definido por T (x,y) = (azx + by, cx + dy), com a,b,c e d niimeros
reais positivos. Se A é a matriz de T em relagdo a base canonica encontre as raizes da equagao

det [A - )\IQ] =0.
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6.5 Autovalor, Autovetor & Autoespaco

Dado um operador linear 7' : V' — V| um problema tipico de dlgebra linear consiste em encontrar
um escalar A\ e um vetor v, tais que T (v) = M. E claro que v = 0 satisfaz a equacdo T (v) = v,
seja qual for o escalar A, e o problema torna-se interessante quando o vetor procurado v for nao nulo.
Um tal escalar A denomina-se autovalor (ou walor caracteristico) do operador T' e o vetor nao nulo
v um autovetor (ou vetor caracteristico) de T, associado ao autovalor A. Se v é um autovetor de T,
associado ao autovalor A, entdo qualquer multiplo escalar de v também o é; se A ¢ um autovalor de T,
representamos por V) o subespago vetorial de V' constituido pelos vetores v, tais que T (v) = A\v. Esse
subespaco recebe o nome de autoespaco associado a A. O auto-espaco V) é constituidos dos autovetores
associados ao autovalor A\, mais o vetor nulo.

Dada uma base B de V, se representarmos por A a matriz de T" na base B, os autovalores de 1" sao
as solucgoes A da equagao matricial A - [v]z = A - [v], isto é, as solugdes da equagao (A — AI) - [v]g = 0.
No caso em que V = R", esta equagao nos conduz a um sistema linear homogéneo, o qual terd solucao
nao nula quando det (A — A\I) = 0, ou seja, quando A for uma raiz do polinémio p (A) = det (A — AI),

denominado polinémio caracteristico de T.

EXEMPLO 6.5.1 Determinemos os autovalores e autovetores do operador T : R? — R2, dado por:
T(z,y) = (z+y,2+2y).
Solucao:  Considerando B a base candnica do R?, encontramos o polinémio caracterfstico de T':

1-x 1
p(\) =det ([T] =\ L) = =X -3)+1
1 2-)

com rafzes A = % (3 + \/5) que sao os autovalores de operador T
LEMA 6.5.2 Autovetores associados a autovalores distintos sao LI.

Prova:  Sejam u e v dois autovetores do operador T', associados, respectivamente, aos autovalores

distintos A e pu, isto é, T'(u) = A-uw e T (v) = p - v. Dada uma combinagao linear nula:
r-u+y-v=0 (6.13)

temos:

(T=M)(z-u+y-v)=0 (6.14)
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e de (6.14) resulta:

x-(T(w)—Au)+y(p-v—Av) = 0&ypu—N-v=0

& y=0

e retornando a (6.9) com y = 0, encontramos x = 0. W

LEMA 6.5.3 Se A é um autovalor do operador T’ : V — V| entao o subconjunto Vy de V', dado por:

Ww={veV:T(@w) =\ v}

é um subespacggo vetorial de V', conhecido por AUTOESPAGO de V' associado ao autovalor A.

Prova: Dados u e v em V) e um escalar x, mostremos que z - u + v pertence a V). De fato, da

linearidade do operador T', temos:
T(z-utv)=z-Tuw+Tw) =z- M)+ =X\ (z-ut+wv)

e dai resulta que x - u + v jaz V), provando que V) é um subespaco vetorial de V. W

LEMA 6.5.4 Se B = {v1,va,...,v,} é uma base de V', contendo apenas autovetores de T, entdo a matriz
[T]B é uma matriz diagonal. Para comprovar este fato, basta observar que para cada j = 1,2,...,n,
temos:

T(vj)=Xvj=0 -v14+0 -va4+---4+0 -vj_1+ X -v;+0 vy +-+ 0 v,

e os escalares destacados formam a j-ésima coluna da matriz [T]B, isto é:

At 00 - 0
0 A 0 -+ 0
Tlz=1 0 0 A3 -~ 0
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6.5.1 O Polinémio Caracteristico

Dada uma matriz quadrada A, de ordem n x n, seja T4 : R™ — R™ o operador linear associado &

matriz A, com respeito & base canoénica do R™, isto é:

Z1
Z2
Ta(z1,29,...,2p) = A-
Tn
Se v = (z1,%2,...,Ty,) ¢ um vetor do R™, tal que T4 (v) = A - v, entao:
Ta(v) = ANveAdAv—A-v=0

& (A=X)-v=0

e a equagao matricial (A — AI) - v = 0 terd uma solucao nao nula v se, e somente se, det (A — AI) = 0.
O polindomio py (A) = det (A — AI) é conhecido por POLINOMIO CARACTERISTICO da matriz A (ou
do operador Ty4) e suas raizes sao precisamente os autovalores do operador T4 (ou da matriz A). E
oportuno ressaltar que se B’ é outra base do R™, demonstra-se (veja o Exercicio 15) que existe uma

matriz invertivel M, tal que:

[T]B:Mfl'[T]B' M,
de modo que:
[Tz —A-IT=M"-([T]z -X-1).M
e, portanto:
det ([T]z—A-1) =det ([T]z —X-1).

Isto mostra que o polinémio caracteristico p (\) ndo depende da base escolhida.

EXEMPLO 6.5.5 Associado & matriz

4 20
A=1]1 -1 10
0 1 2
temos o operador T : R3 — R3, dado por:
4 20 T 4z + 2y
Ta(zy,z)=| =1 1 0 ||y |[=]| —z+y

0 1 2 z Y+ 2z
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com polindémio caracteristico

pa(N)=det(A-M)=| -1 1-x 0 [=2-N(\-51+6).
0 1 2-)

Oa autovalores da matriz A (ou do operador Ta) sdo as raizes do polindmio caracteristico: \y = 2, de
multiplicidade k = 2, e Ay = 3.
O Autoespaco V\, Um vetor v = (z,y, z) jaz no autoespago Vy, se, e s se, A-v =2-v, isto é&

dr+2y=2x, —x4+y=2y e y+2z=2z (6.15)

e de (6.15) resulta x =0 ey =0. Logo, Vy, = {(0,0,2) : z € R} ou V), = [(0,0,1)].
O Autoespago V), Um vetor v = (z,y,2) jaz no autoespago Vy, se, e sé se, A-v=3-v, isto é&

dr4+2y=3x, —-z4+y=3y e y+2z=3z (6.16)
e de (6.16) resulta © =2z e y = z. Logo, Vi, = {(22,2,2) : 2 € R} ou Vyo = [(2,1,1)].

OBSERVACAO 6.5.6 Se v é um autovetor de certo operador T : V — V', associado ao autovalor X, e

B é uma base de V', entao:

Tw) = Xve[T(w)]z,=A[vg (6.17)

& [T]B[v]g =\-lg& ([T]B—)\-I) [v]g =0
e a dltima equacdo em (6.17) terd uma solugdo ndo nula v se, e somente se, det ([T]B — )\'I) =

0. A este determinante, o qual nao depende da escolha da base B, damos o nome de POLINOMIO

CARACTERISTICO do operador T.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 6.3

1. Em cada caso, determine o polinémio caracteristico do operador, seus autovalores e autovetores

correspondentes. Por fim, encontre uma base dos autoespacos associados.
() T:R2 - R2, T(x,y)=(2y,2).

(b) T:R2—-R2 T (r,y)=(x+y2x+7y).

(c) T:R®—=R3 T(v,y,2)=(x+y+z2y+z3z).
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(d) T:R¥—R3 T(r,y,2)=@+y,z—y+z22+y—2).

(e) T:R* —=R*, T(x,y,z2t)=@mzstyzt+tyt+z,ct+y+z+t).

(f) T:R* = RY, T (x,y,2,t) = 2z +y,2y,22,3t).

(8) T: Maxa — Maxa, T (A)=A" (A? é a transposta de A)
(h) T:P; - Py, T(ax+0b)=2azx—0.

(1) T:Py =Py, T(p(x)) =p'(2).

(G) T:P; — Py, T (az?+bz+c) =az? +cx+b.

(k) T:Py; =Py, T(p(x))=p(x+1).

(1) T:P3—Ps, T(p(x)=(1-2%)p"(z)—2zp (z).
. Mostre que um operador T : V' — V', com um autovalor nulo, ndo pode ser injetor.

. No espago R2, considere as bases B = {(1,0),(0,1)} e B = {(-1,0),(1,2)}. Determine o

polinémio caracteristico do operador T' (x,y) = (x,x + y), usando as matrizes [T ] 5 € [T] oo

. Seja Ry (z,y) = (zcosf —ysend,rsenf + ycosf) o operador de rotagdo. Se 0 = km, k € Z,

mostre que os autovalores de Ry sao A = £1.

. Identifique o operador de R?, com autovalores A\ = —2 e Ay = 3, e respectivos autovetores
v1=(3,1) eva =(-2,1).

, . L : 1
. Se T &€ um isomorfismo, com autovalor A, mostre que X é um autovalor do operador inverso T~ ".
. Se A e p1 sao autovalores distintos do operador T : V' — V, mostre que V) NV, = {0}.

. Se X\ é um autovalor do operador T : V — V, mostre que A? é um autovalor do operador T°2.

. SUBESPACO INVARIANTE Dado um operador T : V' — V, diremos que um subespaco W de V

¢ invariante pelo operador T ou é T-invariante, quando T (W) C W. Se A é um autovalor do

operador 7', mostre que o autoespago V) € invariante por 7.
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6.6 Operadores Diagonalizaveis

Um problema importante de Algebra Linear consiste em encontrar, caso seja possivel, uma base do
espago vetorial V' em relagdo a qual a matriz de certo operador T': V — V seja diagonal. Isto significa
diagonalizar o operador T': V' — V. Como ficou estabelecido no Lema 6.5.4 uma base de V' constituida

de autovetores diagonaliza o operador 7'

REGRA DE DIAGONALIZACAO Suponhamos dimV = n e que Ay, As, -+, Ap sejam os autovalores

distintos do operador T': V' — V. Se V), sao os autoespagos correspondentes e
dimVy, +dim V), +---+dim V), =n
entao o operador 7' ¢ diagonalizdvel e se B; é uma base do autoespago Vy;, j =1,2,3,...,k, entao:
B=BUByU---UDBg

¢ uma base de V que diagonaliza T', isto é, a matriz [T ] ¢ diagonal. Na diagonal principal da

B
matriz [T ] B figuram os autovalores de T e o nimero de vezes que cada autovalor aparece na diagonal

corresponde & sua multiplicidade como raiz do polinémio caracteristico.

EXEMPLO 6.6.1 Um operador T : R? — R? que possui dois autovalores distintos é diagonalizdvel.
Neste caso, os dois autoespagos tém dimensdo igual a 1. De forma mais geral, se dimV = n e o

operador T : V. — V possui n autovalores distintos, um tal operador T é diagonalizdvel.

EXEMPLO 6.6.2 Seja T o operador do R®, definido por T (z,y,2) = (3x — 4z,3y + 5z, —z). Os auto-
valores de T sao \y = 3 (de multiplicidade 2) e Ay = —1, que sao as raizes do polinémio caracteristico

p(AN)=(A— 3)2 (=1 —X), e os autoespagos correspondentes sao:
‘/E;:{(x,y,O):m,yeR} e V—lz{(42,—52,4Z)IZ€R}.

Considerando as bases B = {(1,0,0),(0,1,0)} e B” = {(4,—5,4)} dos autoespagos V3 e V_1, respec-
tivamente, vemos que dim V3 + dimV_; = 2+ 1 = dimR3 e, portanto, T ¢é diagonalizdvel; a base de

autovetores B ={(1,0,0),(0,1,0),(4,-5,4)} = B'UB" diagonaliza T e temos:

30 0
Tlg=]03 0
00 -1
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EXEMPLO 6.6.3 Seja T o operador do R3, definido por T (x,z,2) = (4 + 2y, —x +y,y + 22). Os

autovalores de T' sao Ay = 2 e Ay = 3, que sdo as raizes do polindmio caracteristico
p(AN) = =N+ 7A% — 16X + 12,
e 0s autoespacos correspondentes sao:
Vo ={(0,0,2): z € R} e V3={(-2y,y,y):2€R}.

Vemos que dim Vo + dim V3 = 1 4+ 1 # dimR3 e, portanto, T ndo é diagonalizdvel.

EXEMPLO 6.6.4 O operador derivagao T : Py — Py, dado por T (p) = p’ tem polinémio caracterisitco
p(A\) = —\3 e, portanto, o tnico autovalor de T é X\ = 0. O autoespaco Vy correspondente é constituidos

dos polinémios constantes e tem dimensao n = 1. O operador T nao é diagonalizdvel.

ESCREVENDO PARA APRENDER_ 6.4

1. Em cada caso, encontre uma base de V' que diagonaliza o operador T : V — V.

(a) T:R? — R?, T (z,y) = (2z,x — y).
(b) T:R* =R, T(z,y,2) = (x+y,—2y,2).
(c) T:R3 — R3, T(z,y,2) = (—2z,x —y,4x + 3y).

(d) T:R3 — R3, T (x,y,2) = (z, -2z + 2y, 122 — 32).

2. Se a matriz do operador T : R? — R? em relacdo & base candnica é simétrica, mostre que T é

diagonalizével.

3. Determine, caso exista algum, os valores de a que tornam os operadores T (z,y) = (z + y,ay) e

S (z,y) = (x + ay,y) diagonalizaveis.
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Questoes de Revisao

. Sejam W; e Wy subespagos vetorias de V, tais que W1 N Wy = {0}. Mostre que T (u,v) = u +v

define um isomorfismo de W7 x Wy sobre Wy & Whs.

. Se duas transformagoes lineares S, T : V — W s&o iguais nos vetores vy, vs, ..., v, de uma base

de V, mostre que S (v) =T (v), Yv € V.

. Se T :V — W é um isomorfismo, mostre que a aplicacdo inversa 7! : W — V também o é.

. SeT:V — W & um isomorfismo linear, mostre que dim V = dim W e T transforma uma base de

V em uma base de W.

. Seja P : R* — R* o operador definido por P (z,y, z,t) = (z,y,0,0). Mostre que:

(a) P2P=P (P2=PoP).
(b) R* =Im (P) @& N (P).

(c) Encontre uma base B do R*, tal que

[I2] (0]
[Plp = ol o
o 0] ),
.SedimV <ocoeT :V — V éum isomorfismo, qual a relagao entre as matrizes [T] g, e [T_l]g,?

Identifique a imagem da circunferéncia z2 +y? = a2, a > 0, pelo operador T : R? — R?, dado por

T (z,y) = (ax + by, bx + ay), sendo |a| # |b] .

. Encontre a expressao do operador T : R? — R3, que representa uma rotacao de 7/3rad em torno

da reta que passa pela origem e tem a dire¢ao do vetor v = (1,1,0).

. Seja T : R? — R? o operador que representa uma reflexdo através da reta y = 3z. Encontre

T (x,y) e uma base B do R?, tal que

Se p(A\) = (A—a)" é o polinomio caracterfstico de um operador diagonalizavel T': V — V, com

dim V = n, mostre que [T]B = al, seja qual for a base B de V.
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11. Sejam T e R os operadores do R? que representam, respectivamente, a projecio e a reflexdo no

plano 7 : 3x 4+ 2y 4+ z = 0.

(a) Encontre T'(x,y,2) e R(z,y,2).
(b) Encontre bases B e B do R3, tais que

1 0 0 1 0 O
[T]B =1000 e [R] =101 0
0 0 1 0 0 -1

(tais bases devem conter dois vetores v; e vo do plano e um vetor vs ortogonal ao plano )

12. Encontre os autovalores do operador 1" : P3 — P3, dado por T (p (z)) = p(z + 1), e 0s correspon-

dentes autoespagos. O operador T' é diagonalizdvel?

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 6.0

1. Sao lineares as aplicagoes (a), (b), (c), (d) e (h). Nos casos (e) e (f), temos T'(0) # 0 e, portanto, T’

nao ¢ linear. Para verificar que a aplicac@o (g) nao é linear, basta observar que 7' (—1) # =T (1).

2. Sim. Usando as propriedades do produto matricial, temos

TAAX +Y)=AAX +Y) = MX + AY = \T4 (X)+ T (Y), X,Y € Moy, NER.

3. Usando as propriedades da transposicao de matrizes, temos:
TOAX+Y)=QX4+Y)' = 2AX"+ Y = XT (X)+T(Y), X,Y € Mayz, A€R.

1 0 0 0
4. Se A = e B= , entao det A = det B =0 e det(A + B) = det Iy = 1. Para

0 0 0 1
essas matrizes, temos T (A + B) # T (A) + T (B) e isso mostra que 7" nao ¢é linear.

x z
5. Vejamos o item (c), como ilustragdo. Sejam u = ev= dois vetrores em Moy €
Y t
seja A um escalar. Temos:
Az + 2 A+z 0 z 0 z 0
TN u+v) = T = =\ +
Ay +t 0 Ay +t 0 y 0 ¢

= AT(u+T(v).
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6. A transformagao T' nao é linear, porque 7' (0) é o vetor (polindémio) nao nulo p(xz) = x. No caso

da aplicagao S, dados p e ¢ no espago P; e um escalar A,temos:

SA-p+q)(z) = Ap+q)(@)+2>(\-p+q)(2)
= A (p(@) +2% (@) +q(x) +2%¢ (x) = [A- S (p) + 5 (9)] (z) -
Logo, S(A-p+4q) =X-S(p) + S(q) e, portanto S é linear.
7. Atividade de Sala de Aula.
17 Temos: T (z,y) = %(6x,5:p —y,2z) e S(x,y,2) = %(w,&r —1,3z). Assim,(SoT)(x,y) =
(2,9) -
19 T(z,y) = (y,2)

20 O caso geral T" = 2"~ 1. T & deduzido de forma indutiva. Como ilustracio, vejamos o caso

n = 2. Temos:
T*(2,y) =T (T (,y)) =T (x+y,x —y) =T (22,2y) = 2- T (z,y).

21 T(.’L‘,y) = (y,l’) € S(l‘,y) :%<$_y7y_w)'

ESCREVENDO PARA APRENDER 6.1

1. Considere a base B = {(0,2),(—1,1)} do R? e observe que (z,y) = 3 (y — z) (0,2) +z (—1,1), de

modo que:

T(a:,y):%(y—x)-T(0,2)+:c-T(—1,1):x-(l,Q,O)z(m,Qx,O).

2. Em cada caso, identifique o ntcleo e a imagem da aplicagao linear.
(a) N(T) = {(z,2z) : € R} e uma base do niicleo ¢ B = {(1,2)}. A imagem do operador T ¢
o0 eixo x e uma base de Im (T") ¢ B/ = {(1,0)}.

(b) B ={(—2,1,1)} & uma base do niicleo de T'. O subespago Im (7') ¢ consiste dos vetores da

forma:

(x+2y,y —z,x+22)=2-(1,0,1)+y-(2,1,0)+ z- (0,—1,2)

e B ={(1,0,1),(0,—1,2)} é uma base de Im (7).
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. O ntcleo de T é constituido da matrizes da forma e uma base de N (T) é:

x
Ty
10 0 1
B = ,
10 0 1
0 0 00
Acrescentando & base B os vetores Xz = e Xy = , obtemos uma base de
10 0 1

Moy e o conjunto B = {T (X3),T (x4)} é€ uma base de Im (7).

. Um vetor p(z) = ax?® + bz + ¢ jaz no micleo de T se, e somente se, z2p” = 0, isto é, a = 0.

Logo, ker (T') = P;. A imagem de T ¢ constituida dos vetores ¢ = ax? e tem como base o conjunto

B= {:)32}
. Considere a base B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} do R? e defina o operador T : R?>— R? por:
T(1,0,0) = (1,2,3), T(1,0,0)=(4,0,5) e T(1,0,0)=(0,0,0).

Um tal operador nao pode ser um isomorfismo, porque dimIm (7") = 2. Para que a imagem seja
preservada, o vetor 7' (1,0, 0) dever ser combinacao linear de v; e vy e, por simplicidade, escolhemos

T(0,0,1) = 0.

. Seja B = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)} a base do R3, construida por completamento da base do
nicleo do operador T'. e defina:

T(1,1,0) = (0,0,0), 7(0,1,0)=(0,1,0) e T(0,0,1)=(0,0,1).

Dessa forma, construimos o operador T (x,y,z) = (0,—x + ¥, z), com micleo gerado pelo vetor

(1,1,0). Um tal operador nao ¢ injetor e muito menos um isomorfismo.
. Basta notar que v e N (Th o Th) & T (v) € N (T3) .

. Os isomorfismos sdo estabelecidos de forma natural.

(a) T'(z,y) = (z,9,0); R*~W.
(b) T (z,y,2) =z +yt+ 2%, R =P,

(c) T(x,y,2,t) = ;o R = Mayoa.

z t
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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. Adicionando o vetor v = (1,0) & base B = {(1,2)} do nicleo, chegamos a base B’ = {(1,0),(1,2)}

do R2. A aplicagdo linear a ser construida depende da escolha do vetor v e considerando T'(1,0) =

(2,2,0), encontramos:

2Qr —
(.9) = =57 (L0 +2-(1L,2) = T (e,y) = (20— 3,2 ~ y,0).

O niicleo de T é o subespaco de Py gerado pelo vetor p = 222 —x 4 1. A imagem de T é o subespaco

gerado por {1, z}, isto é, o espago P;. E claro que T nio é injetor nem sobrejetor.

Adicionando o vetor v = (1,0,0) 4 base B = {(1,0,—1),(0,1,—1)} do niicleo, chegamos a base
B ={(1,0,0),(1,0,-1),(0,1,—1)} do R? e notando que:

(.I,y,Z) = ($+y+2) ’ (1,0,0)+(—y—2)(1,0,—1)+y(0,1,—1)
encontramos T (z,y,2) = (x +y+2) - (1,1,1).

N (81) & o subespago Py dos polindémios constantes e a imagem Im (9;) é constituida dos polindmios

p (z), tais que p (0) = 0. Para o operador da, temos:
N(@)=P; e Im(d)={peP,:p(0)=p(0)=0}.
Considerando a base B = {(1,0),(1,—1)} do R?, obtemos:

(z,y) = (@+y)- (L) +(=y)-(1,-1) e
T(xay) = (_y72y70)‘

Basta notar que v € N (T)) & T (v) e N (T).

O polinémio ¢ (t) = 1 jaz em Po, mas nao pertence a Im (7).

ESCREVENDO PARA APRENDER 6.2

1.

2.

3.

Em qualquer base B do espaco V' a matriz [I]; é a matriz identidade n x n.
Um vetor (polindmio) genérico de Py é p(t) = a + bt e a aplicagdo ¢ T (a + bt) = a + bt.

A matriz de [T]gl é:

0 -1 4
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4. () T (z,y,2) = (2y+z,—x+y).
(b) Considerando v; = (0,1,1), vy = (1,0,0) e v3 = (1,0, 1), entao a imagem de T é gerada pelos

vetores 1" (v1), T (v2) e T (v3). Como T (v1) = (—1,1) é combinagao linear 7" (vz) e T (v3),

estes dois dltimos LI, segue que {71 (v2), T (v3)} é uma base de Im (7"). O ntcleo de T tem
dimensdo 1 e N (T) = [(1,1,2)].

5. Considerando as bases ordenadas B e B’, encontramos:

1 1/2
[T]p=1{ 0 1/2
0 O
6. O ponto de partida ¢ a relagao [Tz = [T]gl [l

(a) T(.’L’,y) :%<x_yax_y74$+2y)
(b) Considere a base B” = {wy, wa, w3}, sendo
w=T(1,-1)=(1,1,1) e w3=T7(0,2)=(-1,-1,2)
e escolha wy LI com wy e ws. Por exemplo, wy = (0,0,1).
7. (a) A matriz [T]g, é a matriz 2 x 4
2/3 1/3 2/3 1/3
1/3 —1/3 1/3 —1/3

(b) Dado v = (z,y), temos que [v]gz = % (2 — y,x + y) e, portanto:

_5m—3y_
r—2 x —3y x—2
[Slg =5 Y lesu=1 yorm
20 — vy 2c —y x4y
r+y
Logo,
or — 3y =3
10 z—2y=0
Sv = &
1 20 —y =0
r+y=3

e, como o sistema nao tem solucao, um tal vetor v nao existe.
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8. A aplicacao T é dada por T (z,y) = (—z — 2y,y) .

10.

(a) Os vetores do tipo u = (z, —x) satisfazem a T'u = u, enquanto os vetores v = (z,0) satisfazem

aTv=—v.

(b) Temos que N (T') = {0}, de modo que dim N (T') = 0. On the other hand,
dimIm (T) = dimR? — dim NV (T) = 2.

(c) Sendo T injetora e sobrejetora, conclufmos que 7' é um isomorfismo. Se T~ (z,y) = (a,b),

entao:

(z,y) =T (a,b) = (—a — 2b,b)

e daf resulta que a = —x—2y e b =y. Logo, T~! (z,y) = (—z — 2y,y) . Com a notacdo matricial,
temos:
-1 -2

1= 0 1

. As bases canonicas de P3 e R sao, respectivamente:

B={Lt#} e B ={1}
e um cdlculo direto nos conduz a:

T(1)=1,T@®#)=1/2, T(#)=1/3 e T(t)=1/4

Assim,
1
1/2
B
[T]B/ =
1/3
1/4

A base canonica de P; ¢ B = {1,t} e temos que
T(1)=0=0-140-t ¢ T({t)=1—t=1-14(=1)-t

e, portanto,
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11. As aplicagoes T4 e Tp sdo dadas por:

TA (.T,y) = (y72y7y) € TB (l‘,y, Z) = (07$+ 2y + z, —ZL‘)
e, portanto, T o Ty (z,y) = (0, 6y, —y). Temos:
N (Ty) = {(z,0) : z € R} Base: B={(1,0)}, dimN (T4)=1.
N (Tg) ={(0,y,—2y) : y € R} Base: B={(0,1,-2)}, dimN (Tp)=1.
N (TgoTs) ={(z,0): z € R} Base: B={(1,0)}, dimN (TpoTy)=1.

As colunas da matriz que representa a aplicagio linear geram a imagem de tal aplicagdo. Obser-

vando as matrizes das aplicagoes T4, T e T o T4, deduzimos que

m (Ty) =[(1,2,1)] Base: B={(1,2,1)},
m(Tg) = {(0,y,—2y) : y € R} Base: B={(0,1,0),(0,1,-1
Im (TgoTy) ={(z,0): 2z € R} Base: B={(0,6,—1)},

12. Dado v = (z,y, z,t) do R*, um célculo direto nos d4

T—y+z+3t
1 4z
MB':Z'
204+ 2y +22 -2t
—r+y—z+t a1
e, por conseguinte,
r—y+z+3t
1 0 11
1 4z
4 21 + 2y + 22 — 2t
0 -1 1 1
—x+y—z+1t
Logo
T(w) = (22 4+ 2y 4+ 22+ 2t) (1,0,0) + (4o + 8z + 4t) (—1,0,1) +

N

(—x—3y—z—t,o+3y—3z—t,4dx+ 8z +4t).

13. Ponto de partida: T (z,y,2) = (x + 2y,z — 2) e S (z,y) = (z,x

dimIm (Ty4) = 1.
)}, dimN (T) =2.
dimIm (TpoTy) = 1.

20+ 2y + 22+ 2¢
4o + 8z + 4t
r+3y—3z—1t

(x+3y—32—1)(1,1,0)

—y72y72$+y)
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(a) Temos
7(1,0,0) = (1,1)=0-(1,0)+1-(1,1),
T(1,1,1) = (3,00=3-(1,0)+0-(1,1),
T(0,1,-1) = (2,1)=1-(1,0)+1-(1,1) e
S(1,0) = (1,1,0,2)=2-(1,0,0,0)4+2-(0,0,1,1)+ (—=2)-(0,0,1,0) 4+ (—1) - (1,-1,0,0),
S(1,1) = (1,0,2,3)=1-(1,0,0,0)+2-(0,0,1,1) + (=1)-(0,0,1,0) +0-(1,—1,0,0) .
Logo:
2 1
e N B
-1 0
e, portanto:
1 6 3
[Slgr-[T]5 = | 2 6 4
0 -3 -1

(b) A aplicagio composta S oT : R — R* vem dada por:

[SoT)(z,y,2) = S(T (,y,2)) = S (v +2y,x — 2) = (x + 2y,2y + 2,27 — 22,3z + 4y — ).

(c) A matriz [So T] 5 coincide com o produto [S] g,, . [T]g encontrado em (b).
14. Recorde-se que um operador T : R? — R? serd um isomorfismo se, e somente se, for injetor.

(a) Mostremos que N (T') = {0}. De fato:

r+y—22=0
T(z,y,2) =0 | 2 —y=0 sr=y=2=0.
T+2=0

Assim, T' é injetor e, consequentemente um isomorfismo. A matriz de T é:
2 -3 -2
75 =1 0 -1 —2
1 0 0
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(b) A inversa ¢ dada por T~ (z,y,2) = i (r4+y+2z,2—3y+2z,—x —y+ 22) e temos:
0 0 1
_11B
Y5 = -1/2 12 1
1/4  —3/4 —1/2
(c) Se A é uma matriz n x n invertivel, ao escalonar a matriz ampliada [A, I,,] chegamos & matriz

[In, Ail] . No caso, temos:

2 -3 -2 1.0 0 100 0 0 1
0 -1 -2010]|~]010 -1/2 1/2 1
1 0 0 001 001 1/4 -3/4 —1/2

15. Um célculo direto nos da:

1/2 1/2 —1/2 1 01 1 1 0
M=[Tlg=|-12 172 12 |, M'=[110]| e [T]p=|011
1/2 —1/2 1/2 01 1 1 0 1
e temos:
M)y M = [T],,

16. A= 1 [a—i—d:l: (a—d)2+4bc].

ESCREVENDO PARA APRENDER 6.3

1. Em cada caso, considere a matriz de T' com relagao as bases candnicas.

(a) Considerando a base canénica do R?, temos:
A 2
p(N) =det ([T] — M) = det =\ -2

Os autovalores sdao A\ = v/2 e Ay = —/2, com autoespacos correspondentes Vi, = [(\/i, 1)] e
Vi = [(=v2,1)].
(b) Neste caso, o polinémio caracteristico é p () = A2 — 2\ — 1 e os autovalores sdo A\ = 1 + /2

e A2 = 1 — /2. Os autoespacos sio:

6= 03] ¢ = [(1vE)]
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(c¢) Temos p(A) = (A—=1)(A—2) (A —3) e os autovalores sdao Ay = 1, Aa = 2 e Ay = 3. Os
auto-espacos correspondentes sao:

Vi = [(1’070)]a Wi, = [(1’ 170)] e Vi, = [(17 1, 1)] :

(d) O polinémio caracteristico ¢ p(A) = (A+1) (3 — A?) e os autovalores sio \; = —1, Ao = /3

e A3 = —/3. Os autoespacos correspondentes sao:
V)\l = [(11_27_1)]7 V)\2 - |:<1;\/§_1,1):| 5 (§ Vv,\3 - |:<1,1—\/§,1):| .

(e) O polinomio caracteristico é p (A) = (1 — A)* e A\; = 1 & 0 autovalor de ordem 4. O auto-espaco
correspondentes é:

Va, =1(0,0,0,1)]
e os auto-vetores sao do tipo v = (z,0,0,t), x,t € R.

(f) Temos p(A) = (3 — ) (2 — \)® e os autovalores s50 A} = 3 ¢ Ay = A3 = A\g = 2. Os autoespagos

Sa0:
Vi = [(0,0,0,1)] e Vi, = [(1,0,0,0),(0,0,1,0)] (dimVy, =1 e dimV,, =2).

(g) No espago Maya, consideramos a base canonica:

10
B: bl ) ?
00 00 1 0 01

e encontramos p(\) = (1 —A)®> (A+1). Os autovalores sio, portanto, A = 1, de ordem 3 e

A = —1. Os auto-espacos correspondentes sao:
1 0 1 0 0 0 0 1
V/\1 = ) ) € V)\g =
0 0 0 1 01 -1 0

(h) O tnico autovalor ¢ A = 0 e qualquer polindmio constante e ndo nulo é um vetor préprio
associado. O autoespaco é V) = R.
(i) No espago Py, consideramos a base canénica B = {1,x,x2} e encontramos p(A) = —\3. O

tnico autovalor é A =0e V), = R.
(j) Temos T (1) =z, T (z) =1e T (z?) = 2? e, portanto:
010
Tlg=| 100
0 01
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O polinémio caracterfstico é p(A) = (1 — A) (A — 1), com rafzes (autovalores) \; = 1 (dupla) e
A2 = —1. Os autovetores associados ao autovalor A; sdo os polindémios do tipo az? + bx + b,

enquanto os autovetores associados ao autovalor Ay sfo os polinémios do tipo bx — b. Os

autoespagos sao:
Vi = [1’ + 1ax2] e WV, = [.%' - 1] (dim Viy=2 e dimV), = 1)'

(k) Dado p(z) = ax® + bz + ¢, temos que T'(p) = p(z+1) = azx®> + 2a +b)x+a+b+c, de

modo que:
T(1)=1 T@) =2+1 e T(2*)=2"+2z+1

A matriz de T na base B = {1,:B,:E2} é, portanto:

1 1 1
Tls=|0 1 2
0 0 1

e o polinoémio caracterfstico ¢ p(A\) = (1 —A)>. O autovalor ¢ A = 1, de multiplicidade 3 e os

autovetores correspondentes sdo os polinomios q(x) = k, k € R. O autoespago é o subespago

de dimensao n = 1, dado por:

(1) Dado v = az? + bz + ¢, temos que T (v) = —6ax? — 2bx — 2a de onde segue que:
T(1)=0, T(z)=-2 e T(z°)=—62"-2.

O polinémio caracterfstico ¢ p(\) = —A3 — 612, com rafzes (autovalores) A; = 0 (dupla) e

A2 = —6. Os autoespagos sao:
Vi, =R e Vi, =[z,1+32%].

Em outras palavras, V), é constituido pelos polinomios constantes, enquanto Vy, é o subespago

constituido pelos polinémios do tipo 3az? + bx + a, a,b € R.

2. Recorde-se que T é injetor se, e somente se, N (T)) = {0}. Se A = 0 é um atovalor de T, existe

v # 0, tal que T (v) = 0-v = 0 e daf resulta que v € N (T') e, portanto, N (T') # {0}.
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3. As matrizes de T' em relacao as bases B e B’ sao, respectivamente:

10 /2 1/2
[T)5 = e [Tlp =
11 —-1/2 3/2
e temos:
(a) Em relagao a base B :
1-Xx 0
p(A) = det = (1-\)2.
1 1—A
(b) Em relacao a base B’ :
12—\ 1/2
p(A) = det / / =M _2A+1=(1-))72.
—1/2  3/2- A

4. Temos que Ry (x,y) = (xcosf —ysend,xsend + ycosh) e, considerando § = k7, encontramos:

Ry (z,) = ((-=1)* e, (~1)"y).

Com relacao a base canodnica, temos:
[Rol =

e o polinémio caracteristico é p (\) = £1, conforme seja k par ou fmpar.

5. Com os autovalores \; = —2 e Ay = 3, construimos a base de autovetores B = {(3,1),(—2,1)} e
teremos:
A= T] -2 0
= B =
0 3

ASSima T (IIJ, y) - <_6y7 —T+ y) :
6. Sendo T um isomorfismo, qualquer autovalor A é nao nulo e existe v # 0, tal que:
T=Aveov=T""TAv)=X-T ()T (v) =1 v
7. Basta observar que T'(v) = A -v = p-v e daf resulta (A — p) - v =0 e como A\ # p, segue v = 0.

8. Existe v # 0, tal que T (v) = A - v e, assim, T2 (v) = T (T (v)) = A% - v.
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9. Basta notar que se v € V), entdo T (v) = X -v € V. (V\ & um subespago vetoriall)

ESCREVENDO PARA APRENDER 6.4

1. Como ilustragdo faremos o item (d). Ressaltamos que o procedimento é o mesmo em todos os

casos: encontramos os autovalores e uma base de autovetores.

(d) Os autovalores do operador T sdo A\; = 1, A2 = 2 e A3 = —3, com autoespagos correspon-

dentes:

Vv, = {(z,22,3z) :x € R}.
V)\2 = {(O,y,O) :yER}'
Vie, = {(0,0,2):z€R}.

Em relagao a base B = {(1,2,3),(0,1,0),(0,1,0)} , de autovetores, o operador T' é repre-

sentado pela matriz diagonal:

1 0 0
0 2 0
00 -3
2. A matriz de T ¢ do tipo:
[T]p = 0 )
b c

com polinémio caracteristico p (A\) = A2—(a + ¢) A+ac—b?, com duas raizes distintas, e autovetores

coorespondentes LI, exceto no caso em que a = —c e b = 0, e, neste caso, matriz é diagonal.

3. Se a # 1, o operador T é diagonalizdvel. Por outro lado, S é diagonalizdvel apenas no caso em

que a = 0.

UESTOES DE REVISAO

1. Para verificar que T ¢é linear, observe que

T (A (u1,v1) + (u2,v2)) = T (Aug + ug, Avg + v) = Aug + ug + \vg + v

= )\(ul +’01) + U9 +vo = )\T(ul,vl) +T(U2,'U2).
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Dado u + v em Wy & Ws, entdao T (u,v) = u + v e, portanto, T é sobrejetora. Por outro lado, se
(u,v) € ker (T'), entdo u +v = 0 em Wy @ Wy e como Wi N Wy = {0}, segue que u = v = 0.
Assim, ker (T') = {0} e T é injetora.

. Dado v em V, entdo v = 1 -v1 +x2-v2+- - -+ 2y - vy €, considerando que 7' (v;) = S (v;), obtemos:

S(v) = xl-S(Ul)+$2-S(’U2)+"'+xn'5(vn>
= x1-T(v)+axo-T(va)+ - +xp-T (vy)

= T(x1-vi+me-va+ - +xp-vy) =T (v).

. Sendo T : V — W um isomorfismo, entdo dimV = dim W, e T~! serd um isomorfismo se, e

somente se, for injetor. Ora,
7! (w1) = 7! (we) & T (T_l (wl)) =T (T_l (IUQ)) & w1 = wa.

Logo, T~! ¢é injetor e, portanto, um isomorfismo.

. Sendo T : V. — W um isomorfismo, entdo N (T) = {0} e Im (T') = W (T ¢é injetor e sobrejetor).

Logo,
dimV = dim A (T) + dim Im)T = 0 + dim W = dim W.
Por outro lado, dada uma base B = {v1,v2,--- ,v,}, entao T (v1),T (v2),--- ,T (vy) sdo LI. De
fato:
x1-T(v)+ay-Twa)++z, - T(vy) = 0T (x1-v1+x2-v2+ - +2xp-v,)=0
& v +ze-vat o+ Ty v, =0
& 1 =x9=---25 =0.

. Dado que P (z,y,z,t) = (x,9,0,0), temos:

(a) P2 (z,y,2,t) = P(P(z,y,2,t)) = P(x,y,0,0) = (x,y,0,0) = P (z,y, z,1) .
(b) Dado v = (z,y, z,t) um vetor do R*, entéo:
v=(z,y,2,t) = (,9,0,0) + (0,0, 2z,t) = P (z,y, 2,t) + (0,0, 2,t) € Im (P) + N (P).

Considerando que Im (P) NN (P) = {0}, deduzimos que R* = Im (P) & N (P).

(c¢) Considere uma base do tipo B = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,A,0),(0,0,0, )}, com Ap # 0.
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10.

11.

. As matrizes [T‘l]

B/

B . .
B € [T] 1 S80 Inversas uma da outra.

A elipse do plano R2, descrita por: Au? — 4abuv + Av? = a? (a2 — b2), com A = a? + b2

. Atividade de Sala de Aula.

. Atividade de Sala de Aula.

Um tal operador possui autovalor A\ = a, de multiplicidade n, e existe uma base B’ de V em
relacdo a qual a matriz de T é diagonal, ou seja, [T} = a-I. Se B é uma outra base de

e [7]

BI

V', as matrizes [T] sdo equivalentes, isto €, existe uma matriz invertivel M, such that

B B’
[T]B =M. [T] 5 - M e, consequentemente:

[T)y=M""- [T, M=M"(a-I)M=a(M"-1-M)=a-1.

Na Figura 6.11 ilustramos os operadores T' e R, onde @Q é o ponto médio de PQ’, e vemos que

T(P)=QeR(P)=Q"

Figura 6.11: Ilustracao do Exercicio 11.

(a) Um ponto genérico da reta r que passa por P (x,y,z) e é perpendicular ao plano 7 é X =
(x + 3t,y + 2t, z + t) e no instante tg = —ﬁ (3z + 2y + z) o ponto X estard sobre o plano 7.
Logo

T(z,y,2)=Q = ﬁ(5x—6y—3z,—6x+ 10y — 2z, —3z — 2y — 13z).

Por outro lado, considerando que @ é o ponto médio de PQ’, temos

Q=3P+Q)=Q =2Q—P=1(—2z—6y—3z,—6x+3y—22,—3z — 2y +62).
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(b) E oportuno observar que se u é um vetor perpendicular ao plano 7, entdo R (u) = —u e que
Tw)=0svlr e Tu=usuecm.

A base B = {v1,v2,v3} deve ser tal que T (v1) = vy, T (vy) =0 e T (v3) = vs. Escolha v; e

vg LI, ambos no plano m, e vy ortogonal ao plano.

Resposta 6.1(15) Seja T' (x,y) = (0, z)
Temos:
HT?=0
2) ker (T') = {z = 0} = eizoOy
3) Im (T') & o eixo Oy
4) Im (7?) = {0}
5) T? =0 e ker (T") # {0}
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